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SOPRA 
UNA  FAMIGLIA  DI  SUPERFICIE  DELL'  OTTAVO  ORDINE. 

NOTA     PRIMA 

DI 

ALBERTO  BRAMBILLA 


La  celebre  Superficie  Romana  o  di  Steiner  ammette  V  equazione  locale 
della  forma 

>/?!+ V92+  >/?8+  >/9r=o, 

dove  le  cpj ,  9, ,  <P8  j  *P4  ^^^^  quadrinomi  lineari  omogenei  nelle  coordinate  di  punto 
dello  spazio  ordinario.  Fu  il  Beltrami  a  riconoscere  pel  primo  (♦)  questa  forma 
per  r  equazione  tangenziale  della  superficie  di  3.<)  ordine  con  quatti*o  punti  doppi, 
che  è  la  reciproca  della  superficie  di  Steiner. 

Nel  1866  11  C  1  e  b  s  e  h  incontrava  direttamente  per  la  superficie  di  Steiner 
tale  forma  di  equazione  (*♦). 

Più  tardi  T  E  e  k  a  r  d  t  (*♦♦)  occupavasi  della  stessa  superficie  cubica,  senza 


{*)  Estensione  allo  spazio  di  tre  dimensioni  dei  teoremi  relativi  alle  coniche  di 
nove  punti.  Questo  Giornale,  voi.  !<>  (1863). 

(♦*)  Ueher  die  Steiner  'sche  Flache.  Journal  fQr  Math.  von  Borchardt, 
Bd.  67  (1867). 

(♦♦♦)  Beitrdge^  zur  analytischen  Geometrie  des  Raumes ,  u,  s.  w.  —  Programm 
der  Realsch.  zu  Reichenbach,  1869— Math.  Ann.  Bd.  V  (1872). 

VCL.    XXXV.  1 
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menzionare  le  ricerche  del  B  e  1 1  r  a  m  i ,  e  trattava  pure  della  superficie  di 
Steiner,  indicandone  la  summentoyata  equazione. 

Finalmente  lo  stesso  B  e  1 1  r  a  m  i ,  ritorna  all'  argomento  a  proposito  di  ta- 
lune Ricerche  di  Geometria  Analitica  (♦),  e  stabilisce  per  altra  via  la  equazione 
in  discorso. 

Alcuni  anni  dopo  il  S  e  g  r  e  fa  conoscere  una  maniera  d'  indole  più  geo- 
metrica (*♦),  ed  importante  assai,  per  istudiare  le  medesime  superficie. 

Ora ,  i  due  procedimenti  del  B  e  1 1  r  a  m  i  e  del  S  e  g  r  e ,  entrambi  fecondi 
ed  eleganti  e  che  si  completano  a  vicenda,  sono  suscettibili  di  generalizzazione 
in  due  sensi.  Una  è  quella  che  mira  ad  elevare  V  indice  dei  termini  radicali  ; 
r  altra  invece  tende  ad  aumentarne  il  numero. 

Della  prima  estensione  io  mi  sono  occupato  parecchi  anni  fa  in  diverse  Note(***); 
ed  anche  alla  seconda  ho  diretta  V  attenzione  mia  dopo  la  lettura  della  Memoria 
del  C  a  y  1  e  y  (****)  sulle  curve  poUzomali.  Il  mio  studio  prende  le  mosse  da  quello 
di  una  speciale  trasformazione  irrazionale  fra  due  spazi  superiori  (  dello  stesso 
numero  di  dimensioni ,  naturalmente) ,  la  quale  non  è  altro  che  la  doppia  gene- 
ralizzazione di  quella  del  S  e  g  r  e  ,  e  che  già.  pubblicai ,  tre  anni  or  sono  (^). 
Cosi  pervengo  alla  trattazione  delle  varietà  che  nello  spazio  ad  m  dimensioni 
hanno  le  equazioni  locale  e  tangenziale  rispettivamente  della  forma 


(♦)  Dedicate  alla  memoria  del  P.  D.  C  h  e  1  i  n  i.  —  Memorie  dell'  Istituto 
di  Bologna,  S.  Ili  ;  t.  X  (1879).  Per  la  teoria  della  superficie  di  Steiner  e 
per  la  sua  Storia ,  è  utile  la  Memoria  del  Prof.  F.  G  e  r  b  a  1  d  i  :  La  superficie  di 
Steiner  studiata  sulla  sua  rappresentazione  analitica  mediante  le  form^  ternarie  qua- 
dratiche —  Torino,  Vigliardi.  1881. 

(*♦)  Su  una  trasformazione  irrazionale  dello  spazio  ecc.  Questo  Giornale,  voi.  21 
(1883), 

(♦*♦)  Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino  (1885). 
Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  Milano  (1888). 
Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo  (1888). 
Giornale  di  B  a  1 1  a  g  1  i  u  i ,  voi.  32©  (1894). 
(♦♦*♦)  Qn  Polyzomal  Curves,  otherwise  the  Curve   slt -V  \/V  + ...  =  0,— Trans,  of 
the  R.  Soc.  ofEdimburg  (1868). 

(*♦***)  Nella  geometria  deyli  iperspazi,  —  Napoli ,  Pierro ,  1893. 
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che  diremo  sempre  «del  Bel  trami»*  Similmente  si  dirà  costantemente  «di 
S  e  g  r  e  »  il  metodo  geometrico  generalizzato  j  cai  ho  accennato. 

Riservandomi  dì  pubblicare  a  suo  tempo  quanto  ho  potuto  raccogliere  nelle 
mie  ricerche  intorno  all'  argomento ,  espongo  qui  un  primo  studio  della  varietà 
di  ottavo  ordine,  che  corrisponde  al  caso  (n  =  2 ,  m  =  4)  più  semplice  per  lo  spa- 
zio a  quattro  dimensioni.  Sono  precisamente  le  sezioni  spaziali  di  questa  varietà 
le  superficie  dell'  ottavo  ordine  cui  allude  il  titolo  di  questo  lavoro  :  superficie 
che  per  ora  non  faccio  che  indicare,  o  poco  più,  e  delle  quali  mi  occuperò  in  la- 
vori successivi.  Ora  mi  limito  allo  studio  della  varietà  fondamentale  e  special- 
mente a'  suoi  luoghi  doppi  :  e  parmi  che  le  numerose  eleganze  dell'  argomento 
giustifichino  questa  disadorna  pubblicazione  ed  il  desiderio  che  altri,  di  me  più 
abile,  mi  segua  e  mi  avanzi. 

§  1.  —  La  varietà  S. 

1. — In  uno  spazio  lineare  a  quattro  dimensioni,  che  diremo  semplicemente 
iperspazio^  assumiamo  a  figura  di  riferimento  per  un  sistema  di  coordinate  pro- 
jettive  il  cinqui-spazio  formato  da  cinque  spazi  ordinari  (semplicemente  :  spazi) 
Uj(i)  .  .  .  XS^^^)  linearmente  indipen<}enti  tra  loro  e  dalle  loro  reciproche  in- 
tersezioni. Tale  figura ,  che  indicheremo  con  [U] ,  e  ciascuno  de'  suoi  elementi 
si  diranno  principali. 

Converremo  che  sia  x^^  —  O  V  equazione  dello  spazio  Us^'*^  Indicheremo  con 
Uj^'*'^  il  piano  principale  (faccia  di  [U])  comune  ai  due  spazi  Us^*^  ,  Us^'^  ?  con 
Ui^'^*^  la  retta  principale  {spigolo  di  [UJ)  comune  coi  tre  spazi  Us^'^  ,U3^'^^U8^'^ 
(cioè  opposta  alla  faccia  Ui^*'^);  e  finalmente  con  Uo^*^  il  punto  principale  co- 
mune ai  quattro  spazi  Us^*^  ,  Us^^  ,  Ua^*^  ,  Us^'^  {vertice  dì  [U]  opposto  allo  spa- 
zio V^^% 

2*  —  Imitando  il  prof.  B  e  1 1  r  a  m  i  (nel  secondo  dei  lavori  citati)  definiamo 
le  cinque  grandezze  a^  mediante  le  relazioni  identiche 

a^  ^  aji  (Oi  +  a^j  w,  +  a  13 1O3  +  a^^  w^ , 

ag  ^  agi  Wj  +      .  .  .        , 

(1) 

«5  =  «51  Wi  + 

dove  le  (i>  sono  quattro  parametri  variabili  indipendenti  fra  loro,  la  a^^  sono  delle 
costanti  determinate,  ed  il  segno  ^  indica  eguaglianza  a  meno  di  un  f attor  co- 
stante comune. 
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Qaeste  cinque  identità  danno  laogo  manifestamente  a  qnest'  altra: 


(2) 


«3 


'Il 


*2l 


^51 


=  A^a^  +  AjOg  +  .  .  .  f  A5«5  =  0  , 


come  pure  a  quelle  della  forma 

(3)  A^a^,  +  A^a^,  -f-  Aj^s,  +  A^ot^,  +  A^'x^,  =  0 

»  --  1  ,  2  ,  3  ,  4 
3.— Ciò  posto,  si  consideri  lo  spazio  di  equazione 


(4) 


«1         «j         «3         «4         ttg 


al  variare  libero  dei  parametri  co  esso  movesi  neir  iperspazio  inviluppando  una 
varietà  S.  Lo  spazio  (4)  si  può  dire  io  spazio  tangente  w  di  H:  esso  ha  le  coor- 
dinate 


(5) 


1        1 


5,:?,:...:5,==;^: 


«1      «« 


cosicché,  in  virtù  dell'  identità  (2),  sarà 


(6) 


5l         Sa         §8  §4         ^5 


r  equazione  tangenziale  di  Bel  trami  della  varietà  S. 

La  equazione  cosi  raggiunta  si  dice  che  la  varietà  S  è  della  quarta  classe  {^), 


{*)  L'  equazione  (6)  mostra  che  la  reciproca  della  varietà  S  è  una  varietà  del 
40  ordine,  le  cai  sezioni  spaziali  sono  Hessiane  di  superficie  cubiche  facilmente  as- 
segnabili. 
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Per  aver  V  equazione  locale  della  stessa  varietà  si  osservi  che  ogni  suo  punto 
è  intersezione  di  quattro  posizioni  infinitamente  vicine  fra  loro,  ma  linearmente 
indipendenti,  del  piano  (4);  le  coordinate  del  medesimo  punto  devono  quindi 
soddisfare  alle  equazioni  derivate  della  (4)  rispetto  alle  Wj  ,  lOg ,  Wj  ,  to^.  Segue 
da  ciò  che  tali  coordinate  soddisferanno  al  sistema 

^11  ^21  ^31  ^41  ^51  /% 


a,*    '  ' 


^x,+      .  .  .  .     =0, 


-^  a?!  +       .  .  .  .       =  0  , 

D'  altronde  le  (3)  possono  mettersi  sotto  la  forma 

*1  *2  «8  «4  *5 

^.A,«,*+        .  .  .  .  =0, 

/^13         A  ff  «  4-  —0 


*1 


2 


Aiftì*  +         .  .  .  .  =  0  ; 


cosicché,  dal  confronto  di  questi  due  sistemi,  si  argomenterà  che  per   il   punto 
eo  della  varietà  S  devesi  avere 

(7)  x^:x^:x^:x^:x^  =  A.'x^^  :  A^ot^*  :  Agag^  :  A^ot^»  :  A^^^\ 

Di  conseguenza,  sempre  avuto  riguardo  alla  identità  (2),  avremo  V  equazione 
di  B  el-tra  ra  i 

VAi^j  4-  \/A^2+  ylA^x^  +  VA^x^  +  s/A^oJs  =  0 

a  rappresentare  la  varietà  E  come  luogo  di  punti. 
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4.  —  La  determinazione  dell'  ordine  di  questa  varietà  si  può  compiere  ren- 
dendo razionale  la  equazione  (8);  ma  noi  seguiremo  un'  altra  via,  tanto  più  che 
il  procedimento  ci  servirà  per  altro  fine. 

Le  formolo  (7)  forniscono  una  rappresentazione  univoca  della  varietà  S  sul- 
r  ordinario  spazio  punteggiato  [io].  Interpretando  le  io  come  coordinate  di  punti 
in  questo  spazio^  ad  ogni  punto  di  [io]  corrisponde  sempre  un  sol  punto  di  H, 
e,  salvo  che  per  posizioni  speciali,  ad  ogni  punto  di  E  corrisponde  un  sol  punto 
di  [co]. 

Tuttavia  noi  riguarderemo  come  coordinate  di  punto  in  questo  spazio  [io]  le 
quantità  o^i  ,  ^2)  *  ■  -  ?  ^5  assoggettate  alla  condizione  fondamentale 

(2)  A^fli  -I-  AjOf,  -f  A^a,  -h  A^a^  +  Aga^  =  0 

Le  sezioni  spaziali  di  E  hanno  per  imagini  le  quadriche  del  sistema  lineare 
OD*  di  equazione 

(9)  ?, Al»,*  +  S^A^ot^*  +  SaAjCtj^  +  ?,A^a^*  +  i,A,a,^  =  e  , 

il  quale  è  privo  di  elementi  fondamentali. 

Le  imagini  delle  sezioni  piane  di  E  sono  le  quartiche  gobbe  di  1*  specie 
basi  dei  fasci  di  quadriche  appartenenti  al  sistema  (9) 

Le  imagini  delle  sezioni  rettilinee  delle  varietà  S  sono  i  gi*uppi  di  otto  punti- 
base  delle  reti  di  quadriche  del  sistema  (9).  Cosicché  la  varietà  S  è  dell'ottavo 
ordine, 

5.  —  Ogni  curva  d'  ordine  n  dello  spazio  [co]  è  imagine  di  una  curva  d'  or- 
dine 2n  delle  varietà  £,  ed  in  corrispondenza  agli  n  punti  d'  intersezione  della 
prima  curva  col  piano  a^  =  0,  si  hanno  n  contatti  ordinari  della  seconda  collo 
spazio  principale  Us^'*^— In  particolare,  ad  ogni  retta  dello  spazio  [io]  corrisponde 
una  conica. — Le  dieci  coniche  di  S  corrispondenti  agli  spigoli  del  pentaetro  [a] 
si  diranno  coniche  principali  di  S—  Si  adotterà  il  simbolo  y^^  ad  indicare  la 
conica  principale  che  ha  per  imagine  b^^ì  (=  «a^ì)* 

La  conica  Y;^,.  giace  naturalmente,  nel  piano  principale  U2^''*^  e,  contata 
quattro  volte,  costituisce  la  completa  sezione  di  questo  piano  colla  varietà  S, 

8.  —  Ad  ogni  superficie  d'  ordine  n  dello  spazio  [io]  corrisponde  una  super- 
ficie d'  ordine  4w,  la  quale  è  toccata  dallo  spazio  principale  Us^'"^  lungo  una  curva 
di  ordine  2;i  corrispondente  alla  intersezione  della  prima  superficie  col  piano  a^. 
In  particolare  ad  ogni  piano  di  [co]  corrisponde  una  superficie  del  4®  ordine  sopra 
S:  ogni  piano  a^  è  imagine  di  una  superficie  di  Steiner  della  varietà  E,  che 
si  dirà  principale  e  s'  indicherà  col  simbolo  r^. 
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La  superficie  P^^  è  rappresentata  univocamente  sul  piano  a^^  mediante  il  si- 
stema lineare   oo»  di  coniche  segnatovi  dal  sistema  (9)  di  quadriche. 

7.  — Ciascuna  conica  principale  Ya»  ^  comune  a  due  superficie  principali  di 
Steiner  T;^  ,  P,-,  le  quali  toccano  ciascuna  lungo  di  essa  il  piano  principale  1X2^'^'^ 

Nel  piano  1X2^'**^  giacciono  le  tre  rette  principali  Ui^*'^  ,  Ui^^^^  ,  U/^*^  le  quali 
toccano  la  conica  principale  Y;»,-  nei  tre  punti  K^^ ,  K^;  ,  K;ij  che  hanno  per  ima- 
gini  i  vertici  v^/  »  V^  ,  Vjn  ,  (v^^^  =  '^p^'-^^r  1  '"^^ipqr  essen  io  una  permutazione 
dei  numeri  1,2,3,4,5)  del  pentaedro  [a].  Nel  punto  TLki  sono  raccolte  le  8  interse- 
zioni della  Ui^*'^  colla  varietà  S, 

Per  la  retta  principale  Uj^*'^  passone  i  tre  piani  principali  U»^^^^ ,  U»^^'*^ ,  U3^'**^ 
ciascuno  dei  quali  contiene  una  conica  principale,  che  tocca  la  retta  Ui^*'^  nel 
pùnto  K]^{. 

Vedremo  più  tardi  in  che  modo  vanno  intese  le  coincidenze  delle  quattro 
coniche  raccolte  in  yf^i  come  intersezione  completa  del  piano  1X2^'**^  colla  varietà 
H.  Per  ora  registriamo  il  fatto,  che  risulta  dalle  considerazioni  fin  qui  fritte:  la 
varietà  S  è  toccata  da  ciascuno  degli  spazi  principali  lungo  la  superficie  prin- 
cipale di  Steiner  che  questo  contiene. 

8.  —  Lo  spazio  qualunque  passante  per  il  piano  1X2^^'^  ha  V  equazione 

e  quindi  la  sua  sezione  nella  varietà  S  ha  per  imagine  la  quadrica  degenere 

Se  ne  conclude  che  ogni  spazio  passante  per  un  piano  principale  sega  la 
varietà  S  in  due  superficie  del  quarV  ordine. 

Ciascuna  di  queste  superficie  quartiche  è  rappresentata  sul  piano  corrispon- 
dente dal  sistema  di  coniche  tagliatovi  dal  sistema  (9)  di  quadriche:  quindi  essa 
è  una  superficie  di  Steiner.  Le  due  superficie  di  S  t  e  i  n  e  r  così  definite  hanno 
per  piani  doppi  il  piano  XS^^^^^  principale  per  cui  è  condotto  lo  spazio  segante  e 
quelli  che  su  tale  spazio  tagliano  gli  altri  tre  spazi  principali  Ug^"'^  ,  U.,^*^  ,  Us^'^. 
Indicheremo  queste  due  superficie  di  Steiner,  fra  loro  complementari,  (*)  coi 


(*)  Diremo  complementari  fra  loro  due  0  pia  superficie  di  S  che  formino  in- 
sieme la  completa  intersezione  con  uno  spazio,  due  0  più  linee  che  formino  un'intera 
sezione  piana,  gli  otto  punti  dì  una  sezione  rettilinea. 


Digitized  by 


Google 


)'  8  ;.( 

s:rr.V.Ii  O'..  ,  ©''*i  •  "  V  creino  dire  che  ogni  spazio  poétanU  p^r  kji  piano  prin- 
cip'^U  U* '■*'  taglia  S  in  vna  coppia  di  superficie  di  Steiner  inscritta  in  un 
t,-ud^*ivkO  trircudro  di  piani  doppi  e  che  quindi  si  segano  S€C'  udo  etto  coniche  **) 
dìir  dfV.r  qn*^li  coÌHCÌd»»no  H'-U^i  c*'uira  priucipaU '^^   di  c-jì/iHne  cuHtatto  col piano 

9.  —  Possiamo  altresì  enunciare  le  sedenti  proprietà  : 

Ad  una  r^tta  dello  sj-azio  [w]  che  incontri  lo  spigylo  l^,  del  pfrntaedro  [a] 
in  un  punto  M  c*jrrisponde  snlla  varietà  E  una  cinica,  che  tocca  la  conica  prin- 
cipale -y^,  hkI  punto  corrispondente  al  pu*ìto  3L 

Ad  una  retta  dello  spazio  [o>]  che  esca  dal  vertice  V^,-  del  pentaedro  [a^  cor- 
ri4fp*jnde  sjpra  H  una  conica  tangente  nel  punto  IL^^:  alla  rttta  principale  TS^^^^'- 

Ad  una  retta  che  esca  da  un  vertice  del  pentaedro  [a]  ed  appoggi  alV opposto 
spigolo  corrisponde  una  conica  tangente  alla  rttta  princijKilr  su  cui  è  il  punto  K 
corrispondente  a  qnel  vertice,  e  tangente  pure  alia  oppoit'i  conica  principale:  tale 
conica  è  dunque  una  retta    doppia  per  la  varietà  Z« 


§  2.  »  I  luoghi  multipli  dì  E« 

IO-  —  Un  ponto  della  Tarìetà  £  si  dirà  r^plo  quando  possiederà  r  ìmagini 
nello  spazio  rappresentativo  [cu]. 

Sapponiamo  che  siano  u  ed  cti'  le  imagini  di  un  punto  doppio  :  dicendo  a\ 
ciò  che  diviene  a^^  qaando  in  lao^o  delle  ui  ci  si  mettano  le  fai',  si  dovranno  ma- 
nifestamente avere  le  relazioni 


:aV  =  «i*:   •  •  •   ^V- 


e  quindi 


a',:    ...    :T',=  :-l/«a,:    ...    :(-l;^'a,. 


dove  gli  esponenti  v  sono  interi  qualunque,  ma  che  sarà  sufficiente  possano  as- 
sumere, indipendentemente  Y  uno  dagli  iiltri ,  i  valori  1  e  2. 
Allora  dall'  identità  (2),  verificata  anche  dalle  a',  si  avrà. 

^^^^  >,  ,  V,  ,  V,  ,  V,  ,  v/  =   -  l/«  A,a^  +...  +  (-  1)  ^3  A,a,  =  0. 

Questa  equazione  per  v,  =  v*  =  v,  =  v^  =  v^  fornisce  rìdentiià  fondamentale  (2) 


'♦)  Eckardt,  Le. 
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e  per 

V»  =  V,  =  Vfc=V,>V^ 

somministra  V  equazione  0Lj^  =  0  della  faccia  a/^  del  pentaedro  [a].  Nei  rimanenti 
dieci  casi  si  ottengono  le  equazioni  di  dieci  piani  imagini  di  altrettante  super- 
ficie doppie  della  varietà  S. 

Codeste  equazioni,  in  virtù  della  solita  identità  (2),  ammettono  ciascuna  una 
duplice  forma,  e  sono: 

^12  =  Al»!  +  A27g  =  -  (Aja,  +  A^a^  +  A^a^)  =  0 , 

^3  =  Aldi  +  Asttg  =  -  (AgOa  +  A^a^  +  A^ag)  =  0  , 


Come  appare  luminosamente  dalle  equazioni,  ognuno  di  questi  piani  è  dia- 
gonale per  il  pentaedro  [a]. 

U.  Che  questi  piani  diagonali  dovessero  rappresentare  superficie  doppie  di 
S,  era  prevedibile.  Infatti,  il  piano  6/^^  =  (v^ì^aì)  ^  luogo  di  od*  rette  uscenti  da 
Vhi  ed  appoggiate  ad  b^ì)  epperò  (n.o  9)  la  superficie  corrispondente  in  S  sarà 
luogo  delle  oo  *  rette  che  da  K^,-  projettano  i  punti  della  conica  principale  -^f^^ 
opposti  e  che  sono  rette  doppie  per  la  varietà  in  discorso.  Concludendo,  adun- 
que, diremo  che  la  varietà  H  possiede  dieci  quadriche  doppie^  che  sono  i  coni 
ordinari  che  da  ciascuno  dei  punti  K  proiettano  le  opposte  coniche  y-  —  Ogni 
conica  Y  è  quindi  luogo  di  punti  doppi.  Indicheremo  col  simbolo  W/^»-  il  cono 
doppio  che  da  K^,  projetta  la  conica  principale  opposta  YAt*  ^  evidente  che 
questo  cono  è  toccato  lungo  una  generatrice  da  ciascuno  degli  spazi  principali 
Us^*'^  ,  Us^*^  ,  U8^'^  e  che  esso  giace  dello  spazio  Qf^^  che  dal  punto  K^^  proietta 
r  opposto  piano  principale  U2^'^'^« 

12  —  Le  equazioni  di  questi  coni  doppi  sono: 


W12)  Q12  =  A^Xj  -  AjXj  =  0,  012  =  VÀsfiCs  +  'JA4X4,  +  N/AgXg  =  0, 

Wis)  Q,8  =  A,Xi  -  AjXj  =  0,  013  =  v/A^  +  V  A~X4  +  \Ia^^  =  0, 


W43)  ^45  =  \<Xi  -  AfiOCg  =  0,  e^   =  n/AiXi  +  VA2CC2  +   VA3SP3  =  0. 

VOL,   XXXV.  2 
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È  degno  di  nota  il  fatto  clic  gli  spazi  Q  contenenti  i  coni  doppi  passano  tutti 
per  il  punto  O  di  coordinate 

vAl;  ^1  •  ^2  *   •  •   •  •  ^5  —  T"    •  "7" T"  » 

he  diremo  punto  centrale  della  varietà  S. 

Le  coordinate  dei  vertici  K  di  questi  coni  sono  :  per 

K12)  Xi>x^:x^:x^:x^  =  —  :  ■-:      0:0:0 


^45^ 


=  0:0:     0  :—  :  -r- 


A4      A, 


5 


13  —  Diremo  fra  loro  associati  tre  coni  quadrici  doppi  per  H  quando  essi 
abbiano  due  a  due  un  indice  a  comune.  Geometricamente  essi  sono  caratterizzati 
dallo  avere  i  tre  vertici  in  uno  stesso  piano  principale.  I  tre  coni  W<j ,  W/^  ,  W^* 
sono  dunque  fra  loro  associati:  essi  hanno  per  imagini  i  tre  piani  6^^ ,  ^jj^ ,  6^^ 
ordinatamente,  i  quali  sono  pure  ordinatamente,  coniugati  (*)  agli  altri  tre 

6'^.  =  A<a,-A,.a;=0, 

^!;-;i  =  A^a;-A;,a^=0, 

L'  equazione  ^\i=^0  rappresenta  una  superficie  di  Steiner,  che  è  la   com- 
plementare del  cono  quadrico  doppio  W/,„  e  che  designeremo  col  simbolo  ®^.. 


(*)  Noi  diremo  coniugati  due  piani  6^,  e  6'„  perchè  essi  sono  separati  armoni- 
camente dai  piani  a^  ed  a,.  Due  piani  coniugati  rappresentano  (n.o  8)  due  super- 
ficie complementari. 
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Ora  si  ha  l' identità 

(12)  8'v  +  8'yA  +  «'«  =  0 

la  quale  esprime  che  le  tre  superficie  di  Steiner  ®^- ,  ®j^  ,  \i ,  complementari 
di  tre  coni  doppi  associati  (*;,  passano  per  una  medesima  conica.  Indicheremo 
questa  conica  col  simbolo  Xjki-  ^^  piano  della  medesima  è  quello  di  equazioni 

tenendo  conto  deir  identità 

n  punto  corrente  della  stessa  conica  x»«  ^^  1©  coordinate 

(lo)  Xu  :  se,-  :  Xi  :  Xt  :  Xi  =  -*-  :  -^  :  -^  :  — ^  :   -^-^'^ =^ 

^  a;  fc    ^,  .  u.^ .  .c^    ^,      ^^      ^^      ^^       A^  A, 

14  — Si  hanno  pure  le  identità 


&';7.  =  0u-«Ai, 


da  cui  si  conclude  che  due  coni  doppi  di  una  terna  di  associati  si  intersecano 
secondo  una  conica,  per  la  quale  passa  la  superficie  di  Steiner  complementare 
del  terzo  cono  doppio. 

Queste  ultime  tre  identità,  insieme  alla  (12),  mostrano  che  i  sei  piani 

^ij  ,  ^JH  ,  Ki  y  ^'ij,  ^'jH^  ^\i 


(*)  Il  cono  doppio  l^fcj  è  nello  spazio  Qj^^ ,  che,  passando  per  un  piano  prin- 
cipale, sega  la  varietà  in  due  superficie  di  Steiner  (n.o  8):  una  è  il  cono  doppio 
Wji^  e  r  altra  la  ®jt,  ,  le  cui  equazioni  sono 


^hi  =  0      y      ^^^  x^  +  Va,.  Xi  +  \lAjXj -f-  2 Va^  a;*  =  0 
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sono  le  sei  facce  del  qaadrispigolo 

(6',.,,(l,i,0y)  =  O„(" 

di  vertice  v»j. 

Ora,  si  trova  facilmente  che  le  coordinate  del  punto  corrente  sono; 


X,       Xi       X,       3Xg        3(X. +X,) 
per  o«)        «,:«,:«,:«,:«,=  J-  :  ^  :  ^  :  ^:  -  AJ_L  , 


Da  codeste  espressioni  appare  cliiaramente  che  le  tre  rette  Oa/'*^  0«^*\  O;^!^-'^ 
sono  imagini  di  una  stessa  conica  o^^,  contenuta  nello  stesso  piano  della  conica 
Xki  rappresentata  dalla  retta  o^^.  Di  conseguenza  la  conica  O;^^  è  tripla  per  H  e 
la  fjfi  è  semplice. 

Riassumiamo  quindi  dicendo  che  :  tre  coni  doppi  associati  passano  tutti  per 
una  stessa  conica  tripla  g  per  la  quale  passano  pure  le  tre  superficie  di  Steiner 
complementari  di  tali  coni  doppi  associati:  queste  tre  superficie  di  Steiner 
passano  poi  per  una  stessa  conica  j^  complementare  delle  tripla  o. 

Il  punto  corrente  della  conica  tripla  a;^,  ha  le  coordinate 

A.»    \^   x,«    x,2    (k,  +  i^y 

(14)  X,  :  X,  :  :«,  :  X,  :  X,  :  A.  :  ^^  :  A    :  ^^  :  ..i_^ 

15.  —  Diciamo  similmente  fra  loro  associate  tre  coniche  triple  le  quali,  come 
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»0  ì  ^jh  9  ^hi 


Gj,i  hanno  dae  a  dne  un  indice  a  cornane.  Si  vede  subito  che  le  tre  co- 


niche suindicate  giacciono  sovra  uno  stesso  cono  doppio  :  il  cono  W^^* 
Si  può  allora  avvertire  questa  specie  di  reciprocità  : 


Una  tema  di  coni  doppi  associati 
appartiene  ad  una  stessa  conica  tri- 
pla. 


Una  terna  di  coniche  triple  asso- 
ciate appartiene  ad  uno  stesso  cono 
doppio. 


16.  —  Le  coniche  triple  della  varietà  S  sono  in  numero  di  dieci. 

n  piano  Uxi  delle  due  coniche  complementari  0,^^ ,  ^kt  ^^^  ^  ^^^^o  che  il  piano 
proiettante  la  retta  principale  Ui^*'^  dal  punto  centrale. 
Nel  piano  IT^^^  sono  quindi  le  due  rette 

r»  =  OW*'    ,    r,  =  OUW, 

Ognuna  delle  quali  si  dirà  raggio  centrale  principale. 

Vogliamo  ora  studiare  i  punti  d' intersezione  di  un  raggio  centrale  princi- 
pale colla  varietà  S. 

17.  ~  Consideriamo  i  quattro  piani  IT^^^- ,  n;^y ,  11^^  ,  IT;,,  aventi  tutti  a  comune 
r  indice  h ,  cioè  passanti  tutti  per  il  raggio  centrale  r^^,  il  quale  incontrerà  quindi 
ciascuna  in  due  punti ,  le  coniche  triple  O/^^ ,  a^j  ,  O;^,^  ,  o^^j  e  le  loro  complemen- 
tari Xhii  Xhj  7  Xhit }  Tbii'  Questi  quattro  piani  si  diranno  legati  al  punto  principale 
^Jo^'^^  ®  tali  si  diranno  fra  loro  le  coniche  o  che  conteng  ono,  e  le  complementari 
/  tra  loro. 

Per  trovare  i  punti  d'incontro  di  Tf^  colle  due  coniche  O;,,-  e  y,^,- ,  basterà  cer- 
care i  punti  in  cui  queste  coniche  incontrano  uno  qualunque  degli  spazi  Q  pas- 
santi per  r^  e  non  per  IT;,,  ;  per  esempio  fl^-. 

Il  punto  corrente  sopra  O;,^  ha  le  coordinate 


(14') 


X, 


n  :  Xf  :  xj  :  x^ 


A, 


A.- 


X  * 


A, 


o  quello  della  conica  complementare  )^,-  le  coordinate 


(13') 


Xi  :  Xj  :  a» 


X,  = 


_  9V 


9(^1+  K) 
A, 


X  *     X  » 


A., 


A, 
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Introducendo  le  (140  nel!'  equazione 

dello  spazio  Ù^j  si  trova  V  equazione 

(2X1  +  Xg)  /.g  =  0 

che  dà  i  parametri  dei  due  punti  d' incontro  della  conica  a^^  col  raggio  p^. 

Introducendo  invece  nella  stessa  equazione  di  Q^  le  (130  si  ba  1'  equazione 

(4Xi  4-  3X2)(2X,  +  3X,)  =  0 

che  fornisce  i  punti  d'  incontro  del  raggio  p^  medesimo  colla  conica  x^< . 
I  due  primi  punti  sono 


Oh)  x^  :  x^:  xj  :  Xj,  ix^^O  :  ^  :^  :  1-  :  1.  ^ 

A,.     Aj     Afc     A, 

•D  \  4        1111 

p,)  "*  =  "'^  =  '«>  =  «»••-'=  à;  =  a;  =  a:  =  1;  =  a;  5 

gli  ultimi  due  sono  ancora  P;^  ed  il  punto 

f%\  16       1        1        1        1 

Qh)  x^  :  Xi  :  xj  :  xj,  :  Xi=  —  :  —  :  —  :  ^  :  ±  ^ 

A^     Ai     Aj     Afc      A, 

Ma  adesso  si  può  osservare  che,  sostituendo  successivamente  j  ,  k  l  all'  in- 
dice i,  si  ottengono  dalle  coniche  O;,,- ,  e  )^,.  le  altre  con  esse  legate  al  punto 
Uo^'^^  mentre  i  tre  punti  0^  ,  P/i  ,  Qa  non  cambiano  mai.  Se  ne  conclude  che 
le  quattro  coniche  a^^i ,  o^  ,  Qj^^  ,  0^,  passano  tutte  per  la  coppia  Oh  7  P^  di  punti 
del  raggio  centrale  P;^ ,  e  Ze  quattro  loro  complementari  passano  tutte  per  P    e  O 

18.  —  Ma  v'  ha  di  più.  Esaminando  ciò  che  avviene,  in  corrispondenza  nello 
spazio  rappresentativo  [w] ,  si  trova  che  il  punto  0^^  ha  le  imagini 

A,  ai  =  Aj  aj  =  -  A»  «^  =  -  A^  a^ , 
A,-  eli  =  Ak  «fc  =  -  A^  a^  =  -  A;  aj  , 
Ai  a,.  =  A^  a,  =  -  A;  aj  =  -  A^  a^ 
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e  quindi  è  triplo  per  la  varietà  S;  il  punto  P;^  ha  le  imagini 

—  A<a,=     A.jaj=     Aj^a»  =     A,  a,, 

Ai  a»  =  -  A/  aj  =     Aj,af,  =     A,  a, , 

A,.  a<  =     Aj  aj=:^  Aj^a^-     A^  a, , 

Aia,=     A^or^=     Aj^a^rr-A^a,, 

epperò  è  quadruplo  sovra  S;  mentre  il  punto  Q;^  ha  la  sola  imagine 

A,  CLi  =  A^-  aj  =  Aft  a^  =  A,  7, , 

cioè  è  semplice  per  £. 

Dopo  di  che  possiamo  concludere:  il  raggio  centrale  r^  che  proietta  il  punto 
principale  Uo^*^  incontra  la  varietà  S  in  un  punto  triplo  Oh,  che  è  la  sua  traccia 
8ulV  opposto  spazio  principale  Ua^'*^;  in  un  punto  quadruplo  P^^;  in  uno  semplice 
Q;^.  Per  ciascuno  dei  due  primi  passono  le  quattro  coniche  triple  legate  allo  stesso 
punto  principale  ;  per  ciascuno  degli  ultimi  due  passano  le  complementari  di 
queste  coniche  triple. 

10.— Nello  spazio  principale  XS^^^^  giace  la  superficie  principale  di  Steiner 
v^  y  per  la  quale  il  tetraedro  dei  piani  doppi  è 

ed  1  punti  cuspidali  sono 

Per  conseguenza  saranno 

le  tre  rette  doppie  di  tale  superficie  P;^. 

Queste  tre  rette  giacciono  a  due  a  due  nei  tre  piani  diversi 

d"  d'")  -  A.aj,  +  Aja?,.  +  A;ka:>  -  A^,  =  0, 

d'"  d'  )  A<a?,.  —  AjXj  +  AfcXjk  -  A^xi  =  0, 

d'   d")  A.a^  +  A^aj;  -  Aj»;^  -  A,a?,  =  0. 
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Ora  si  vede  che  questi  tre  piani,  epperò  le  loro  reciproche  intersezioni^  passano 
tutti  per  il  punto  O;^,  che  è  dunque  il  punto  triplo  per  r^^. 

Cosicché  siamo  arrivati  a  poter  concludere  che  la  proiezione  di  un  punto 
principale  dal  punto  centrale  sullo  spazio  principale  opposto  è  il  punto  triplo 
della  superficie  principale  di  Steiner  di  questo  spazio. 

20-  —  Diremo  fra  loro  estranei  due  coni  quadrici  doppi  quando  essi  non  ab- 
biano alcun  indice  a  comune. 

Il  cono  Wfcj  è  estraneo  ai  tre  coni  W^/ ,  W;;^ ,  W^,  i  quali,  viceversa,  sono 
associati  fra  loro.  Codesti  quattro  coni  doppi  sono  disposti  nel  seguente  modo. 

Alla  retta  principale  Ui^*'^  appartengono  il  vertice  K^/  del  cono  W^  ed  i 
piani  delle  coniche  principali,  tangenti  in  K^^;  ad  Ui^*'^  e  proiettate  dai  tre  coni 
estranei.  All'  opposto  piano  principale  Uj^*''  appartengono  la  conica  principale 
proiettata  dal  cono  Wk;  ^f  su  <ii  questa  conica,  i  vertici  K^  ,  K,;^ ,  K^i  degli 
estranei.  Cosicché 

Wjk;  e  Wi/  toccano  lo  spazio  Us^^^  lungo  la  retta  K^  K^m 

Wfc;  e  W;^         7)         n         n       Us^*^         »  »         ^jh  Kjm  } 

Wxi  eW^i       „        „        „      Us^'^        n         „        Km  K», . 

Tornando  allora  alla  considerazione  della  superficie  principale  di  S  t  e  i  n  e  r 
ì\  dello  spazio  U3^'*\  vediamo  che  codesto  spazio  è  toccato  da  ciascuna  coppia  di 
coni  doppi 

rispettivamente  lungo  le  rette  A\  ,  d^\  ,  d"\  doppie  di  r^. 

E  questi  sei  coni  doppi,  complessivamente,  sono  appunto  quelli  che  conten- 
gono le  coniche  triple  legate  al  punto  principale  Uo^''^- 

I  piani  tangenti  ai  due  coni  doppi  W,»  ,  Wt-/  lungo  d'^  sono  rispettivamente 
quelli  che  da  d\  proiettano  le  rette  principali  Ui^*'^  ed  Ui^*^  e  che  in  XJ^^^^ 
hanno  ordinatamente  le  equazioni 

AjXj  —  A^Xji  =  0  ,  A^Xi  —  A^Xf  =  0 

§  3.  —  Le  sezioni  spaziali  di  H. 

21. —  Con  uno  spazio  8  dello  iperspazio  tagliamo  la  varietà  S:  otteniamo 
una  superficie  P®,  che  gode  delle  seguenti  prime  proprietà  generali: 
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Esiste  un  pentaedro  [']  (traccia  sopra  S  della  figura  [U])  le  cui  facce  t^  toc- 
cano la  superficie  F®  ognuno  lungo  una  curva  razionale  <ff^^  del  quarto  ordine 
(traccia  della  superficie  principale  r^  di  Steiner),  ed  i  cui  spigoli  incontrano 
la  superficie  F®  in  due  punti  doppi ,  in  ciascuno  dei  quali  sono  riunite  quattro 
intersezioni, 

I  piani  che  passano  per  gli  spigoli  t^,-  del  medesimo  pentaedro  segano  la  su- 
perficie F®  ciascuno  in  due  curve  razionali  del  quarto  ordine. 

La  superficie  F®  possiede  dieci  coniche  doppie  \i^^^  in  piani  s^,  (tracce  so- 
pra S  degli  spazi  Q/,p  che  sono  le  facce  del  pentagono  completo  [E],  che  diremo 
centrale ,  i  cui  vertici  sono  le  tracce  E,^  dei  cinque  raggi  centrali  2>'''if^<^ipO'li  T^ 
(n.o  15). 

La  superficie  P^  possiede  venti  punti  tripli  distinti  in  dieci  coppie  (  tracce 
delle  dieci  coniche  triple  di  E).  Sopra  ogni  conica  doppia  r  vi  sono  tre  coppie 
di  punti  tripli  j  e  per  ogni  coppia  di  punti  tripli  passano  tre  coniche  doppie 
(n.o  15). 

n  piano  Zf^i  della  conica  doppia  ^^j/^^  passa  per  lo  spigolo  t^j-  del  pentaedro 
principale  (n.o  11),  e  la  medesima  conica  doppia  sega  lo  spigolo  t;^,  nei  due  punti 
doppi  di  F®  che  sono  su  di  essa.  Il  piano  s^,-  taglia  poi  le  altre  due  facce 
"Zj  ,  "» ,  Tj  in  tre  rette  che  sono  tangenti  alla  conica  doppia  ^^i^^^  (^-^  ^^)*  ^l  P^^^^o 
in  cui  la  conica  3^/*^  tocca  il  piano  T;  è  anche  di  contatto  dello  stesso  piano  colla 
conica  doppia  ^xi^^^  ^^  ^  doppio  per  la  curva  <pj  del  quarto  ordine  di  contatto  del 
piano  'j  medesimo  colla  superficie  F*. 

22.— Scegliendo  nello  spazio  segante  8  un  qualunque  tetraedro  di  riferi- 
mento, rispetto  a  cui  siano  z^ ,  .  ,  .  ,  z^  \e  coordinate  di  un  punto  z,  le  coordi- 
nate di  questo  medesimo  punto  rispetto  alla  figura  [U]  saranno  della  forma 

(15) 

Se  il  medesimo  punto  si  troverà  sulla  varietfi  S ,  dovranno  lo  x  soddisfare 
r  equazione  (8)  di  S,  epperò  la  equazione 

(16)  \'Ai(6„«i  +  ...H-^4«4)  +  .  .  .  +  VÀ^5>;+T."^67a)  =  0 


sarà  quella  della  superficie  P®,  rappresentata  nel  proprio  spazio  8* 

TOL.  XXXT  8 
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23.  — Assumendo  lo  spazio  8  in  posizioni  speciali^  avremo  speciali  caratteri 
per  la  superficie  P^. 

Indichiamo  alcuni  di  tali  casi. 

Se  lo  spazio  S  passasse  per  il  punto  centrale  O,  la  superfìcie  P®  possede- 
rebbe ancora  dicci  coniche  doppie,  ma  il  pentagono  centrale  [E]  si  ridurrebbe 
al  punto  0}  quindi  i  piani  e  delle  coniche  doppie  non  sarebbero  altro  che  i  piani 
proiettanti  dal  punto  centrale  i  dieci  spigoli  del  pentaedro  principale  [-]. 

Gli  spazi  S  passanti  per  O  6i  potrebbero  chiamare  spazi  diametrali  (senza 
annettervi  alcuna  idea  metrica,  ma  per  sola  analogia  di  linguaggio,  avendo  detto 
centrale  il  punto  O):  essi  hanno  V  equazione 

(17)  >iiAiaji  -f  iJaAjXjj  +  ^isAgiCs  4  ri^A^x^  f  ^^^ì^ó  =  0 

colla  condizione 

^1  +  >!2  +  ns  +  >I4  +  ^5  =  0. 

Il  punto  corrente  di  uno  spazio  diametrale  si  rappresenta  mediante  le  coor- 
dinate (15)  in  cui  si  pongano,  ad  esempio, 


^4-;^,  ^^i-x,'  ''"a;»  ^*^~à;'  ^^"a;' 


onde  il  punto  O  è,  in  tale  spazio,  il  punto  ^i  =  0,  «^  =  0 ,  «3  =  0  :  e    per   conse- 
guenza r  equazione  di  P^  risulta  allora  della  forma 


^Ai(^i^l  +  •  •  +  ^13^8>  +  ^4  +    •    •    •    +  v/AsC&Sl^l  +  •  •  +  ^8«3)  +  24  =  0- 

24. —  Lo  spazio  8  può  contenere  un  punto  K.  Allora  la  superficie  P*  pos- 
sederà nove  coniche  doppie  ed  una  coppia  di  rette  doppie  complanari  (uscenti 
da  K). 

V  equazione  dì  8  passante  per  il  punto  K/^^  è  della  forma 
colla  condizione 
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e  le  coordinate   del  suo  punto  corrente  si  ottengono  delle  (15)  ponendovi ,  ad 
esempio  , 


di  guisa  che  il  punto  K^^^  è,  dentro  8 ,  il  punto  z^  =  23  =  2j^  =  0.  Si  potrà  dunque 
facilmente  scrivere  la  equazione  della  superficie  F®  in  forma  analoga  alla  (16). 

25.  —  Osserviamo  che  l'equazione  (17)  rappresenterà  uno  spazio  8  passante 
per  K;^^  e  per  K^^  quando  siano  soddisfatte  le  condizioni 


>Jfc  +  >}i  =  0  ,  >l;+>lik  =  0. 


In  tal  caso  i  coni  aventi  i  vertici  K  indicati  sono  fra  loro  estranei  e  si  segano 
nella  retta  K^»  K^j^  doppia  per  la  superficie  principale  di  Steiner  T^,  e  lungo 
la  quale  ciascuno  di  essi  tocca  lo  spazio  Us^'^ 

La  superficie  F^  possederà  ancora  otto  coniche  doppie,  mentre  quelle  otte- 
nute dai  due  coni  W^,- ,  W/^  si  riducono  a  due  coppie  di  rette  aventi  una  retta 
a  comune. 

Le  coordinate  del  punto  corrente  dello  spazio  8  si  otterranno ,  in  questo 
caso ,  ponendo  nelle  (16) ,  per  esempio  : 


*A1  =  ^   ;     &ti  =  -^  »     ^Jl  =  hi  =  ^U  =  0  ; 


bj^  -  —  ,    hfi2  —  ^  y    bi^  —  6/^2  —  6,2  —  0« 


Allora  riesce  ovvia  la  forma  dell'  equazione  di  F^  del  tipo  (16). 

26.  —  Lo  spazio  8  può  contenere  i  vertici  di  due  coni  doppi  fra  loro  asso- 
ciati, come  K/ii ,  K/^-  ;  basterà ,  per  ciò ,  che  siano 

>I/»  +  >l*  =  >l/.+>3;  =  0. 

Lo  spazio  8  taglia  allora  la  conica  tripla  ^^^^  in  due  punti  che  saranno  tripli 
per  la  superficie  F®  risultante,  e  che  proiettati  da  K/,»  e  Ky^j  danno  due  coppie 
di  rette  doppie. 
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27.  —  Non  intendendo  di  esporre  in  questa  Nota  lo  stadio  delle  proprietà 
di  queste  particolari  superficie  delF  ottavo  ordine  scaturienti  dalla  varietà  S  ,  e 
di  altre  clie  nascono  dallo  scegliere  lo  spazio  S  tangente  ad  un  cono  doppio, 
indichiamo  in  modo  speciale  quelle  che  sono  ottenute  mediante  spazi  che  con- 
tengono quattro  punti  K  posti  sopra  le  rette  Ui  uscenti  da  uno  stesso  punto 
principale  Uq  ;  oppure  con  spazi  che  dal  punto  centrale  proiettano  ciascuno  il 
piano  di  una  coppia  di  rette  doppie  di  una  superficie  r  principale  di  Steiner. 

Le  equazioni  dei  primi  cinque  spazi  sono  della  forma 

-  A^  a:;,  +  A  <  jr  <  +  A^.  a:j  +  A  A  x^  +  A ,  X;  =  0 . 

e  ciascuna  delle  cinque  particolari  superfìcie  F®  è  dotato  di  sei  coniche  doppie 
e  di  quattro  coppie  di  rette  doppie. 

Le  equazioni  degli  altri  quindici  piani  menzionati  sono  delle  forme  : 

A^  x^  —  A^-  Xj  —  Ajfc  aj^  +  Aj  x^  =  0 , 

-  Ai  x<  +  Aj  X;  -  A;^  Xfc  +  A,  X,  =  0  , 

-  Ai  Xi  -  A^.  Xj  +  A^  Xfc  -f  A,  Xj  =  0 , 

per  quelli  che  proiettano  il  triedro  delle  rette  doppie  della  superficie  r^.  La  su- 
perficie F^  che  si  ottiene  tagliando  S  con  uno  qualunque  di  questi  spazi  pos- 
siede sei  coniche  doppie  in  piani  passanti  pel  punto  centrale,  e  possiede  inoltre 
quattro  coppie  di  rette  doppie,  ogni  coppia  essendo  in  un  piano  pure  passante  pel 
punto  centrale.  E  si  verìfica  qui  due  volte  il  fatto  menzionato  al  n.o  25,  che  cioè 
se ,  per  fissar  le  idee ,  lo  spazio  segante  è 

Ai  Xi  -  kj  xj  -  Afc  Xft  +  A,  X,  =  0  , 

i  due  coni  W^- ,  W^j  sono  tagliati  in  due  coppie  di  rette  doppie  aventi  a  co- 
mune la  retta  K^;  K^^ ,  e  sghembe  le  due  altre;  e  i  due  coni  W,*,  W/^  sono 
tagliati  in  due  coppie  di  rette  doppie  aventi  a  comune  la  retta  Ki^  Kj;  ,  e 
sghembe  le  due  rimanenti. 

28.  —  Menzioneremo  infine  la  esistenza  di  5  superficie  F*  fomite  di  quattro 
punti  quadrupli  ciascuna,  le  quali  nascono  segando  la  varietà  S  con  spazi  che 
congiungono  ciascuno  quattro  punti  P  quadrupli  (n.o  17).  Le  equazioni  di  questi 
spazi  sono  della  forma 

A;^  X;,  +  Aj-  X,-  +  Aj  Xj  +  Ah  x^.  —  7  A^  x,  =  0  : 
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e  precisamente  è  qaesta  T  equazione  dello  spazio  che  congiunge  i  quattro  punti 
quadrupli  P^^  ,  P^ ,  Pj ,  P^ .  La  superficie  F®  così  ottenuta  possiede  pure  questi 
quattro   punti  quadrupli,  per  ciascuno  dei  quali  possano   le  sei   coniche  doppio 
prive  deir  indice  del  punto  quadruplo  istesso. 
Ecc.  ecc. 

29.  —  In  prossime  pubblicazioni  esporremo  le  più  es,senziali  proprietà  delle 
principali  di  queste  superfìcie  dell'  ottavo  ordine. 

Napoli,  Agosto  1896. 


ERRATA-CORRIGE 

Nell'annunzio  bibliografico  pubblicato  nell'ultimo  fascicolo  del  volume  pre- 
cedente (pag.  380)  sono  state  omesse  le  parole  :  Estratto  dai  Rendiconti  del  Cir- 
colo Matematico  di  Palermo.  Crediamo  tanto  più  utile  rilevare  questo  errore,  in 
quanto  quella  recensione  è  stata  riprodotta  da  un  estratto  a  stampa  dei  verbali 
del  Circolo  di  Palermo  prima  ancora  che  fosse  uscito  il  fascicolo  dei  Rendiconti 
contenente  il  verbale  della  seduta ,  in  cui  il  prof.  G  e  r  b  a  1  d  i  presentava  in 
dono  il  Trattato  del  prof.  Caldarera,  accompagnandolo  col  giudizio  da  noi 
riprodotto. 
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DELLA  TEORIA  DEI  NUMERI  REALI 

SECONDO  IL  CONCETTO  DI  DEDEKIND 


MONOGBAFIA 


DEL 


Prof.    GREGORIO    RICCI. 


Quella,  che  presento  ai  Lettori  del  Giornale  di  Matematiche  non  è  che  una 
nuova  edizione  migliorata  ed  ampliata  del  Saggio^  che  sullo  stesso  argomento 
pubblicai,  ora  sono  pochi  anni,  negli  Atti  del  E.  Istituto  Veneto  di  Scienze  Let- 
tere ed  Arti  (*).  Ne  prendo  volentieri  occasione  per  insistere  ancora  sulle  ragioni, 
che  mi  inducono  a  dare  la  preferenza  al  mio  metodo,  che  consiste  nello  sviluppo 
puro  e  semplice  del  concetto  fondamentale  di  Dedekind,  sopra  altri  proposti  da 
valenti  analisti,  che  ad  esso  inspirandosi  se  ne  sono  tuttavia  molto  dilungati.  Se 
non  m' inganno,  con  questo  metodo  si  raggiungono  una  maggiore  unità,  e  rigore; 
specialmente  pel  fatto  che  le  definizioni,  che  si  danno  nel  campo  dei  numeri 
reali  appariscono  sempre  come  una  naturale  estensione  di  quelle ,  che  valgono 
nel  campo  dei  numeri  razionali  ;  e  perchè  per  esso  si  riempiono  facilmente  molte 
lacune,  che  di  solito  passano  inavvertite,  ma  che  pur  sono  di  grande  rilievo, 
dacché  riguardano  i  principi  stessi  dell'  Algebra.  Tali  sono  quelle  relative  alle 
regole  del  calcolo  con  esponenti  reali  qualunque  ed  al  calcolo  logaritmico  nel 
campo  dei  numeri  reali,  ed  alla  esistenza  di  un'unica  soluzione  per  ogni  equazione 
di  1®  grado  a  coefficienti  reali.  Su  questi  ed  altri  vantaggi  però  non  mi  trattengo 
dacché  spero  essi  siano  per  risultare  evidenti  a  chi  leggerà  questo  scritto  con 
qualche  attenzione  e  tanto  più  a  chi  volesse  seguirne  le  tracce  neirinsegnamento. 


(*;  Serie  VII ,  Tomo  IV. 
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Mi  dilungherò  invece  alquanto  sulle  racfioni  logiche  del  metodo  stesso  Anche  A 
costo  di  dire  cose  ben  note,  ina  che  non  sono  sempre  presenti  a  chi  ragiona  dei 
fondamenti  delle  Scienze  Matematiche. 

La  ragione  dell'assoluto  rigore  delle  Matematiche  pure  sta  in  ciò,  che  esse 
si  occupano  non  di  fatti,  ma  di  concetti,  che  hanno  avuta  origine  sensibile,  ma 
che  la  nostra  mente  ha  poi  elaborato  in  modo  da  sbarazzarli  di  quanto  essi  con- 
tenevano di  materiale  e  farne  cosi  come  una  sua  propria  creazione.  Per  esse  i 
postulati  non  hanno  per  oggetto  il  chiedere  che  si  ammettano  certe  proprietà, 
le  quali  non  possono  dimostrarsi,  per  dati  enti  reali,  sibbene  Tenunciare  la  esi- 
stenza e  le  proprietà  fondamentali  degli  enti  ideali,  di  cui  devono  occuparsi  ;  e 
quindi  un  sistema  di  postulati  è  per  esse  legittimo  purché 

1.0  Esso  sia  tale  da  permettere  di  identificare  uno  qualunque  degli  enti 
mentali  per  esso  introdotti,  cioè  di  distinguerlo  senza  possibilità  di  equivoco  fra 
tutti  gli  altri. 

2.0  Le  proprietà  fondamentali  per  esso  attribuite  ai  detti  enti  siano  comr 
patibili  fra  di  loro. 

Di  più  è  evidentemente  opportuno  che  un  sistema  di  postulati  non  contenga 
implicitamente  delle  ripetizioni  e  però  si  esige  ancora 

3.0  Che  nessuno  dei  postulati  contenuti  in  un  dato  sistema  possa  dimO' 
Btrarsi  per  mezzo  degli  altri. 

Così  tutte  le  Geometrie,  considerate  come  scienze  di  pura  ragione  devono 
riguardarsi  come  egualmente  vere,  o ,  meglio  come  egualmente  rigorose,  purchò 
si  uniformino  ai  canoni  sopra  indicati.  Se  in  vece  la  Geometria  si  considera  come 
la  scienza  dello  spazio^  quale  di  fatto  esiste,  essa  è  scienza  di  osservazione  ed 
il  postulato  di  Euclide ,  per  esempio ,  può  essere  impugnato  non  dal  punto  di 
vista  puramente  razionale,  ma  da  quello  della  sua  corrispondenza  colla  realtà. 

L'Aritmetica  è  scienza  di  puro  ragionamento  e  per  ciò  i  numeri,  che  ne  sono 
l'oggetto,  debbono  riguardarsi,  qualunque  sia  la  loro  origine  di  fatto,  come  con- 
cetti, la  cui  esistenza  è  stabilita  con  postulati,  che  saranno  legittimi  purché  per- 
mettano di  identificare  ogni  numero  nel  campo,  che  ci  si  propone  di  studiare. 
Oltre  a  ciò ,  se  ad  un  campo  di  numeri  si  vuole  applicare  il  calcolo  algebrico 
ordinario,  è  necessario  ohe  in  esso  si  possano  definire  la  somma  ed  il  prodotto 
di  due  numeri  qualunque  in  modo  che  le  operazioni  dì  addizione  e  moltlplù 
cazione  obbediscano  alle  note  leggi  caratteristiche  commutativa ,  associativa  e 
distributiva» , 

Quando  si  parta  da  un  campo  di  numeri  (por  esemplo  quello  dei  numeri 
naturali),  in  cui  le  condizioni  accennate  siano  soddisfatte,  per  legittimare  la 
introduzione  di  nuovi  numeri  basta,  per  quanto  è  stato  detto,  che  il  campo  per 
essa  ampliato  soddisfi  alle  stesse  condizioni;  e  non  serve  ricorrere  a  rappre- 
sentazioni geometriche  o  ad  applicazioui,  che  essi  possano  trovare  nel  mondo 
sensibile  ;  Il  che  poi  non  significa  che  debbano  tali  estensioni  farsi  pel  solo  gusto 
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di  novità  0  dì  generalità.  A  questo  modo  di  vedere  sono  dovati  i  grandi  pro- 
gressi che  ai  nostri  tempi  la  scienza  ha  fatti  sulla  via  del  rigore  assoluto  e  Tes- 
sersi dessa  sbarazzata  da  molti  dubbi,  che  ne  ritardavano  il  cammino  e  pa- 
revano scuotere  le  stesse  sue  basi.  Per  non  uscire  dalla  teoria  dei  numeri ,  chi 
non  sa  quali  ostacoli  abbia  incontrati  la  introduzione  del  concetto  di  numero 
complesso  per  la  ragione  che  esso  non  trovava  applicazione  nella  teoria  delle 
misure,  al  punto  che  il  Bellavitis,  mente  per  altro  acutissima,  stimò  opportuno 
bandirlo  dalla  scienza  e  sostituire  alla  teoria  dei  numeri  complessi  quella  delle 
equipollenze?  Ora  per  la  teoria  analitica  dei  numeri  quelle  difficoltà  non  hanno 
più  ragion  d'essere  e  quel  concetto  mirabilmente  fecondo  acquista  nella  scienza 
piena  e  legittima  cittadinanza. 

È  opportuno  il  rilevare  ancora  come  1  numeri ,  per  quanto  è  stato  detto , 
avendo  una  esistenza  indipendente  dai  simboli,  che  li  rappresentano,  sono  da 
riguardarsi  come  distinti  da  questi  e  le  considerazioni  fatte  per  ragioni  di  chia- 
rezza e  per  necessità  di  calcolo  sopra  di  questi  debbono  in  vece  riferirsi  a  quelli. 
Trattandosi  di  numeri  determinati,  se  due  simboli  a  e  b  rappresentano  uno  stesso 
numero,  sarà  per  ciò  più  proprio  il  dire  ,  che|  a  è  identico  anziché  eguale  a  b 
come  si  suole ,  perchè,  generalmente,  parlando  di  numeri,  in  vece  che  a  questi 
ci  si  riferisce  ai  simboli,  che  li  rappresentano. 

Come  ho  già  detto,  il  metodo  qui  esposto  6  nella  sua  sostanza  già  noto  per 
altra  mia  pubblicazione.  Però  la  pratica  delTinsegnamento  mi  è  venuta  man  mano 
suggerendo  molte  varianti  ed  aggiunte,  per  le  quali,  se  non  mi  inganno,  esso  è 
ora  dotato  di  tutta  la  semplicità,  chiarezza  e  rigore ,  che  si  possono  desiderare 
nella  esposizione  dei  principii  di  una  scienza  eminentemente  esatta  quale  è  la 
Aritmetica.  Esso  non  offre  altra  difficoltà  che  quella ,  che  proviene  dalla  sua 
natura  assolutamente  astratta;  ma  stimo  che  tale  difficoltà  diminuisca  e  riesca 
superabile  agevolmente,  qualora  si  faccia  prima  vedere  come  anche  il  campo  dei 
numeri  razionali  possa  stabilirsi  con  considerazioni  puramente  analitiche.  A  questo 
intento  dedicherò  un  primo  paragrafo  di  questo  scritto ,  in  cui  verranno  pure 
messe  in  rilievo  quelle  proprietà  del  detto  campo,  che  servono  di  base  alla  sua 
sua  estensione  successiva.  Per  brevità  ammetterò  in  vece  come  noto  il  campo 
dei  numeri  naturali. 

Qualunque  sia  del  resto  la  difficoltà,  cui  sopra  ho  accennato,  io  stimo  che 
nessun  migliore  e  più  proficuo  esercìzio  logico  possa  proporsi  ai  giovani  dello 
studio  della  teoria  analìtica  dei  numeri  ;  dacché  essa  offre  loro  il  prototipo  delle 
scienze  di  puro  ragionamento  ed  un  modello  di  assoluto  rigore  scÌQptifico.  Per- 
ciò io  vorrei  che,  a  scapito  anche  dì  qualche  altro  capitolo  dell'Algebra,  essa 
costituisse  reggette  principale  dell' insegnamento  dì  questa  scienza  nei  Licei  e 
negli  Istituti  Tecnici  e  sarei  ben  contento  di  potere  a  ciò  contribuire  efficace- 
tnentCì 
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§1. 
Dei  numeri  Razionali. 

1.  Il  campo  dei  numeri  intieri  e  positivi  è  tale  che,  scelti  in  esso  ad  arbi- 
trio due  numeri  a  e  &,  se  ne  possono  trarre  altri  due,  detti  rispettivamente  som- 
ma e  prodotto  dei  numeri  scelti,  i  quali  appartengono  allo  stesso  campo  e  si  de- 
signano rispettivamente  coi  simboli  a  +  b,  a-&.  La  operazione,  per  cui  da  due 
numeri  a  e  &  si  passa  alla  loro  somma  a  +  &  si  chiama  addizione ,  moltiplicar 
zione  quella,  per  cui  dai  numeri  a  e  6  si  passa  al  loro  prodofto  a-b.  Queste  ope- 
razioni obbediscono,  ciascuna  per  sé,  a  due  leggi,  la  commutativa  e  la  associa- 
tivay  le  quali  sono  espresse  rispettivamente  dalle  identità 

a-^-b^b  '\'  a    ,     a«6^fe-a 

(a  +  6)  +  e ^ (a  +  e)  +  6 ^ (6 -h  e)  +  o    ;    {a*b)^c^ (a-c) -6  =  (6«c).a. 

Le  stesse  operazioni  combinate  insieme  obbediscono  altresì  alla  legge  distribu- 
tiva rappresentata  dalla  identità 

(a-\'b)»c^a'C-\-b'C. 

Le  operazioni  di  addizione  e  moltiplicazione  si  dicono  operazioni  fondamene 
tali  dirette,  e  le  leggi  ricordate  sopra,  necessarie  per  la  applicazione  del  calcolo 
algebrico  ordinario,  leggi  caratteristiche  delle  operazioni  stesse, 

2.  Supposti  noti  soltanto  i  numeri  naturali,  se  a  e  &  sono  due  di  questi  nu- 
meri, la  equazione 

1)  a  +  oj  =  6  , 

ammette  una  soluzione  soltanto  nel  caso ,  in  cui  è  a  <  & ,  ed  in  questo  caso  la 
soluzione  è  unica  e  determinata.  Vedremo  che,  seguendo  i  criteri  esposti  nella  pre- 
fazione, si  possono  introdurre  dei  nuovi  numeri  in  modo,  che  la  equazione  stessa 
ammetta  nel  nuovo  campo  sempre  una  ed  una  sola  soluzione. 

Postulato  1.0  «  Esiste  uno  ed  un  solo  numero,  che  si  designa  col  simbolo  0 
«e  ed  è  tale  che  si  ha 

1+0=1  ». 
Introdotto  cosi  il  numero  0  per  obbedire  alle  leggi  commutativa  ed  associa- 
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tiva  dovremo  ammettere  che  valgano  le  identità 

0  +  lsl 

1  +  1+-0  ==1+0+1  =  141, 

cioè  2  +  0^2;  e  in  generale,  a  essendo  un  numero  naturale  qualunque,  dovre- 
mo definire  la  somma  a  +  0  ponendo 

(2)  o  +  0  =  a. 

Da  questa  identità  risulta  che  la  (1)  per  ò^a  è  sempre  soddisfatta  per  scsO, 
come  si  può  asserire  che  è  soddisfatta  da  questo  solo  valore  di  ce  nel  campo, 
che  comprende  i  numeri  naturali  e  lo  0.  Dalle  (2)  deduciamo  ancora  la 

a  +  0  +  Osa  +  Osa, 

la  quale  ci  dice  doversi  porre 

(3)  0+OsO. 

Indicando  con  h  un  altro  numero  naturale  qualunque,  la  (2)  ci  dice  poi  che, 
per  la  legge  distributiva  dovendosi  avere 

(a  +  0).&  =  a.5+0.6  =  a.6, 
dovremo  definire  il  prodotto  0 .  h  ponendo  , 

0.6  =  6.0=0. 
Porremo  altresì 

0.0  =  0«  =  0 

e  ne  seguirà,  qualunque  sia  il  numero  naturale  n 

0*»  =  0. 

Postulato  2.0  «  Per  ogni  numero  intiero  e  positivo  a  esiste  uno  ed  un  solo 
<c  numero  a'  tale  che  si  ha 

o  +  a'  =  0  ». 
Per  la  legge  commutativa  dovrà  porsi  altresì 

a'  +  asO, 
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Due  numeri  legati  fra  loro  dalle  relazioni  a  -f  a'  ==  a'  +  a  =  0  si  dicono  opposti 
l'uno  all'altro.  La  (3)  ci  dice  quindi  che  lo  0  è  opposto  a  sé  stesso  ;  mentre  nel 
campo,  che  comprende  lo  0  ed  i  numeri  intieri  e  positivi  non  esistono  gli  op- 
posti di  questi  ultimi.  Noi  li  abbiamo  introdotti  col  postulato  2©  e  li  chiameremo 
numeri  intieri  negativi.  I  numeri  iutieri  positivi  e  negativi  assieme  allo  zero  co- 
stituiscono il  campo  dei  numeri  intieri. 
Dagli  stessi  postulati  lo  e  2°  risulta 

lo  Che  lo  0  è  distìnto  tanto  dai  numeri  positivi  che  dai  negativi. 

2o  Che  i  numeri  negativi  sono  distinti  dai  positivi. 

30  Che  due  numeri  intieri  negativi  sono  da  riguardarsi  come  identici  al- 
lora ed  allora  soltanto  che  siano  identici  i  loro  opposti  positivi.  In  altri  termini 
la  identità  a'  =  ò'  equivale  alla  a  ==  6. 

Per  giustificare  la  introduzione  dei  numeri  negativi  vedremo  ora  come  si 
possano  nel  campo  dei  numeri  intieri  definire  la  somma  ed  il  prodotto  di  due 
numeri,  di  cui  uno  sia  negativo,  salve  le  leggi  caratteristiche  delle  operazioni 
fondamentali.  Indicando  con  a  ,  6  ,  e ,  ...  dei  numeri  positivi,  cominciamo  dal  de- 
finire la  somma  ponendo 

(4)  \ 

(    ò  —  a  per        b>  a 

I  a'  4-  è  s  &  4-  a'  =  ^ 

^  (  («  —  &)'        per        b  <  a. 

Queste  definizioni  stabiliscono  in  pari  tempo  la  legge  commutativa  della  ad- 
dizione nel  nuovo  campo.  La  legge  associativa  risulta  dalle  identità  seguenti , 
che  scendono  direttamente  dalle  (4) 

a'  -H  6'  +  c'  =  (a  -h  &)'  +  c'=  (a  +  6  +  e)' 

Ìa  -i-  6  —  e  per        a  -f  6  >  e 

(c^a  —  h)'  per        a-{-h  <c 


a  —  c-\rh  per        a'>c 

(a  +  e')  4-  ò  =  J  {c  —  a)'^h^h-c-\-a        per        a  <  e     ed     a-{-'b>c 

per        a  ■\-h  <  e 


:  /  (^c-ay  i-b^b  -c-{-a 
\  (e  -  a)'  -f  6  s  (e  -  a  -  &)' 


/  ò  —  a-|-c'  =  &  —  a— e  per        ò  >  a  -f  e 

(ò  -h  aO  +  c'=  ^  6  -  a+  e'  =  (e  -I-  a  —  6)'         per        a  <h<a  +  c 
{a-hy -^  e' =:{a-b-\- cy     per         h<a 
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b-^c  i-  a'  =  0-^0-  a  per        ì)>a^  e 

per        e  <h  <  a+  e 

{C'-by-\-a'3{c-'b  +  a)'     per        b  <c 

/  (a  +  e)'  +  6  =  6  -  (a  +  e)       per        6  >  a  -h  e 

(a'+c')  +  6=     . 

(  (a  -f  e)'  +  &  =  (a  +  e  -  6)'       per       6  <  a  4-  e. 

Per  definire  il  prodotto  di  due  nameri,  di  cai  uno  almeno  sia  negativo,  por- 
remo 

f    a'b'  =  ab    ,    0-a'  =  a'.0=0 

(5) 

/   ba'^a'^b^{ahy 

Anche  in  qaesto  caso  non  occorre  dimostrare  che  la  legge  commutativa  è  sod- 
disfatta ;  che  lo  sia  anche  la  legge  associativa  risulta  dalle  identità  seguenti,  che 
scendono  dalle  (5)  : 

(a'ò')-c'  =  (aò).c'  =  (a6cy 

(a'-6')'C  =  (a-6)-c  =  a.6.c     ;     (a'c)-6'  =  (acy.6'  =  (a.c)-6  =  a  ò-c 

(a'^b)*c  =  (aby'C  =  {abcy    ;    (òc).a'  =  (6.c.a)'. 

In  fine  la  dimostrazione  della  legge  distributiva  si  legge  nelle  identitit  seguenti, 
che  sono  pure  conseguenze  delle  (5) 

{a  +  b')-c  ^(a  —  b)'C^ac-^bc^ac  +  (bc/ ^ac  -{-  Ve    \ 

\    per    b  <a 
(a  +  V)  '  e'  =  f (a  +  V)cy  =  (a •  e  f  ò'c)'  =  ac'  -\-  b'c'  ) 

(a  +  6')-c  =  (6  —  aY'C^  [(6  —  a)-c]'  =  (6c  —  ac)'  =  (bc)'  +  ac  =  a-  e  +  Vcj 

\  per  b>a 

(o  +  00-0'  =  (&  -  aYc'  =  {b-a)c  =  b'C-'ac  =  Vc'^  ac'  \ 

(a'  +  6')  c'={a  +  b)' c'=  (a  +  b)'C  =  ac  +  bc  =  a'  e'  +  6'  e'. 

Dalle  (4)  risulta  che  la  somma  di  due  numeri  negativi  non  può  mal  essere 
eguale  a  0  ;  e  però  si  può  asserire  che  : 

«  Il  numero  opposto  ad  un  qualunque  numero  intiero  è  unico  e  determinato 
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«  e  dae  numeri  opposti,  se  non  sono  amendae  eguali  a  0  ^  sono  1'  uno  negativo 
€  e  l'altro  positivo  ». 

SI  riprenda  ora  la  equazione  (1) ,  in  cui  a  e  6  rappresentino  due  numeri  in-' 
tierl  qualunque.  Ogai  numero  se ,  che  ad  essa  soddisfi ,  soddisfa  pure  alla  equa* 
zione 

ce  -f  o  +  6'  =  0. 

Da  quanto  è  stato  dimostrato  sopra  risulta  poi   che  questa   equazione  ammette 
una  sola  soluzione,  che  è  data  dal  numero  opposto  al  numero  a-^-b']  il  quale  si 
riconosce  facilmente  essere  il  numero  a'  +  6.  Possiamo  dunque  asserire  che 
<c  Nel  campo  dei  numeri  intieri  la  equazione 

a;  +  a  =  6 

€  ammette  una  ed  una  sola  soluzione,  la  quale  si  ha  ponendo  x  =  a'  +  2»  ». 

La  operazione,  per  la  quale,  dati  a  e  6,  si  determina  il  numero  x,  che  sod- 
disfa alla  equazione  (1)  si  dice  sottrazione  e  però  dal  teorema  precedente  segue  che 

<  Nel  campo  dei  numeri  intieri  la  sottrazione  è  sempre  possibile  ». 

Valore  assoluto  di  un  numero  intiero  si  dice  il  numero  stesso,  se  positivo, 
il  suo  opposto  se  negativo.  Si  dice  poi  che  due  numeri  intieri  a  e  b  diversi  da 
0  sono  primi  fra  di  loro  se  lo  sono  i  loro  valori  assoluti ,  e  che  a  è  divisibile 
per  b  se  il  valore  assoluto  di  a  è  divisibile  pel  valore  assoluto  di  ò. 

4.  Se  a  e  6  sono  due  numeri  intieri  qualunque  ed  a  è  diverso  da  0  non  divi- 
sibile per  6,  nel  campo  dei  numeri  intieri  non  si  trova  un  numero  x,  il  quale  sod- 
disfi alla  equazione 

(6)  6-x  =  a; 

mentre  nel  caso  opposto  essa  ammette  una  ed  una  sola  soluzione. 

Ci  proponiamo  ora  di  estendere  il  campo  dei  numeri  in  modo  che  questa 
equazione  ammetta  una  ed  una  sola  soluzione,  qualunque  siano  a  e  b,  purché  b 
sia  diverso  da  0.  Introduciamo  i  numeri,  che  a  tal  uopo  ci  occorrono,  per  mezzo 
del  seguente 

Postulato  3.0  «  Se  a  e  &  sono  due  numeri  intieri  diversi  da  0  e  primi  fra 
e  di  loro  esiste  uno  ed  un  solo  numero,  che  soddisfa  alla  equazione 

6aj  =  a  ». 

Questo  numero  si  indica  col  simbolo  -7-  ;  e  i  nuovi  numeri  introdotti  col  po- 
stulato precedente  si  dicono  numeri  fratti. 
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In  particolare,  se  è  a  =  1,  il  numero  x  che  soddisfa  alla  equazione  6.  x  =  1, 
si  indica  con  ò^.  Esso  è  dunque  tale  che  si  ha  6  •  ò^  =  1  e  si  dovrà  quindi  porre 
anche,  avuto  riguardo  alla  legge  commutativa  della  moltiplicazione,  6i'ò=  1.  Due 
numeri  legati  fra  loro  da  queste  relazioni  si  dicono  reciproci  Tuno  all'altro;  ed 
è  chiaro  che,  mentre  l'unità  ed  il  numero  ad  essa  opposto  hanno  per  reciproci 
sé  stessi,  il  reciproco  di  ogni  altro  numero  intiero  diverso  da  0  è  uu  numero 
fratto.  Avendosi  per  definizione 

(7)  6~sa, 
le  leggi  commutativa  ed  associativa  ci  danno 

Dallo  stesso  postulato  3^  risulta  che  ogni  numero  fratto  deve  riguardarsi 
come  distinto  da  ogni  numero  intiero.  Aggiungeremo  che 

«  Due  numeri  fratti  a-òj  ed  a  «gì  debbono  riguardarsi  come  identici  se  si 
«  ha  contemporaneamente  a  =  a  ,  &  =  ^  *,  in  ogni  altro  caso  debbono  riguardarsi 
«  come  distinti  (♦)  ». 

Se  a  e  2)  sono  due  numeri  intieri  primi  fra  di  loro  e  diversi  da  0  e  6^  è  il 
reciproco  di  6,  la  (7)  definisce  il  prodotto  a^òj.  Se  a  e  ò  non  sono  primi;  fra  di 
loro,  esistono  sempre  un  numero  intiero  e  positivo  m  e  due  numeri  a  e  g  ,  in- 
tieri, diversi  da  0  e  primi  fra  di  loro,  tali  che  si  ha  identicamente  a  =  ma  ,  6=  mg. 
In  questo  caso  definiremo  il  prodotto  a-b^  ponendo 

(8)  a-òi  =  6i«a  =  a«Pi. 

Se  si  osserva  ora  che  un  numero  intiero  diverso  da  0  può  sempre  mettersi  sotto 
la  forma  a -6,,  essendo  òsi,  si  comprenderà  che  ponendo  per  defi.nizione 

(9)  (a.6i).(c.dj)  =  (a.c).(6(f)i 

si  definisce  il  prodotto  di  due  numeri  razionali  qualunque  diversi  da  0. 

In  fine  per  definire  il  prodotto  di  un  numero  razionale  a*\  diverso  da  0 
per  lo  0  porremo 

(a.6i).0  =  0-(aòi)  =  0. 


(*)  A  scanso  di  equivoci  ricordo  che  «  ,  6,  a  ,  ^  debbono  essere  numeri  intieri 
diversi  da  0  ;  e  che  a  q  h  debbono  essere  primi  fra  di  loro,  e  cosi  pure   a  e  g. 
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Dalla  (7)  per  a^l  si  ricava 

e  dalla  (8),  indicando  con  m  un  numero  intiero,  purché  diverso  da  0 

(10)  (a-wi)(6-w)i  =  a-&. 
In  fine  dalla  (9)  supponendo  a  =  c  =  l  si  trae  la 

(11)  6i.di  =  (6.d)i. 

Dalla  (9)  emerge  direttamente  la  legge  commutativa  della  moltiplicazione. 
Che  anche  la  legge  associativa  sia  rispettata,  risulta  dalle  identità  seguenti,  che 
sono  pure  facilmente  deducibili  dalle  (9) 

i(o-6i).(c-e^i)}(5r./i^)=  j(a'c).(6-d)i|(flr.7^i)sa«c«^.(6.d-/i)i 

e  dalla  legge  stessa  già  dimostrata  nel  campo  dei  numeri  intieri.  Da  questa  di- 
mostrazione resta  escluso  il  caso  che  uno  o  due  fattori  siano  eguali  a  0,  ma 
in  questo  caso  si  verifica  facilmente  che  il  prodotto  è  eguale  a  0  indipendente- 
mente dairordine  dei  fattori. 

Passiamo  a  definire  la  somma  di  due  numeri  razionali  qualunque  ah^  e  c-d|. 
Osserviamo  per  ciò  :  l.o  che  per  la  identità  (10)  si  hanno  le 

2o  che  per  la  (7),  se  a*h^  e  C'd^  sono  numeri  intieri,  possiamo  sempre  assumere 
h^d^l  e  quindi  anche  h^^d^^l.  In  tal  caso  è  facile  verificare  la  identità 

(12)  a-6i-hcdi^  j  ad-{^  c-fe  \'{hd\. 

Assumiamo  questa  come  definizione  della  somma  per  due  numeri  razionali  a» ò^ 
e  C'd^  qualunque  essi  siano.  Ne  risulta  subito  dimostrata  la  legge  commutativa. 
Quanto  all'associativa  basta  osservare  che  per  la  definizione  stessa  si  hanno  le 
Identità 

(a6j  +  cdj)  +  gh^  =  [{ad  -l-  cb)  •  {hd)^]  4-^/4^  {adh  -f  cbh  +  ghd)  {bdh\ 

e  che  Tultimo  membro  di  queste  identità  non  si  altera  se  si  scambiano,  per  esem- 
pio, a  con  g  e  contemporaneamente  b  con  h. 


Digitized  by 


Google 


)(  32  )( 

In  fine  per  dimostrare  la  proprietà  distributiva  della  addizione   combinata 
colla  moltiplicazione  basta  por  mente  alle  identità 

(a .  òj  +  cdj) .  gh^  =  {ad  +  cb) .  (6d),  •  ghi  =  [{ad  +  cb)g]  •  (bdh\  =  {adg  +  cbg)  •  {hdh\  = 

{a*g)'{hh\  -h  (c^)  {dh\  =  aòi  X  g^ìh  +  c-<*i  X ^'^j. 

Dalla  (12)  segue  avanti  tutto  che  la  identità 


equivale  alla 

E  poiché  la  equazione 

ammette  la  soluzione 


ad  +  cb^  0. 


ax  +  by=zO 


y  =  a'    ,    oj  =  6 
ed  ogni  altra  soluzione  della  equazione  stessa  in  numeri  intieri  è  della  forma 

y  =  m'a'    ,     x  =  m*b, 

con  m  indicando  un  numero  intiero  arbitrario,  si  può  concludere  che 

«  Ogni  numero  razionale  a-b^  ammette  uno  ed  un  solo  numero  opposto, 
«  cioè  il  numero  a'.b^  ;  il  quale,  reciprocamente,  ha  per  opposto  il  numero  a^b^  >. 

Kitomiamo  ora  alla  equazione  (6)  e  supponiamo  &  ed  a  numeri  razionali 
qualunque  ;  però  il  primo  diverso  da  0.  È  facile  riconoscere  che  ad  essa  si  può 
sostituire  una  equazione  equivalente,  in  cui  a  e  ò  siano  numeri  intieri  primi  fra 
di  loro.  Per  il  postulato  3^  questa  equazione  ammette  allora  una  ed  una  sola  so- 
luzione, la  soluzione  x  =  ò^.a.  Possiamo  dunque  asserire  che 

4c  Ogni  equazione  di  !<>  grado 

b,x  =  a  y 

«  in  cui  a  e  b  sono  numeri  razionali  qualunque,  b  però  essendo  diverso  da  0, 
«  ammette  una  ed  una  sola  soluzione  2>. 

In  particolare  supponendo  a  =  1  si  ha  che 

«  Per  ogni  numero  razionale  b  diverso  da  0  ne  esiste  uno  ed  uno  solo,  che 
«  soddisfa  alla  equazione  b.x  =  1  ». 
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Indicato  questo  numero  con  b^  si  avrà  b,b^^b^,b^l  ;  e  i  due  numeri  b 
e  òj  legati  fra  loro  da  queste  relazioni  si  diranno  reciproci  fra  di  loro. 

5.  Tratteniamoci  sopra  alcune  proprietà,  che  ci  saranno  utili  in  seguito,  del 
campo  dei  numeri  razionali,  cominciando  dallo  stabilire  nel  campo  stesso  il  si- 
gnificato delle  parole  minore  e  maggiore.  Se  a  è  un  numero  intiero  qualunque 
diverso  da  0,  il  prodotto  a^a^  essendo  positivo  perchè  eguale  ad  1,  riguarderemo 
aj  come  positivo,  cioè  >  0,  o  come  negativo,  cioè  <  0,  secondo  che  a  è  positivo 
o  negativo.  Un  numero  fratto  a.ft^  si  riguarderà  poi  come  positivo  o  come  ne- 
gativo, secondo  che  i  numeri  a  e  ò^  sono  dello  stesso  segno  o  di  segni  opposti. 
Da  queste  convenzioni  e  dalla  (8)  segue  che  in  generale 

1.0  «  La  somma  di  due  numeri  razionali  amendue   positivi  od   amendue 
«  negativi  ha  lo  stesso  segno  degli  addendi  ». 

2.0  <  Il  prodotto  di  due  numeri  razionali  è  positivo,  o  negativo,  secondo 
«  che  1  fattori  sono  del  medesimo  segno  o  di  segni  opposti  ». 

Anche  nel  campo  dei  numeri  razionali  designeremo  con  a  ed  a'  due  numeri 
opposti  qualunque  e  dalle  convenzioni  stabilite  ora,  ricordando  che,  se  è  a^^b.c^ 
e  a'  =  ò'c,  risulterà  che 

«  Due  numeri  razionali  opposti,  o  sono  amendue  eguali  a  0  o  sono  di  se* 
«  gni  opposti  ». 

Siano  ora  a  e  b  due  numeri  razionali  qualunque  e  si  chiami  differenza  del 
numero  b  dal  numero  a,  e  si  indichi  con  6  —  a,  la  somma  b  +  a\ 

«  Se  a  e  &  sono  due  numeri  razionali  qualunque,  diremo  che  b  è  minore  o 
«  maggiore  di  a  secondo  che  la  differenza  6  — a  è  negativa  o  positiva;  risul- 
«  tando  dalle  definizioni  date  sopra  che  è  &  ^  a  se  la  differenza  stessa  è  egua- 
«  le  a  0  », 

Siano  a  e  &  due  numeri  razionali  qualunque.  Avremo 

(a  +  V)  +  (6  +  a')  =  (a  +  a';  +  (ò  +  6')  sO  +  0  =  0. 

Ne  risulta  che  i  numeri  a  +  6'  e  6  +  a'  sono  opposti  e  quindi  di  segni  contrari 
e  possiamo  concluderne  che 

«  Se  a  e  ò  sono  due  numeri  razionali  qualunque  ed  è  a  >  6  è  pure  6  <  a  ». 

Siano  a ,  6 ,  e  tre  numeri  razionali  qualunque  e  si  abbia  a>  b>  e.  Ciò  si- 
gnifica che  i  numeri  a  4- 6'  e  6-f  e'  sono  positivi;  è  dunque  positiva  anche  la 
loro  somma 

(a  +  V)  +  (6  +  c0  =  (6  +  6';  +  a  +  c'  =  a-\-  c\ 

Analogamente,  se  è  a<b  <c^  si  dimostra  che  la  somma  a^  e'  è  negativa  e  si 
può  quindi  asserire  che 
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«  Se  a ,  6 ,  e  c  sono  tre  numeri  razionali  qualunque  ed  è  a  >  ò  >  e  ;  ovvero 
4c  a  <  &  <  e  si  ha  rispettivamente  a  >  e  ed  a  <  e  ». 

Anche  nel  campo  dei  numeri  razionali  si  chiama  valore  assoluto  di  un  nu- 
mero il  numero  stesso  se  positivo  ;  il  suo  opposto  se  negativo  ;  ed  è  facile  rico- 
noscere  che  di  due  numeri  negativi  il  maggiore  è  quello^  il  cui  valore  assoluto 
è  minore;  e  che  lo  0  è  maggiore  di  tutti  i  numeri  negativi  e  minore  di  tutti  i 
numeri  positivi. 

Siano  a  ;  & ,  e  tre  numeri  intieri  positivi  e  si  considerino  i  numeri  razionali 
a.bi  ed  ax^»  Sarà 

a&i  —  aCi  ^  ab^  +  a'c^  ^  (ac  +  a'6)  (bc\  ^a{c-{'  6')  {bc\. 

Se  ne  conclude  che 

«  Se  a ,  6 ,  e  e  sono  tre  numeri  intieri  positivi  ed  è  6  <  e  è  a.6i  >  a.c^  >. 

Ne  segue  che 

«  Se  a  è  un  numero  razionale  positivo  qualunque,  si  può  sempre  determi- 
«  nare  un  altro  numero  razionale  positivo  6  <  a  »• 

Siano  a  e  e  due  numeri  razionali  positivi  e  si  supponga  a  <  e.  Per  quanto 
è  stato  dimostrato  ora  esisterà  un  numero  razionale  b  tale  che  si  avrà 

0  <  6  <  e  +  a/ 
e  quindi 

e  -  (a  +  6)  =  e  +  a'  +  6'  >  0. 

Cosi  resta  dimostrato  che,  dati  due  numeri  razionali  positivi  distinti  a  e  e,  se  ne 
può  sempre  determinare  un  terzo  a  +  b  compreso,  tra  a  e  e.  Più  in  generale  ne 
segue  che 

«  Se  a  e  e  sono  due  numeri  razionali  qualunque,  si  possono  determinare 
«  quanti  si  vogliono  numeri  razionali  compresi  tra  a  e  e  ». 

§.  IL 

Del  concetto  di  numero  reale. 

6.  Delle  ripartizioni  di  Dedekind,  Chiameremo  ripartizione  di  Dedekind  ogni 
ripartizione  dei  numeri  razionali  in  due  classi,  prima  e  seconda,  la  quale  sia 
dotata  delle  seguenti  proprietà. 

A).  Ogni  numero  razionale ,  eccettuato  al  più  uno  solo ,  appartiene  ad  una 
dello  due  classi  e  nessun  numero  razionale  appartiene  contemporaneamente  ad 
ameudue. 
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B).  Se  nn  numero  razionale  a  appartiene  alla  prima  classe^  a  questa  appar- 
tengono pure  tatti  i  numeri  razionali  minori  di  a  ;  se  in  vece  a  appartiene  alla 
seconda  classe,  alla  stessa  classe  appartengono  tutti  i  numeri  razionali  mag« 
giori  di  a. 

C).  Nella  prima  classe  non  vi  è  alcun  numero  maggiore  di  tutti  gli  altrl^  e 
nella  seconda  classe  non  vi  è  alcun  numero  minore  di  tutti  gli  altri;  o,  come 
si  dice,  la  prima  classe  non  ha  massimo  e  la  seconda  non  ha  minimo. 

Indicheremo  le  ripartizioni  di  Dedekind  con  simboli  della  forma  (A^  À^)  e 
con  ciò  intenderemo  di  rappresentare  con  A^  la  prima  e  con  A,  la  seconda  classe 
della  ripartizione. 

Abbiamo  degli  esempii  di  ripartizioni  di  Dedekind  se,  partendo  da  un  qua- 
lunque numero  razionale  a ,  attribuiamo  gli  altri  numeri  razionali  ad  una  prima 
classe  A| ,  ovvero  ad  una  seconda  classe  A^ ,  secondo  che  essi  sono  minori  o 
maggiori  di  a.  È  in  fatti  evidente  che  la  ripartizione  cosi  ottenuta  gode  delle 
proprietà  A)  e  B)  ;  ed  è  facile  riconoscere  che  essa  gode  anche  della  proprietà  C). 
Infatti  ogni  numero  a  della  classe  A^  essendo  minore  di  a,  si  possono  sempre 
determinare  (§.  I)  dei  numeri  razionali  compresi  tra  a  ed  a,  i  quali  apparter- 
ranno ancora  alla  classe  A^  perchè  minori  di  a,  pur' essendo  maggiori  di  a. 
Danqùe  la  classe  A^  non  ha  massimo.  Analogamente  si  dimostra  che  la  classe 
A,  non  ha  minimo. 

Dalle  proprietà  A) ,  B)  e  C),  che  caratterizzano  le  ripartizioni  di  Dedekind, 
è  facile  dedurre  i  seguenti  teoremi 

Teorema  1.®  «  In  una  qualunque  ripartizione  di  Dedekind  ogni  numero  della 
«  1.»  classe  è  minore  di  ogni  numero  della  2.*  classe  >. 

Teorema  2.»  «  Data  una  ripartizione  di  Dedekind  qualunque,   secondo  che 

<  un  numero  razionale  a  appartiene  alla  prima  ed  alla  seconda  classe  si  pos- 
«  sono  determinare  quanti  si  vogliono  numeri  della  stessa  classe  rispettivamente 
«  maggiori  o  minori  di  a  ». 

Definizione  1».  Diremo   che  due  ripartizioni  di  Dedekind  (A^  A,)  e  (B|  B^) 

<  sono  identiche  se  ogni  numero  della  classe  A^  appartiene  alla  classe  B^  ed 
«  ogni  numero  della  classe  A^  appartiene  alla  classe  B^  ;  che  sono  distinte  in 

<  ogni  altro  caso  ». 

È  facile  riconoscere  che  questa  definizione  equivale  alla  seguente. 

Definizione  2.*  «  Due  ripartizioni  di  Dedekind  (A^  A^)  e  (B^  B^)  sono  identi- 
«  che,  se  ogni  numero  della  classe  A^  (od  A^)  appartiene  alla  classe  B,    (o  B,); 

<  e  se  reciprocamente  ogni  numero  della  classe  B^  (o  B,)  appartiene  alla  classe 

<  A^  (od  A,)  ». 

Si  supponga  che  ogni  numero  della  classe  A^  appartenga  alla  classe  B|  e 
viceversa.  In  questo  caso  è  chiaro  che  se  un  numero  a  della  classe  Ag  non  ap- 
partenesse alla  classe  B^,  tutti  i  numeri  minori  di  esso  ed  appartenenti  alla  classe 
A^  apparterrebbero  alla  alasse  B^ ,  mentre  si  suppone  che  questa  contenga  tutti 
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e  soltanto  i  numeri  della  classe  A^.  Dalla  coincidenza  delle  due  classi  A^  e  Bj 
scende  quindi  quella  delle  classi  A^  e  Bg  e  per  ragione  analoga,  se  queste  ultime 
coincidono,  debbono  coincidere  anche  quelle. 

Teorema  3.^  «  Se  due  ripartizioni  di  Dedekind  (A^  Agì  e  (B^  Bg)  sono  distinte, 
«  si  possono  determinare  quanti  si  vogliono  numeri  comuni  alle  classi  A^  e  Bg» 
«  ovvero  quanti  si  vogliono  numeri  comuni  alle  classi  B,  e  A^  ». 

È  chiaro  che,  se  un  numero  a  della  classe  A^  non  appartiene  alla  classe  B^, 
tutti  i  numeri  della  classe  Aj  maggiori  di  a,  dei  quali  pel  teorema  lo  si  può  de- 
terminare un  numero  grande  quanto  si  vuole,  appartengono  alla  classe  B,.  Per 
ragione  analoga,  se  un  numero  della  classe  Ag  non  appartiene  alla  classe  Bg,  si 
possono  determinare  quanti  si  vogliono  numeri  comuni  alle  classi  Aj  e  B^. 

Osservazione  1.*  «  Se  (Aj  Ag)  è  una  ripartizione  di  Dedekind,  dalle  proprietà 
«  (A)  e  (B)  di  queste  ripartizioni  risulta  che,  se  si  conoscono  un  numero  a  della 
«  classe  Aj  ed  un  numero  b  della  classe  Ag ,  tutti  i  numeri  minori  di  a  appar- 
«  terranno  alla  classe  A^  e  tutti  quelli  maggiori  di  b  alla  classe  Ag.  Per  defi- 
«  nire  la  ripartizione  basterà  quindi  determinare  in  qualche  modo  a  quale  delle 
«  due  classi  debba  assegnarsi  un  numero  qualunque  compreso  tra  a  e  6  ». 

Osservazione  2.»  «  Se  con  (A^  Ag)  denoteremo  una  ripartizione  di  Dedekind, 
«  denoteremo  anche  con  A^  un  numero  qualunque  della  classe  Aj  e  con  Ag  un 
«  numero  qualunque  della  classe  Ag  ». 

7.  Concetto  di  numero  reale.  Come  si  è  visto,  se  si  parte  da  un  numero  ra- 
zionale a  ed  ogni  altro  numero  razionale  si  assegna  ad  una  classe  A^  o  ad  una 
classe  Ag ,  secondo  che  esso  è  minore  o  maggiore  di  a ,  si  ottiene  una  riparti- 
zione di  Dedekind,  da  cui  resta  escluso  il  numero  a.  Reciprocamente  se  (A^  Ag) 
è  una  ripartizione  di  Dedekind,  da  cui  resti  escluso  un  numero  razionale  a,  per 
la  proprietà  B)  questo  sarà  maggiore  di  tutti  i  numeri  della  classe  A^  e  minore 
di  tutti  quelli  della  classe  Ag  e  quindi  la  ripartizione  (A^  Ag)  potrà  riguardarsi 
come  derivata  dal  numero  a  nel  modo  esposto  sopra. 

Definizione  3.»  «  Se  una  ripartizione  di  Dedekind  (A^  Ag)  è  tale  che  un  nu- 
«  mero  razionale  a  resti  escluso  tanto  dalla  classe  A^  quanto  dalla  classe  Ag  , 
«  diremo  che  il  numero  a  corrisponde  alla  ripartizione  (A^  Ag)  ». 

Riprodurrò  ora  una  elegante  dimostrazione  dovuta  a  Dedekind,  dalla  quale 
risulta  che  esistono  delle  ripartizioni  di  Dedekind  tali  che  ogni  numero  razionale 
trova  posto  o  nella  classe  A,  o  nella  classe  Ag  ]  alle  quali  non  corrispondono 
quindi,  secondo  la  definizione  precedente,  numeri  razionali.  Sia  a  un  numero  ra- 
zionale positivo,  che  non  sia  eguale  al  quadrato  di  un  altro  numero  razionale , 
e  si  attribuiscano  ad  una  prima  classe  A^  tutti  i  numeri  razionali  negativi,  lo  0 
ed  ì  numeri  razionali  positivi,  il  cui  quadrato  è  minore  di  a  ;  ad  una  seconda 
classe  Ag  tutti  i  numeri  razionali  positivi,  il  cui  quadrato  è  maggiore  di  a.  È 
chiaro  che  ogni  numero  razionale  trova  posto  in  una  delle  due  classi  e  che  la 
ripartizione  (Aj  Ag)  gode  delle  proprietà  A)  e  B).  Per  dimostrare  che  essa  è  una 
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ripartizione  di  Dedekind  resta  quindi  da  dimostrare  che  essa  gode  della  proprietà 
C).  Per  ciò/ designando  con  x  un  numero  razionale  positivo  qualunque  ^  poniamo 


Avremo 


3»*  +  a 


Da  queste  identità  risulta  che  il  numero  y ,  il  quale  è,  evidentemente,  razionale 
e  positivo,  è  maggiore  di  x  ed  appartiene  alla  classe  A^ ,  se  x  appartiene  alla 
classe  Aj  ;  è  minore  di  x  ed  appartiene  alla  classe  A2  ^  se  a  questa  classe  ap- 
partiene il  numero  x.  Dunque  la  classe  Aj  non  ha  massimo  e  la  classe  A,  non 
ha  minimo. 

Estendiamo  ora  il  campo  dei  numeri  mediante  il  seguente 

Postulato,  «  Ad  ogni  ripartizione  di  Dedekind  tale  che  ogni  numero  razio- 
«  naie  trovi  posto  0  nella  prima  0  nella  seconda  classe  corrisponde  uno  ed  un 

<  solo  numero,  che  sarà  detto  numero  irrazionale  ». 

L'insieme  dei  numeri  razionali  ed  irrazionali  costituisce  il  campo  dei  nu- 
meri reali.  Si  può  quindi  tutto  riassumere  nella  seguente 

Definizione  3.*^*"^  «  Ad  ogni  ripartizione  di  Dedekind  corrisponde  un  nu- 
«  mero  reale  :  questo  numero  è  razionale  ^d  eguale  ad  a  se  un  numero  a  resta 
«  escluso  da  amendue  le  classi  della  ripartizione;  in  caso  diverso  esso  è  irra- 
«  zionale  ». 

«  Per  significare  che  a  è  il  numero  corrispondente  ad  una  ripartizione  di 

<  Dedekind  (AjAg)  scriveremo 

a^(A|  A,)  ». 

Per  giustificare  il  postulato  precedente  dobbiamo  ora 

1.0  Stabilire  un  criterio  per  distinguere^  senza  possibilità  di  equivoco,  ogni 
numero  reale  da  tutti  gli  altri. 

2.0  Estendere  al  campo  dei  numeri  reali  le  operazioni  di  addizione  e  mol- 
tiplicazione in  modo  che  esse  obbediscano  alle  leggi  commutativa,  associativa  e 
distributiva. 

8.  Criterio  per  identificare  ciascun  numero  nel  campo  dei  numeri  reali. 
Siano 

a  =  (AiAg)     ,    6  =  (BiB2) 

due  numeri  razionali  e  si  supponga  a  <b.  Poiché  la  classe  A^  comprende  tutti 
1  numeri  razionali  minori  di  a  e  la  classe  B^  tutti  quelli  minori  di  ò,  i   numeri 
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compresi  tra  a  e  6  apparterranno  simultaneamente  alle  classi  A^  e  B^;  e  quindi 
le  ripartizioni  (A^  Aj)  e  (B,  B,)  saranno  distìnte.  Questa  osservazione'  ci  permette 
di  stabilire  le  seguenti  definizioni 

Definizione  4.*  «  Due  numeri  reali  sono  da  riguardarsi  come  identici,  o  come 
«  distinti,  secondo  che  sono  identiche  o  distinte  le  corrispondenti  ripartizioni  di 
«  Dedekind  ». 

Definizione  5.»  «  Se 

a  =  (AiA,)     ,    6  =  (BiB2) 

«  sono  due  numeri  reali  distinti  si  dirà  che  è  a  <  &  ovvero  a>b  secondo  che 
«  si  possono  determinare  quanti  si  vogliono  numeri  della  classe  A2  appartenenti 
«  alla  classe  B, ,  ovvero  quanti  si  vogliono  numeri  della  classe  Aj  appartenenti 
«  alla  classe  B^  ». 

Dalla  definizione  5*  scendono  senza  difficoltà  i  seguenti  teoremi  già  dimo- 
strati pel  campo  dei  numeri  razionali. 

1.0  «  Se  a  e  ò  sono  due  numeri  reali  qualunque  ed  a  è  minore  di  6,    6 
«  è  maggiore  di  a  ». 

2.0  «  Se  a  ,  ò  e  e  sono  tre  numeri  reali  tali  che  sia  a  >  ò  e  ò  >  e  è  pure 
«a>c;eseèa<òe6<cè  pure  a  <c  i^. 

Dalla  definizione  stessa  scende  ancora  facilmente  che 

3.0  «  Se  a^iKy^k^)  è  un  numero  reale  qualunque,   esso  è  maggiore  di 
«  lutti  i  numeri  A,  e  minore  di  tutti  i  numeri  Aj  ». 

Ciò  risulta  dall'osservare  che  se  a  è  un  numero  della  classe  Aj  questa  classe 
contiene  quanti  si  vogliono  numeri  maggiori  di  esso,  e  se  a  è  un  numero  della 
classe  Aj ,  in  questa  stessa  classe  si  trovano  quanti  si  vogliono  numeri  minori  di  a. 
Vale  pure  il  seguente 
Teorema  4.o  «  Se  due  numeri  reali 

a  =  (Aj  Aj)    e    6  =  (B|  B,) 

«  sono  tali  che  un  numero  della  classe  A,  non  appartiene  alla  classe  B,  è  a  <  6; 
«  se,  invece,  un  numero  della  classe  A^  non  appartiene  alla  classe  Bj  è  a>6  ». 
In  fatti  dalla  dimostrazione  del  teorema  3.<^  risulta  che  nel  primo  caso  si 
possono  determinare  quanti  si  vogliono  numeri  comuni  alle  classi  Ag  e  Bj ,  e 
nel  secondo  caso  quanti  si  vogliono  numeri  comuni  alle  classi  Aj  e  B^. 

Definizione  6.*  «  Un  numero  reale  a  ^  (A^  Ag)  si  dirà  negativo  o  positivo , 
«  secondo  che  esso  è  minore  0  maggiore  dello  0;  cioè  secondo  che  lo  0  trova 
«  posto  nella  classe  Ag  o  nella  classe  A^  ». 
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§.  IH. 

Delle  operazioni  fondamentali  nel  campo  dei  numeri  reali. 

9.  Se  (B^  Bg)  è  una  ripartizione  di  Dedekìnd  ed  a  è  un  numero  razionale 
qualunque;  indicheremo  con  a  —  B^  ogni  numero  razionale  che  può  riguardarsi 
come  la  dififerenza  di  un  qualunque  numero  B^  dal  numero  a ,  con  a  —  B,  ogni 
numero  razionale,  che  può  riguardarsi  come  la  differenza  da  a  di  un  qualunque 
numero  B,,  Premesso  ciò,  dimostriamo  il  seguente 

Lemma  l.o  «  Se  (BiB,)  è  una  qualunque  ripartizione  di  Dedekind  ed  a  è 
«  un  numero  razionale  qualunque,  la  ripartizione  (a-B^  ,  a  — Bj)  è  pure  una 
«  ripartizione  di  Dedekind.  Il  numero  reale  corrispondente  a  questa  ripartizione 
«  cresce  o  decresce  assieme  al  numero  a  ». 

È  chiaro  che,  essendo  B^  <  Bg ,  non  può  mai  essere  a  —  B,  ^  a  -  B^  e  che 
tutt'  al  più  un  solo  numero  razionale  rimane  escluso  tanto  dalla  classe  a  -  Bi 
quanto  dalla  classe  a  -  B^ ,  cioè,  posto  b  =  (B^  B^),  e  supposto  b  razionale,  il  nu- 
mero a  —  6.  In  secondo  luogo  se  si  ha  un  numero  razionale  a  =  a  —  B,  e  ^  è 
un  altro  numero  razionale  minore  di  a  sarà 

e  poiché  il  numero  B,  +  a  --  ^  è  maggiore  di  B^  ed  appartiene  esso  pure  alla 
classe  Bj  ;  anche  il  numero  ^  apparterrà  alla  classe  a  —  Bj  ;  come  si  riconosce 
in  modo  analogo  che,  se  un  numero  a  appartiene  alla  classe  a  — B^,  alla  stessa 
classe  appartiene  ogni  numero  razionale  ^  >  a ,  avendosi 

p  B  a  +  (3  -  a)  sa  -  (Bi  +  a  -  8) , 

ed  essendo  B^  +  <x  ~  ^  <  B^.  In  fine  poiché  la  classe  B^  non  ha  massimo  e  la 
classe  B,  lion  ha  minimo ,  lo  stesso  avverrà  rispettivamente  delle  classi  a-B^ 
ed  a  — Bj,  poiché  il  numero  a  — B  decresce  o  cresce  oppostamente  a  B. 

Dimostrata  cosi  la  prima  parte  del  teorema,  consideriamo  insieme  due  nu* 
meri  razionali  a  ed  a  >  a,  e  poniamo 

6„  B  (a  -  Ba  ,  a  -  Bj)    ,    ig^B  (a  -  Bg  ,  a  -  B,). 

Se  il  numei'o  b  s  (B^  B,)  è  razionale^  da  quanto  è  stato  detto  Sopra  e  dalla  de- 
finizione 3»  (§.  II)  risulta  b^^a-b  ,  b^^a  —  b  e  quindi  6^  >  6^.  Se  il  numero 
b  è  irrazionale  ogni  numero  razionale,  trova  posto  o  nella  classe  a  -  B^  o  nella 
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classe  a  —  Bg  e ,  scelto  ad  arbitrio  un  numero  e  nella  classe  a  -  B, ,  sarà 

csa-Bg    ;    a-Bg  =  c-|-a-a. 

Il  numero  e  +  a  —  a ,  che  appartiene,  come  si  vedo,  alla  classe  a  —  B^  può  ap- 
partenere alla  classe  a  —  B^  e  in  tal  caso  (§.  II) ,  risulterà  senz'  altro  bg^  >  b^. 
Nel  caso  opposto  il  numero  e  4-  a  —  a  apparterrà  alla  classe  a  —  B,  e  po- 
tremo asserire,  partendo  da  questo  anzi  che  dal  numero  e,  che  il  numero 
e  h  2  (a  —  a)  apparterrà  alla  classe  a  —  Bg  ;  analogamente ,  se  esso  appartenesse 
altresì  alla  classe  a  —  B^  ,  se  ne  concluderebbe  che  il  numero  e  -}-  3  (a  -  a)  ap- 
partiene alla  classe  a  — B,.  Se  si  osserva  che  i  numeri  c  +  n(a  — a)  col  crescere 
del  numero  intiero  e  positivo  n,  superano  ogni  numero  dato,  ed  in  partico- 
lare un  qualunque  numero  della  classe  a  —  B^ ,  si  conclude  che  per  un  certo  va- 
lore di  n  il  numero  e  +  n(a  -  a)  deve  appartenere  insieme  alle  classi  a  -  Bj  ed 
a  -  Bj  e  quindi  (§.  II) ,  che  è  b^>  b^. 

Lemma  2.o  «  Se  (B^  B^)  e  (Cj  C^)  sono  ripartizioni  di  Dedekind  distinte  o  no^ 
«  esiste  al  più  un  solo  numero  razionale,  che  non  può  ridursi  né  alla  forma 
«  B^  +  C^ ,  né  alla  forma  B^  +  C, ,  cioè  che  non  può  considerarsi  come  la  somma 
e  di  due  addendi  presi  amendue  o  nelle  prime  o  nelle  seconde  classi  delle  ri- 
«  partizioni  date  ». 

Poniamo 

&  =  (B,B,)    ,    o  =  (C,C,) 

e  per  ogni  numero  razionale  a  si  consideri  il  corrispondente  numero 

&«  =  (a-B,    ,    a-Bi). 

Se  è  fc^  <  e  la  classe  C^  (§.  11)  conterrà  quanti  si  vogliono  numeri  della  classe 
a  —  Bj ,  pei  quali  si  avrà  dunque  a  -  B^  ^  C^ ,  cioè 

asBi  +  Cj. 

Se  è  6i  >  e ,  la  classe  C^  conterrà  quanti  si  vogliono  numeri  della  classe  a  —  Bj,, 
pei  quali  sarà  a  -  B^  ^  Cj  cioè 

a  =  B,  +  C,. 

Se  si  osserva  di  più  che,  a  tenore  del  1®  Lemma,  per  un  solo  valore  al  più  di  a 
può  essere  b^^^c,  sì  concluderà  che  al  più  per  un  solo  valore  di  a  questo  nu- 
mero non  può  ridursi  né  alla  forma  B^  +  C^  nò  alla  forma  B,  +  C,. 


Digitized  by 


Google 


)(  41  )( 

Indichiamo  con  B,  +  C,  ogni  namero  razionale ,  che  può  riguardarsi  come 
omnia  di  un  numero  B^  e  di  un  numero  C^ ,  con  B,  +  Cj  ogni  numero  razio- 
nale^  che  può  riguardarsi  come  somma  di  un  numero  B^  con  un  numero  C^  e 
dimostriamo  li  seguente 

Tmrema  1.®  «  Se  (Bj  B,)  e  (C^  Cj)  sono  due  ripartizioni  di  Dedekind  qua- 
€  lunque,  anche  la  ripartizione  (B^  +  Cj  ,  B,  +  Cg)  è  una  ripartizione  di  Dede- 
c  kind  ». 

Ohe  la  ripartizione  (B|  +  C^  ,  B,  +  C^)  goda  della  proprietà  A)  risulta  dal 
lemma  2^  e  dall' osservare  che,  essendo  sempre  B^  <  B^  e  Cj  <  C, ,  non  può  mai 
essere  B^  +  C^  ^  B^  +  C^.  Se  poi  si  hanno  due  numeri  razionali  a  e  ^  <  a  ed  è 
a  ^  Bj  +  Ci ,  risulta 

p  =  a«(,,»P)=Bi  +  [C.-(a-P)], 

e  quindi  anche  P  appartiene  alla  classe  B^  +  Cj,  poiché  è  [Ci  -  (a  —  ^)]  <  Cj  ;  se 
in  vece  è  a^ B,  +  C^  e  ^  >  a,  si  ha 

P  =  a  +  p-a  =  B, +  [C,  +  p-a] 

ed  essendo  [C,  4-  ^  ^  a]  >  C,  ^  anche  il  numero  3  appartiene  alla  classe  B,  +  C^. 
La  ripartizione  (B^  +  C^  ,  Bj  -f-  Cg)  gode  dunque  della  proprietà  B).  Essa  gode 
evidentemente  anche  della  proprietà  C) ,  poiché  le  classi  B,  e  C^  non  hanno  mas- 
simo e  le  classi  B^  e  C^  non  hanno  minimo;  e  quindi  essa  è  una  ripartizione 
di  Dedekind. 

Definizione  1.*  «  Chiameremo  somma  di  due  ripartizioni  di  Dedekind  (B^Bg), 
e  (Ci  C,)  la  ripartizione  di  Dedekind  (Bi  -f  Ci  ,  Bj  H  C^)  ». 

Se  le  due  ripartizioni  (Bi  B^)  e  (Ci  C,)  sono  tali  che  esista  un  numero  a,  il 
quale  non  appartenga  né  alla  classe  Bi  +  Ci ,  né  alla  classe  B,  +  C, ,  abbiamo 
(§•  II ,  Definizione  3») 

a  =  (Bi  +  Ci    ,    Bg  +  C,). 

D'altra  parte  é  chiaro  che,  se  i  numeri 

fc  =  (BiB,)    ,    cs(CiC,) 

Bono  razionali  il  nxunero  6  f  e  rimane  appunto  escluso  tanto  dalla  classe  Bi+Ci, 
quanto  dalla  classe  Bj  +  C,  e  però  si  ha  6  -H  e  ^  a.  Vediamo  così  che,  se  6  e  e 
sono  due  numeri  razionali  corrispondenti  alle  ripartizioni  di  Dedekind  (Bi  B^)  e 
(OjC,),  la  loro  somma  corrisponde  alla  ripartizione  di  Dedekind  (Bi+Cj  ,  B^-hCg), 
e  questa  osservazione  ci  permette  di  definire  come  segue  la  somma  di  due  nu- 
meri reali  qualunque. 

VOL    XXXV.  6 


Digitized  by 


Google 


)(  42  )( 

Definizione  2.»  «  Chiameremo  somma  di  due  numeri  reali  ficee  denotcre- 
«  rao  con  6  +  e  il  numero  reale  corrispondente  alla  ripartizione  di  Dedekind 
«  somma  delle  ripartizioni,  che  corrispondono  ai  numeri  6  e  e  ». 

Assieme  alle 

6  =  (B,B,)     ,    cs(CiC,) 
vale  dunque  la 

6  +  cs(Bi  +  Ci  ,  B,  +  C,). 

10.  Poiché  la  addizione  obbedisce  alla  legge  commutativa  nel  campo  dei 
numeri  razionali,  dalla  definizione  2»  segue  con  evidenza  che  essa  obbedisce 
alla  stessa  legge  anche  nel  campo  dei  numeri  reali. 

Come  si  è  gìk  osservato,  perchè  la  somma  di  due  numeri  reali  b  =  (B^  B^), 
e  ^  (Ci  Cg)  sia  razionale  è  necessario  e  basta  che  esista  un  numero  razionale, 
il  quale  non  trovi  posto  né  nella  classe  B^  +  C^  né  nella  classe  Bg  +  Cg  ;  e  se 
ne  può  dedurre  facilmente  che  la  somma  di  due  numeri  razionali  ò  pure  un  nu- 
mero razionale.  Dimostriamo  ora  che 

«  La  somma  di  due  numeri  reali,  dei  quali  uno  sia  razionale  e  Taltro  ìrra- 
«  zionale  è  un  numero  irrazionale  >. 

Dei  due  addendi  b  ^  (B^  B,)  e  e  ^  (C^  Cg)  il  primo  sia  irrazionale  ed  il  se- 
condo razionale.  Dalla  dimostrazione  del  lemma  2'^  risulta  che,  se  esiste  un  nu- 
mero a,  il  quale  non  trovi  posto  nò  nella  classe  B^  +  G^  né  nella  classe  B,  -l-Cj, 
è  e  ^  (a  -  Bg  ,  a  -  B^) ,  il  che  é  assurdo  poiché  come  la  ripartizione  (B,  Bg),  così 
anche  la  ripartizione  (a  —  Bg  ,  a  —  B^)  comprende  tutti  i  numeri  razionali,  mentre, 
il  numero  e  supponendosi  razionale,  esso  rimane  escluso  tanto  dalla  classe  C^ 
quanto  dalla  classe  Cg. 

Teorema  2.^  «  Se  &  è  un  numero  reale  qualunque  si  ha 

6  +  0s6  » 

Per  dimostrare  questo  teorema  basta  osservare  che  il  numero  0  corrisponde 
alla  ripartizione  (Cj  C,),  nella  quale  la  classe  Cj  comprende  tutti  e  soltanto  i  nu- 
meri razionali  negativi,  mentre  la  classe  C,  comprende  tutti  e  soltanto  i  numeri 
razionali  positivi.  Ne  segue  che ,  se  è  &  ^  (B^  Bg) ,  ogni  numero  B^  -h  C^  appar- 
tiene alla  classe  B^  perchè  minore  di  Bj^  ;  ed  ogni  numero  Bg  +  Cg  appartiene  alla 
classe  Bg  perché  maggiore  di  Bg. 

Teorema  3.®  «  Se  &^  e ,  jr  sono  tre  numeri  reali  qualunque  ed  è  g>  e,  bì  ha 
«  pure  b-hff>b^C7>, 
Se 

6£(B,Bg)   ,   ^  =  (C,Cg)   ,  g^{Cr,0,), 
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avremo  pure 

6  +  c  =  (Bi  +  Ci  ,  B,  +  C,)    ,    6f  ^  =  (Bi  +  Gi  ,  Bj  +  Gj), 

e  per  la  ipotesi  fatta  si  potranno  determinare  quanti  si  vogliono  numeri  comuni 
alle  classi  Gj  e  Cj.  Se  si  suppone  dapprima  che  il  numero  b^-c  sia  razionale,  ed, 
indicando  con  Gj  un  numero  comune  alle  classi  Gj  e  C2,  si  pone  6+c=P-f  G^ ,  il 
numero  f  non  potrà  essere  eguale  a  b  poiché  è  G,  =  C2  >  e  e  dovrà  appartenere 
alla  classe  B^ ,  perchè  il  numero  bic  non  appartiene  alla  classo  Bg+C^.  Avremo 
dunque  6  +  e  ==  B,  f  Gj ,  cioè  (§.  II)  b  +  e  <b  +  g.  Se  il  numero  6  +  e  è  irrazio- 
nale e  quindi  ogni  numero  razionale  trova  posto  0  nella  classe  B^  +  C^  0  nella 
classe  Bg  4-  C^  siano  ^j  e  Gj  >  g^  due  numeri  comuni  alle  classi  G^  e  C,  e  si 
ponga 

8  =  G,-(7,. 

Sia  D  un  numero  qualunque  della  classe  B^  +  C^  e  assieme  ad  esso  si  consideri 
h  numero 

Di  =  D  f  Gi-Ci:^B, +  Gi. 

Essendo  Cj  <  ^^  <  Gj ,  sarà  G^  —  C^  >  S  e  però  risulterà 

Di  -  D  >  8 , 

D^  essendo  un  numero  della  classe  B^  +  G^.  Se  esso  appartiene  anche  alla  classe 
B,  +  Ci  potremo  con  eguale  ragionamento  concludere  che  nella  classe  B^  +  G^ 
esiste  un  numero  D^  tale  che  si  ha 

D,  -  Di  >  S. 

Cosi  proseguendo  si  possono  determinare  successivamente  quanti  si  vogliono  nu- 
meri razionali  Di ,  Dg ...  D^  tali  che,  se  D^_i  appartiene  alla  classe  Bj  +  C^  ,  D^ 
appartiene  alla  classe  Bi  -f-  Gì ,  e  tali  di  più  che  per  essi  valgono  le  disuguaglianze 

Di-D  >6   ,    D2-Di>S    ,    D3-D,>3    ,    D^--D^_i>S, 

le  quali  sommate  danno 

D^  >  D  +  w5. 

E  poiché  i  numeri  D  +  n5  col  crescere  del  numero  intiero  e  positivo  n  supera- 
no qualunque  numero  razionale  ed  in  particolare  un  qualsivoglia  numero  della 
classe  B,  +  C,  essi  non  potranno  appartenere  tutti  alla  classe  B^  +  C,  e  se  si  in- 
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dica  con  D^-i  l'ultimo,  che  appartiene  alla  classe  B, -l-Ci,  il  successivo  D^  sarli 
comune  alla  classe  B,  +  C,  e  Bj  +  Gj.  Sarà  dunque  6  +  ^  >  &  +  e. 

11.  Addizione  di  piò,  numeri  reali.  Siano 

a  =  (A,  A,)    ,    h  =  {B^B^)    ,    c  =  (CiCj,) 

tre  numeri  reali  qualunque  ;  e ,  a  tenore  della  Definizione  2»,  si  determini  prima 
la  somma  (a  +  6),  indi  la  somma  (a  +  &  +  e).  Risulterà 

(a  +  6)  +  cs  (A,  +  Bi  -H  C^  ,  A,  +  B,  +  C,) , 

indicando  rispettivamente  con  A^  +  B^  +  Cj  e  con  Ag  +  Bj^  +  C^  un  numero  ra- 
zionale, secondo  che  esso  può  riguardarsi  come  la  somma  di  un  numero  A^  con 
un  numero  B^  e  con  un  numero  C^ ,  ovvero  come  la  somma  di  un  numero  A, 
con  un  numero  Bg  e  con  un  numero  Cg.  Cosi  risulta  dimostrato  insieme  che  la 
ripartizione  (Aj  +  B^  +  Cj  ,  Ag  +  B,  +  Cg)  è  una  ripartizione  di  Dedekind  e  che 
la  addizione  nel  campo  dei  numeri  reali  obbedisce  alla  legge  associativa,  poiché 
essa  vi  obbedisce  nel  campo  dei  numeri  razionali. 

Queste  considerazioni  si  estendono  facilmente  al  caso  di  un  numero  qualun- 
que n  di  addendi  reali  e  ci  permettono  di  generalizzare  le  definizioni  1.»  e  2.* 
nel  modo  seguente 

Definizione  3.»  «  Se  (A^  A^) ,  (B^  Bg) ,  {0^  0,»  .  .  .  (M^  Mg)  sono  n  ripartizioni 
«  di  Dedekind,  anche  la  ripartizione 

(Al  +  Bi  +  Ci  +  .  . .  f  M,     ,    Ag  +  Bg  +  Cg  +  .  .  .  +  Mg) 

«  è  una  ripartizione  di  Dedekind  ». 

Definizione  4.*  «  Chiameremo  somma  di  più  numeri  reali 

a  =  (Al  Ag)     ,     ò  s  (Bi  Bgì  .  .  .  w  S  (Mi  Mg) 

«  e  denoteremo  con  a  4-  6  +  .  .  .  +  w  il  numero  reale  corrispondente  alla  ripar- 
«  tizione  di  Dedekind 

(Aj  +  Bi  +  .  .  .  +  Mi     ,    Ag  +  Bg  +  .  .  .  +  Mg)  >. 

Dalla  proprietà  associativa  della  addizione  e  dal  teorema  3.*^  scende  poi  il 
seguente 

Teorema  4.®  «  La  somma  di  più  addendi  cresce  (decresce)  assieme  a  qua- 
«  lunque  di  essi,  se  gli  altri  crescono  (decrescono)  o  rimangono  invariati  ». 

12.  Numeri  opposti.  Sottrazione  nel  campo  dei  numeri  reali.  Se  aS(AiAg) 
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è  ttn  numero  reale  qualunque  e^  come  nel  §  I,  indichiamo  con  A'  il  numero  op- 
posto ad  un  numero  razionale  qualunque  A,  anche  la  ripartizione  (Ag'A/)  è  una 
ripartizione  di  Dedekind.  Posto  a'sCA^'Aj')»  è  chiaro  che  il  numero  0  non  ap- 
partiene né  alla  classe  A^  +  A,',  né  alla  classe  A^  +  A|'  e  possiamo  quindi  con- 
cludere che  é  a  f  a'E=0.  Dal  teorema  3 fi  risulta  di  più  che  il  solo  numero  a'  é 
tale  che  sommato  con  a  dà  come  somma  lo  0  e  però  si  ha  il 

Teorema  5,®  e  Per  ogni  numero  reale  a  =  (A^  Ag)  ne  esiste  sempre  un  altro, 
«  ed  un  altro  solo,  a'  tale  che  si  ha  a'{'  a'  =  0.  Questo  numero  corrisponde  alla 
«  ripartizione  di  Dedekind,  che  si  ottiene  attribuendo  alla  prima  ed  alla  seconda 

<  classe  rispettivamente  i  numeri  opposti  a  quelli  contenuti  nelle  classi  A^  ed  A^  ». 

Due  numeri  reali  a  ed  a'  legati  fra  loro  dalla  relazione  a  +  a'  =  0  si  dicono 
opposti.  Dal  teorema  precedente  scende  poi  facilmente  il 

Corollario.  «  Due  numeri  reali  opposti  o  sono  amendue  eguali  a  0  o   sono 

<  di  segni  opposti  :>. 

£  pur  facile  dimostrare  il  seguente 

Teorema  6.^  «  Se  a  e  &  sono  due  numeri  reali  qualunque,  la  equazione 

x  +  a  =  b 

<  é  soddisfatta  da  as  =  ò  +  a',  se  con  a'  si  indica  il  numero  opposto   ad  a,  e  sol- 

<  tanto  da  questo  valore  di  x  ». 

La  dimostrazione  della  prima  parte  del  teorema  risulta  dalle  identità 

(b  +  a^  +  a  =  6  +  (a  +  a')=^6-l-Os6; 

quella  della  seconda  parte  dal  teorema  3^. 

Definizione  5.«  «  Chiameremo  differenza  di  un  numero  reale  e  (sottraendo) 
«  da  un  numero  reale  b  (minuendo)  ed  indicheremo  con  6  ^  e  la  somma  b  +  c'i 
«  e'  essendo  il  numero  opposto  a  e  :». 

Teorema  7  fi  «  Se  6^(BiBg)  e  c  =  (CiC2)  sono  due  numeri  reali  qualunque 
«  si  ha  e  —  ò>0,  c-6  =  0,  e  —  6<0  secondo  che  é  c>  6,  e  =  6,  ovvero  e  <  6  >. 

Si  supponga  c>  6.  In  questo  caso  la  classe  C^  contiene  un  numero  della 
classe  B,  e  però  lo  0  appartiene  alla  classe  C^  +  B,'  ;  ed  il  numero 

c-6s(C, +B,'  ,  Cj  +  Bi') 

è  >  0  cioè  positivo.  Se  é  6  s  e  sarà  pure  6'  =  e'  e  però  6-c^6fc'  =  6-h6'sO. 
In  fine  se  é  e  <  6,  esiste  un  numero  comune  alle  classi  C,  e  B^  e  però  lo  0  ap- 
partiene alla  classe  C^  +  B/  ed  il  numero  e  — &  è  <0  cioè  negativo. 

Osservazione  1.*  Tutte  le  volte  che  con  una  lettera  si  designi  un  numero , 
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la  stessa  lettera  munita  di  un  apice,  a  meno  che  un  altro  significato  non  le 
venga  attribuito  esplicitamente,  designerà  il  numero  opposto. 

Osservazione  2.»  Dal  teorema  6.0  risulta  che  i  significati  da  noi  attribuiti 
alle  parole  minore,  identico,  maggiore  colle  definizioni  4.»  e  6.*  del  §  n  equi- 
valgono a  quelli  contenuti  nella  seguente  definizione,  che  vale  nel  campo  dei 
numeri  razionali. 

Definizione  6.*  «  Se  6  e  e  sono  due  numeri  reali  qualunque,  si  dice  che  6  è 
«  minore  di  e ,  identico  a  e  0  maggiore  di  e  secondo  che  è  ò  —  c<0,  6  —  c  =  0 
«  ovvero  b  —  oO  ». 

Anche  nel  campo  di  tutti  ì  numeri  reali  si  chiama  valore  assoluto  di  un 
numero  il  numero  stesso  se  positivo,  il  suo  opposto  se  negativo  ;  ed  è  facile  ri- 
conoscere che,  se  a  e  &  sono  due  numeri  negativi,  il  maggiore  di  essi  è  quello, 
il  cui  valore  assoluto  è  minore. 

13.  Ripartizioni  positive  di  Dedekind»  Chiameremo  ripartizione  positiva  di 
Dedekind  ogni  ripartizione  dei  soli  numeri  razionali  positivi  (escluso  lo  0)  in 
due  classi  dotata  del  resto  delle  proprietà  A) ,  B)  e  C)  delle  ripartizioni  di  De- 
dekind. Se  dalla  1.»  classe  della  ripartizione  di  Dedekind  corrispondente  ad  un 
numero  reale  positivo  a  si  levano  ì  numeri  negativi  e  lo  0,  si  ottiene  una  ri- 
partizione positiva  di  Dedekind,  che  si  dirà  corrispondente  al  numero  a.  Reci- 
procamente, ogni  ripartizione  positiva  di  Dedekind  potendosi  sempre  completare 
coU'aggiungere  alla  1.*  classe  i  numeri  negativi  e  lo  0,  può  riguardarsi  come 
corrispondente  ad  un  numero  reale  positivo. 

Tra  le  ripartizioni  positive  di  Dedekind  ed  i  numeri  reali  positivi  esiste 
dunque  la  stessa  corrispondenza  univoca,  che  ha  luogo  tra  i  numeri  reali  e  le 
ripartizioni  di  Dedekind  in  generale ,  talché  ogni  numero  reale  positivo  a  può 
riguardarsi  come  determinato  da  una  corrispondente  ripartizione  positiva  di 
Dedekind. 

Siano 

6=(BiB,)    ,    c  =  (CiC,) 
due  numeri  reali  positivi.  Avremo  anche 

6  +  cs(Bi-f  Ci  ,  B, -hOg). 

Per  ogni  numero  positivo  B^  +  Cj  0  i  due  addendi  B^  e  C^  sono  positivi,  ov- 
vero Tuno  è  positivo  e  l'altro  negativo,  ma  in  valore  assoluto  minore  del  primo. 
Si  supponga  Bi>0  e  Ci<0.  Scelto  nella  classe  Cj  un  numero  positivo  C4^®^<Bi-l-Ci , 
il  numero  B^  4-  C^  -  C^W  sarà  positivo  ed  apparterrà  alla  classe  B^  e  però  la 
identità 

Bi-hCi  =  (B,  +  C,  ^C,(o))  +  CjW 
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ci  dice  che  ogni  numero  positivo  della  classe  Bj  +  C,  può  considerarsi  come 
somma  di  due  addendi  positivi,  di  cui  uno  appartenga  alla  classe  B^  e  V  altro 
alla  classe  G^.  Abbiamo  cosi  i  seguenti  teoremi 

Teorema  8.^  «  Se  (B^  Bg)  ,  (Cj  C,)  sono  due  ripartizioni  positive  di  Dedekind 
«  tale  è  pure  la  ripartizione  (Bj  +  C,  ,  Bj,  +  Cg) ,  che  si  dirà  soìnma  delle  ripar- 
«  tizioni  date  :». 

Teorema  9.^  e  La  somma  di  due  numeri  reali  positivi  corrisponde  alla  ri- 
<  partizione  positiva  di  Dedekind  somma  di  quelle^  che  corrispondono  agli  ad- 
«  dendi  ». 

14.  Della  moltiplicazione  nel  campo  dei  numeri  reali  positivi.  In  questo  e  nei 
paragrafi  seguenti  considereremo  ogni  numero  reale  positivo  come  rappresentato 
dalla  corrispondente  ripartizione  positiva  di  Dedekind.  Come  vedremo,  la  teoria 
della  moltiplicazione  nel  campo  dei  numeri  reali  positivi,  ha  allora  una  tale  ana- 
logia con  quella  della  addizione  nel  campo  di  tutti  i  numeri  reali  che  basta  cam- 
biare poche  parole  negli  enunciati,  nelle  dimostrazioni  e  nelle  definizioni  per  pas- 
sare dall'una  all'altra. 

Lemma  1,^  «  Se  (B^Bg)  6  una  ripartizione  positiva  di  Dedekind  qualunque 

«  ed  a  è  un  qualunque  numero  razionale  positivo,  anche  la  ripartizione  (  —    —  ) 

^Bj    B|/ 

«  è  una  ripartizione  positiva  di  Dedekind  ;  ed  il  numero ,    che  le   corrisponde 

«  cresce  o  decresce  con  a  >. 

^  a       a 

Essendo  Bj  <  B,,  è  chiaro  che  non  può  mai  essere  —  ^--  e  che  tutt'al  più 

un  solo  numero  razionale  positivo  rimane  escluso  tanto  dalla  classe  :^  quanto 

a  n, 

dalla  classe  ;^ ,  cioè,  posto  6  ^  (B.  B^),  e  supposto  h  razionale,  il  numero  -  .  In 
-Di  h 

secondo  luogo,  se  a  e  p  sono  due  numeri  razionali  positivi  ed  è  g  <  a  ed  a^  ~, 
essendo 


p= 


ed-jr-'Bj  >  Bj,  anche  g  apparterrà  alla  classe  ~\  e  so  è  B  >  a   ed   as  ^,  es- 
sendo 

ed  'Tr^x<^i}  anol^e  f  apparterrà  alla  classe  ^-.  In  fine,  poiché  la  classe  B, 
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non  ha  massimo  e  la  classe  B^  non  ha  minimo^  la  stessa  cosa  potremo  asserire 
rispettivamente  delle  classi  —   ed    --.  La  ripartizione  (  — ,   ^)  ^  dunque  una 
ripartizione  positiva  di  Dedekind. 

Siano  ora  a  ed  a>  a  due  numerì  razionali  positivi,  e  si  ponga 


^'•'-(bv^)' ''•'-(!;•  B°)- 


Se  il  numero  b  =  (B^  Bg)  è  razionale,  per  quanto  si  è  visto,  un  solo  numero  ra- 
zionale positivo,  e  precisamente  il  numero  — ,  resta  escluso  tanto  dalla  classe 

b 

^,  quanto  dalla  classe  ~ ,  e  però  si  ha  b^*"^  =  ~,  ed  analogamente  6^*^  =  ~  e  in 

questo  caso  è,  evidentemente,  &<*)  >  6(«).  Se  il  numero  b  è  irrazionale,  e  quindi 

ogni  numero  razionale  positivo  trova  posto  o  nella  classe  —  o  nella  classe  — . 

B,  B/ 

scelto  ad  arbitrio  un  numero  e  nella  classe  —,  sarà 

B, 

—  ^^ 

""'«""Bg' 

cioè  il  numero  «•—  >  e  apparterrà  alla  classe  ^.  Se  esso  non  appartiene  alla 

o»  a 

classe  —,  apparterrà  alla  ~  ed  il  lemma  risulterà  dimostrato.  Nel  caso  opposto 

il  ragionamento  fatto  sopra  ci  autorizza  a  concludere  che  i  numeri 

sono  tali,  che,  se  uno  di  essi  appartiene  alla  classe  —,  il  succcssìto  appartie- 
ne alla  classe  ^.  Poiché  essi  crescono  con  n  indefinitamente,  e  non  possono 
quindi  appartenere  tutti  a  quest'ulUraa  classe,  se  ne  troverà  tra  essi  uno  che  ap. 
parterrà  alla  classe  |-,  mentre  quello,  che  lo  precede,  è  comune  alle  due  classi 
g-  ed  —  ;  dal  che  segue  6'*'  >  &(<»'. 

Umma  2.o  «  Se  (B,  B,)  e  (Ci  C,)  sono  due  qualunque  ripartizioni  positive 
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<  di  Dedekìnd ,  distinte  o  no,  esiste  al  più  un  solo   numero  razionale  positivo, 
«  che  non  può  ridursi  né  alla  forma  B^  •  C^ ,  né  alla  forma  Bg  •  C2 ,  cioè  che  non 
«  può  riguardarsi  come  il  prodotto   di  due  fattori  presi  rispettivamente   nello 
«  prime  o  nelle  seconde  classi  delle  ripartizioni  date  y>. 
Siano 

6  =  (BiB,)    ,    cs(C,C,) 
e  per  ogni  numero  razionale  a  si  consideri  il  numero 

Se  è  òW  <  e ,  la  classe  C^  conterrà  (§.  II) ,  quanti  si  vogliono  numeri  della  classe 
^- ,  pei  quali  si  avrà  quindi  —  3  Cj ,  cioè 

asBi-Ci- 

Se  ò  &(^)  >  e ,  la  classe  Gg  conterrà  infiniti  numeri  della  classe  — ,  pei  quali  si 

«a 

avrà  —  ==Cg,  cioè 

CI  ^  Bg  '  Cj* 

E  poiché,  pel  lemma  l.o,  per  un  solo  valore  al  più  di  a  può  essere  6W  =  c,  il 
lemma  2.o  risulta  dimostrato. 

Teorema  8.0  «  Se  (B^  Bg)  e  (0,  C^)  sono  due  qualunque  ripartizioni  positive 
«  di  Dedekind,  tale  è  pure  la  ripartizione  (B^'Ci  ,  Bj-Cg)  ». 

Poiché  1  numeri  B,  e  Cj  sono  rispettivamente  minori  dei  numeri  B^  e  Cj, 
non  può  mai  esistere  una  identità  B^'Ci  ^B^-Cg  ,  e  da  questa  osservazione  e  dai 
lemma  l.o  risulta  che  la  ripartizione  (B^-Ci  ,  Bg«Cg)  gode  della  proprietà  A).  Se 
a  e  p  sono  due  numeri  razionali  positivi  ed  é  a  ^  B^  •  C,  e  ^  <  a ,  si  ha 

^       a  ^    a     ^' 

e  poiché  è  —  C,  <  C| ,  anche  il  numero  ^  appartiene  alla  classe  B^  •  C^  :  analoga* 
mente,  se  è  a  =  Bj|-C,,  e  p  >  a  si  ha  f  =  Bj-  —  «Cg  ed  il  numero  p  appartiene  alla 

YOL.  XXXY  7 
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classe  Bg-Cg.  In  fine,  poiché  le  classi  B^  e  C^  non  hanno  massimo  e  le  B,  e  C,, 
non  hanno  minimo,  delle  stesse  proprietà  godranno  rispettivamente  le  classi  Bj  -C, 
o  Bg  Cg.  Dunque  la  ripartizione  (Bj-Ci  ,  B^'Cg)  gode  di  tutte  le  proprietà  delle 
ripartizioni  di  Dedekind  limitatamente  ai  numeri  razionali  positivi ,  ed  è  quindi 
una  ripartizione  positiva  di  Dedekind. 

Definizione  6.*  «  Chiameremo  prodotto  di  due  ripartizioni  positive  di  Dede- 
«  kind  (B^B^)  e  (C^  Cj)  la  ripartizione  positiva  di  Dedekind  (Bj.Ci  ,  Bj.Cg)  ». 

Se  le  due  ripartizioni  positive  di  Dedekind  (B^  Bg)  e  (Cj  Cj)  sono  tali  che 
esiste  un  numero  razionale  positivo  a,  che  non  è  né  un  numero  B^.C^,  né  un 
numero  Bg.Cg,  questo  e  questo  solo  numero  razionale  positivo  rimane  escluso 
dalla  ripartizione  {fiS^^^'BjC^.  Abbiamo  dunque  (§.  II,  Def.  3»)  a=(Bi'Ci ,  Bg-C^). 
D'altra  parte  é  chiaro  che  se  i  numeri  ò  —  CB^Bg),  c^(Ci  C^)  sono  razionali,  il 
prodotto  h .  e  non  è  né  un  numero  B^  •  Cj ,  né  un  numero  Bg  •  Cj  ed  è  pure 
6c^(Bi'Ci  ,  BjCg)  e  quindi  h.c^.a.  Vediamo  cosi  che,  se  6  e  e  sono  numeri 
razionali  positivi  corrispondenti  a  due  ripartizioni  positive  di  Dedekind  (Bj  Cj) , 
(BgCg),  il  loro  prodotto  corrisponde  al  prodotto  di  queste  ripartizioni,  e  questa 
osservazione  ci  autorizza  a  dare  del  prodotto  di  due  numeri  reali  positivi  qua- 
lunque la  seguente 

Definizione  7.*  «  Si  dice  prodotto  di  due  numeri  reali  positivi  6  =  (B,  B,ì , 
«  c  =  (CiC2)  il  numero  reale  positivo  corrispondente  alla  ripartizione  di  Dede- 
«  kind  (Bj  •  Ci  ,  Bg  •  C,)  ». 

14.  Poiché  la  moltiplicazione  obbedisce  alla  legge  commutativa  nel  campo 
dei  numeri  razionali,  dalla  Definizione  7.&  risulta  che  essa  vi  obbedisce  altresì 
nel  campo  dei  numeri  reali  positivi. 

L'  analogia  delle  considerazioni  e  delle  dimostrazioni  testé  svolte  con  quelle 
svolte  a  proposito  della  addizione  nel  campo  dei  numeri  reali  é  tale  che  avremmo 
potuto  semplicemente  richiamarci  a  quelle.  Ometteremo  però,  per  brevità,  la  di- 
mostrazione di  due  semplici  teoremi  analoghi  ad  altri  dimostrati  sopra.  Cosi  si 
riconosce  facilmente  che 

€  Il  prodotto  di  due  numeri  reali  positivi,  dei  quali  uno  solo  sia  irrazionale, 
«  é  un  numero  irrazionale  ». 
Si  ha  di  più  il 

Teorema  9.o  «  Se  6  è  un  numcco  reale  positivo  qualunque,  è 

i  •  1  =  6  ». 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  affatto  analoga  a  quella  del  teorema  2<>. 
Teorema  lO.o  «  Se  6  ,  e  e  jf  sono  tre  numeri  reali  positivi  qualunque  ed  è 
«  gf  >  e ,  è  pure  6  •  ^  >  6  •  e  ». 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  é  perfettamente  analoga  a  quella  del 


Digitized  by 


Google 


)(  51  )( 

teorema  3.o  ;  ma  la  esporremo,  per  essere  il  teorema  stesso  di  importanza  fon* 
damentale. 

Siano 

Per  la  definizione  6.*  avremo 

6-c  =  (Bi-Ci  ,  B,-C,)    ,    6-/7^(Bi-Gi  ,  Bg-G,). 

Poiché  è  ^  >  e,  la  classe  G^  conterrà  quanti  sì  vogliono  numeri  della  classe  0^ 
Suppongasi  prima  il  numero  h  •  e  razionale  e  si  ponga  6  •  e  ^  p  •  Gj ,  il  numero 
Gì  appartenendo  alla  classe  Cj.  Poiché  il  prodotto  6  •  e  non  può  ridursi  alla  for- 
ma B,  •  C,  ed  essendo  Gj  s  C,  >  e,  non  può  essere  P  =  6,  il  numero  g  apparterrà 
alla  classe  B^.  Sarà  quindi  bc  =  B^  G^  <  hg.  Se  il  numero  h  •  e  non  è  razionale,  e 
quindi  ogni  numero  razionale  positivo  appartiene  alla  classe  Bj  *  C^  od  alla  classe 
B,  *  C, ,  siano  ^,  e  G^  >  g^  due  numeri  comuni  alle  classi  G^  e  Cg  ;  e  si  ponga 

—  =  p. 

9t 

Scelto  nella  classe  B|  *  C^  un  numero   qualunque   D ,  potremo  insieme  ad  esso 
considerare  nella  classe  Bj  •  G^  il  numero 

ed  essendo  C^  <  ^j   e  quindi  ^^  >  p  ,  avremo 

Dj  >  p  D. 

Se  il  numero  D^  appartiene  ancora  alla  classe  B^  *  C^ ,  collo  stesso  ragionamento 
si  dimostrerà  la  esistenza  di  un  numero  D^  della  classe  B^'G^  tale  che   si  avrà 

D,>pD,. 

Così  proseguendo  determineremo  successivamente  n  numeri  I^i ,  Dj  ,  .  . , ,  D^  , 
pei  quali  varranno  le  disuguaglianze 

Di>pD    ,    D,>pDi    ,    D3>pD,,...,D„>pD^.,, 
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n  essendo  un  numero  intiero  positivo  qualunque  ;  e  tali  di  più  che ,  se  uno  di 
essi  appartiene  alla  classe  B^'Cj ,  il  successivo  appartiene  alla  classe  BfG^.  Si  avrà 
quindi  la  disuguaglianza 

e  poiché,  essendo  p  >  1  ,  ì  numeri  p^  D  col  crescere  di  n  superano  ogni  numero 
razionale  scelto  ad  arbitrio,  e  in  particolare  un  numero  determinato,  ma  qualun- 
que, della  classe  B^'C^ ,  essi  non  potranno  appartenere  tutti  alla  classe  B^'Cp  Col 
metodo  indicato  incontreremo  dunque  un  primo  numero  D,^  appartenente  alla 
classe  Bg-Gj,,  mentre  il  numero  T>,^_^  sarà  comune  alle  due  classi  B, "Gì,  e  B^-C^; 
e  però  potremo  concludere  che  è  b,g  >  b.c. 

Teorema  ll.o  «  Se  w  è  un  numero  intiero  positivo  qualunque  e  e  è  un  nu- 
e  mero  reale  positivo  pure  qualunque,  il  prodotto  n.c  è  eguale  alla  somma  di  n 
m  addendi  eguali  a  e  ». 

Sia 


nS(BiB,)    ,     c  =  (CiC,) 


e  si  ponga 


e  +  e  +  e  +  .  .  .  +  e  =  (A^  Aj)    ,    n.c  =  (D,  D,). 
(n  volte) 

Dalla  Definizione  4.»  risulta  che  le  classi  A,  ed  A^  comprendono  rispettiva- 
mente i  numeri  n.C^  ed  n.Cj.  D'altra  parte  dalle  Definizioni  6.»  e  7.*  risulta  che 
la  classe  Dj  non  contiene  altri  numeri  razionali  positivi  che  i  numeri  Bj-Ci  ,  Bj  e 
C^  essendo  numeri  positivi  delle  rispettive  classi,  e  la  classe  D^  tutti  e  soltanto 
i  numeri  Bg  Cg.  E  poiché  tutti  i  numeri  B^  sono  minori  di  n  e  tutti  i  numeri  B^ 
maggiori  di  n ,  ogni  numero  positivo  della  classe  D^  sarà  minore  di  un  numero 
n.Cj  e  quindi  compreso,  come  questo,  nella  classe  A^ ,  ed  ogni  numero  D,  sarà 
maggiore  di  un  numero  n.C^  e  quindi  compreso  nella  classe  Ag.  Dunque  (§.  II) 
le  due  ripartizioni  ( A^  Ag)  e  (D^  Dg)  '  sono  identiche  e  si  ha 

e  +  e  4-  ...  4-  e  s  Ti.c. 
(n  volte) 

15.  Prodotto  di  più  numeri  reali.  Con  considerazioni  analoghe  a  quelle,  che  ci 
hanno  condotti  alle  Definizioni  3.»  e  4.»  si  giunge  pure  alle  definizioni  seguenti. 

Definizione  9.»  «  Se  (A,  Ag)  ,  (B^  Bgì .  .  .  (M,  Mg)  sono  n  ripartizioni  positive 
«  di  Dedekìnd,  anche  la  ripartizione  (A^  •  B^  •  C^  •  M^  ,  Ag  •  Bg  •  Cg  •  Mg)  è  una  ri- 
«  partizione  positiva  di  Dedekind.  Essa  si  chiama  prodotto  delle  n  ripartizioni 
«  considerate  ». 
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Definizione  10.»  «  Si  dice  prodotto  dì  più  numeri  reali  positivi  il   numero 

<  reale  positivo  corrispondente  alla  ripartizione  di  Dedekind  prodotto    delle  ri- 
«  partizioni  positive,  che  corrispondono  ai  fattori  ». 

Dalla  definizione  9.*  scende  senza  dilBftcoltà  che  la  moltiplicazione  dei  nu- 
meri reali  positivi  obbedisce  alla  legge  associativa,  poiché  questa  vige  pei  nu- 
meri razionali,  e  da  ciò  e  dal  teorema  9.o  scende  senza  difficoltà  la  dimostra- 
zione del  seguente 

Teorema  12.o  «  Il  prodotto  di  più  fattori  positivi  cresce  o  decresce  con  uno 
«  qualunque  di  essi,  purché  gli  altri  rimangano  fissi  o,  rispettivamente,  crescano 
«  0  decrescano  ». 

Definizione  11.»  «  Se  a  e  6  sono  numeri  reali  positivi  qualunque,  ed  a'  e  6' 

<  sono  1  numeri  negativi  ad  essi  opposti,  poniamo 

a.Os0.as0.a'  =  a'.OsO 
a.ft's(a.6)'    ,     a'.b'  =  a.b. 

Definizione  12.»  <  Il  prodotto  di  quanti  si  vogliono  fattori  reali,  di  cui  uno 

<  o  più  siano  eguali  a  0^  è  eguale  a  0  ». 

Definizione  13.»  «  Il  prodotto  di  più  fattori  reali  tutti  diversi  da  0  è  e- 
«  guale  al  prodotto  dei  loro  valori  assoluti  od  al  numero  ad  esso  opposto, 
«  secondo   che  è  pari  o  dispari  il   numero  dei  fattori   negativi,  che  ne  fanno 

<  parte.  » 

Dalle  definizioni  9»,  10»  e  13»  risulta  che  il  prodotto  di  più  fattori  reali  tutti 
diversi  da  0  è  esso  pure  diverso  da  0.  Ricordando  anche  la  Definizione  12»  ri- 
sulta quindi  dimostrato  il 

Teorema  13.»  «  Perchè  il  prodotto  di  più  fattori  reali  sia  eguale  a  0  è  ne- 

<  cessarlo  e  basta  che  sia  eguale  a  0  uno  dei  fattori  ». 

Dalle  Definizioni  date  sopra  risulta  senza  difficoltà  che  la  moltiplicazione 
obbedisce  alle  leggi  commutativa  ed  associativa  anche  nel  campo  dei  numeri 
reali.  Per  dimostrare  che  nello  stesso  campo  vige  anche  la  legge  distributiva  per 
la  moltiplicazione  combinata  colla  addizione,  consideriamo  dapprima  tre  numeri 
reali  positivi 

as(A,A,)    ,    63(BiB,)     ,     c^{C,C^): 
od  ifidichiamo   con   Aj(^)   ed  A,^^^  dei  numeri  qualunque  delle  classi  Aj  ed  Ag. 
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Avremo 

a.6  =  (Ai(o)Bi  ,  Aj<o).B,)    ,    a.c  =  (Ai.Ci  ,  A,.C,) 

6  +  e  s  (Bi  +  Ci  ,  Bg  +  Cg)    ,     (a}i-ac^  (Ai^^^Bi  f  A^Ci  ,  A,<<^)B,  +  A,C,) 

a(6  +  c)s|A,(B,  +  C,)    ,     A,(B,  +  C,)|. 

È  evidente  che  ogni  numero  della  classe  A2(B, +  Cj)  appartiene  alla  classe 
Ag^^J  Bj|  + Aj.Cg;  e  basta  quindi  dimostrare  (§.  II)  che  ogni  numero  di  questa 
classe  appartiene  anche  a  quella.  Ciò  è  evidente  se  è  Aj^^^^A,;  nel  caso  op- 
posto si  supponga,  per  esempio  A^^^^  >  A^  e,  posto  A^^®^  B^  =  Aj  B^^^^  il  numero 
Bg^®)  apparterrà  alla  classe  B,  perchè  maggiore  di  B,.  Avremo  quindi 

A,(o)  B,  +  Aj .  Cj  s  A,  (Ba^o)  -h  Cj). 
Abbiamo  cosi  dimostrata  per  questo  caso  la  identità 

poiché  risulta  dimostrata  la  identità  delle  ripartizioni  di  Dedekind  corrispondenti 
ai  numeri  a  (6  +  e)  ed  a .  6  +  a .  e. 

Se  uno  dei  numeri  a  ,b  j  e  si  suppone  eguale  a  0,  la  identità  stessa  risulta 
dal  diretto  confronto  dei  valori,  che  assumono  in  questo  caso  i  suoi  due  membri 
applicando  le  definizioni  già  date. 

Indicando  sempre  con  a  yb  ,  e  dei  numeri  positivi  si  consideri  il  prodotto 
a (6  +  e') ,  e  si  supponga  dapprima  b>  e  (♦).  Esisterà  (teorema  5.o)  un  numero 
X  determinato  dalla  equazione 

e  -h  a?  ^  6, 

e  questo  numero  sarà  positivo  perchè  risulta  aj  =  6  fc'  =  6  -e.  Per  quanto  si  è 
già  dimostrato  avremo  quindi 


(*)  Per  questo  e  pei  seguenti  casi  prendo  la  dimostrazione  della   legge  distri- 
butiva dal  Libro  di  Aritmetica  ed  Algebra  dol  Prof.  Paolo  Gazzanìga. 
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e  per  la  Definizione  11.»  avendosi  (tfc)'  =  a.c' 

a  (6  -h  e')  ^  a .  6  +  ac\ 

Analogamente ,  se  è  &  <  e ,  si  ponga 

6  +  ce  ^  e. 

Se  ne  trarrà  successivamente  x  =:  e  +  2»' 

cioè 

Analogamente  rappresentando  sempre  con  simboli  senza  apici  i  numeri  positivi, 
6i  ha 

a (6'  +  e')  =  a(6  +  e)'  =  I  a(6  -h  e)  I'  =  {ab  +  ac)'  =  a.V  +  a.c' 

a'  (6  +  e)  =  (a  (6  +  e))'  =  (a6  4-  ac)'  =  a'6  +  a'.c 

a' (6'  +  cQ  =  a(6  +  e)  =  oft  +  ac  =  a'  6'  +  a'  e'. 

16.  Numeri  reciproci.  —  Quoziente  di  due  numeri  reali. 
Se  (A|  Ag)  è  una  ripartizione  positiva  di  Dedekind,  tale  è  pure,  come  facil- 
mente si  riconosce,  la  ripartizione  (  t*  t~  )  • 

xAg  Aj/ 

Se  poniamo 


os(A.A.)    ,    a,-(l   1), 


poiché  il  numero  1  non  è  né  un  numero  A^  •  —,  né  un  numero  A, •  -r- ,   avre- 

mo  (Definizione  7.*) 

a .  a^  ^  1. 

Pel  teorema  9.0,  dato  il  numero  reale  positivo  a ,  non  può  esistere  air  infuori 
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del  numero  a^  altro  numero  tale  che  si  abbia  a.a^^l.  I numeri  a  ed  a^  legati 
da  questa  relazione  si  diranno  reciproci  fra  di  loro.  Se  ora  si  considerano  il  nu- 
mero a'  opposto  ad  a  ed  il  numero  «/  opposto  ad  a^  per  la  Definizione  11»  si  ha 

a' .  tti'  =  a .  a^  =  1  ; 

ed  è  facile  riconoscere,  che,  dato  il  numero  negativo  a',  nessun'altro  numero  al- 
l' infuori  di  a^'  gode  della  proprietà  espressa  da  questa  identità.  Anche  i  due 
numeri  a'  ed  a/  si  diranno  reciproci  fra  di  loro  e  si  potrà  enunciare  il  seguente 

Teorema  14.o  «  Per  ogni  numero  reale  e  diverso  da  0  a^AjAg)  esiste  uno 
<c  ed  un  solo  numero  a^  ad  esso  reciproco  cioè  tale  che  si  ha  a.  a^^  1.  Se  a 
«  è  positivo  ed  (A^  Ag)  e  la  ripartizione  positiva  di  Dedekind  ad  esso  corrispon- 

«  dente,  il  numero  a^  corrisponde  alla  ripartizione  positiva  di  Dedekind  (----). 

\Aj|  A^/ 

«  Se  a  è  negativo,  il  suo  reciproco  è  il  numero  opposto  al  reciproco  del  numero 

AC  opposto  ad  a  ». 

Se  con  una  lettera  si  designa  un  numero  reale  diverso  da  0,  colla  stessa 
lettera  munita  dell' indice  1^  se  a  questo  simbolo  non  viene  attribuito  esplicita- 
mente un'altro  significato,  si  designerà  il  numero  reciproco.  L'unità  essendo  re- 
ciproca a  sé  stessa,  dal  teorema  9o  segue  la  dimostrazione  del 

Teorema  15.o  «  Due  numeri  reali  positivi  reciproci ,  se  non  sono  amendue 
«  eguali  all'unità,  sono  l'uno  minore  e  l'altro  maggiore  di  1  ». 

Definizione  14.»  «  Se  a  e  &  sono  due  numeri  reali  qualunque,  di  cui  il  primo 
«  diverso  da  0,  si  chiama  quoziente  del  numero  b  (dividendo)  pel  numero  a 
«  (divisore)  il  prodotto  del  numero  b  pel  reciproco  di  a  ». 

Teorema  16.o  Se  a  e  6  sono  due  numeri  reali  qualunque,  di  cpi  il  primo  sia 
«  diverso  da  0 ,  la  equazione  a .  x  =  &  ammette  una  ed  una  sola  soluzione,  cioè 
«  la  soluzione  x  =  a^.b  ». 

Che  questo  valore  di  x  soddisfi  alla  equazione,  di  cui  si  tratta,  risulta  dalle 
identità  a  .  (oj .  6)  =  (a .  a^) .  ò  =  1 ,  6  =  6.  Per  dimostrare  che  la  equazione  stessa 
non  ammette  altra  soluzione  basta,  nel  caso  di  a  e  6  positivi ,  ricordare  il  teo- 
rema 90;  se  fosse  a  negativo  e  b  positivo,  conviene  osservare  che  i  numeri  a'.x 
e  b'  essendo  opposti  ai  numeri  ax  e  6,  la  equazione  ax=b  equivale  alla  a^x^Vj 
e  però,  se  a  e  6  sono  di  segni  opposti  si  può  sempre  supporre  a  positivo  e  b 
negativo.  In  questo  caso,  per  la  definizione  11»,  la  equazione  non  può  essere  sod- 
disfatta né  da  ac  =  0  né  da  aj  >  0  e,  per  a;  <  0  avendosi  ax^{a.  x')\  il  prodotto 
a .  X  cresce  o  decresce  (algebricamente)  con  x.  In  fine  se  a  e  6  sono  amendue 
negativi,  la  equazione  equivale  alla  a^x  =  b\  la  quale,  a'  e  V  essendo  positivi, 
ammette  una  sola  soluzione. 
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Corollario.  «  Se  a,6  e  e  sono  tre  numeri  reali  qualunque,  di  cui  il  primo 
«  diverso  da  0,  la  equazione  ax'\-h-c,  ammette  una  ed  una  sola  soluzione  cioè 
7>  la  soluzione  x^a^{c  -{'  b')  ». 

Per  la  dimostrazione  di  questo  corollario  basta  osservare  che  la  equazione, 
di  cui  si  tratta  ,  equivale  alla  a  .  x  =  e  +  6'. 


§IV. 

Elevamentc  a  potenza,  estrazion  di  radice  e  logaritmi 
nel  cannpo  dei  numeri  reali. 

17.  Elevamento  ad  un  esponente  intiero  e  positivo. 

Per  la  Definizione  10"  del  §  III,  se  w  è  un  numero  intiero  e  positivo  ed  a 
un  numero  reale  positivo,  pel  prodotto  di  m  fattori  eguali  ad  a,  che  si  chiama 
potenza  m**""**  di  a  e  si  indica  con  a"*,  si  ha  la  seguente 

Definizione  1.*  :  «  Se  (A^  Ag)  è  una  ripartizione  positiva  di  Dedekind  e  con 
«  Ai^^J,  A,^*^, .  .  .  Ai^*"^  si  indicano  m  numeri  distinti  o  no  della  classe  A^ ,  con 
«  A^^^\  -^2^^^  •  •  •  Aj^'"^  m  numeri  distinti  o  no  della  classe  A^ ,  anche  la  riparti- 
«  zione  (Aj^^^Ai^*^  . . .  A,<"*>  ,  A^^^^  A^^^^  .  . .  A^^*^))  è  una  ripartizione  positiva  di 
«  Dedekind.  Se  è  a^^A^  A^),  si  ha 

a^^s  (Ai(i).  Aj^»^  .  .  .  Aj^"»)     ,    Aj(*)  AjW  .  .  .  A^^^^O-  » 

Da  questa  e  dalla  Definizione  3»*^'  del  §  II  scende  poi  il 
Teorema  l.o  :  «  Se  m  è  un  numero  intiero  e  positivo  ed  a  un  numero  reale 
«  positivo  qualunque,  il  numero  a^  è  razionale,  se  dalla  corrispondente  riparti- 
le zione  di  Dedekind  resta  escluso  un  numero  &;  ed  in  questo  caso  soltanto.  Si 
«  ha  allora  a"*  ^6.  » 

Avendo  presente,  assieme  al  teorema  precedente,  il  teorema  ll.o  del  §.  HI, 
si  dimostra  il 

Teorema  2.o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  positivo,  ed  m  un  numero  intiero 
«  pure  positivo,  il  numero  a"^  cresce  o  decresce  assieme  al  numero  a  ed  è  mi- 
<  nore,  eguale  o  maggiore  di  1  assieme  ad  a.  » 

Dalla  Definizione  13.^  del  §.  Ili  segue  pure  il 

Teorema  8.o  :  «  Se  a'  è  un  numero  reale  negativo  ed  et  è  il  suo  opposto  si 
«  ha  a'^^^a"^  per  m  pari,  a*"^^{a^y  per  m  dispari.  » 

18.  Estrazion  di  radice  dai  numeri  reali. 

Jjemma.  ^  Se  m  è  un  numero  intiero  e  positivo  e  ,^  ed  e  sono  due  numeri 
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«  razionali  positivi  qualunque,  esiste  sempre  un  numero  razionale  {J^  >  p  e  tale 
«  che  si  ha  fi^"^  —  fi'^<£.  » 
Si  pon^a 

0  essendo  un  numero  razionale  positivo  da  scegliere  opportunamente.  Si  avrà 
Supponendo  8  <  1 ,  sarà  fi  <  fii<  fi  +  l  e  quindi 

fij^-fi"^  <mò{fi  -^  ir^s 

e  perchè  risulti  fi^^  — .  /S*"  <  e  basterà  ancora  scegliere 


0  < 


m(fi  +  iy 


Sia  ora  a  ^  (Aj  Ag)  un  numero  reale  positivo  ed  m  un  numero  intiero  e  po- 
sitivo, e  si  attribuiscano  ad  una  prima  classe  B^  tutti  i  numeri  razionali  positivi, 
la  cui  potenza  w""**  appartiene  alla  classe  A^;  e  ad  una  seconda  classe  B^  tutti 
i  numeri  razionali  positivi ,  la  cui  potenza  w*'"*''  appartiene  alla  classe  A^.  La 
ripartizione  (B^B^)  sarà  una  ripartizione  positiva  di  Dedekind,  perchè  tale  che 
ogni  numero  razionale  positivo,  uno  al  più  eccettuato,  trova  posto  nella  classe 
Bi  0  nella  classe  Bg,  e  perchè  pel  teorema  2.o  è  pure  soddisfatta  la  pi'oprletà 
B).  Per  dimostrare  che  essa  gode  altresì  della  proprietà  C)  basta  osservare  che, 
se  /3  è  un  numero  razionale  positivo  tale  che  si  abbia  (i"^^A^,  ed  A/^>  è  un 
numero  della  classe  A^  maggiore  di  A^ ,  pel  lemma  precedente  esiste  un  numero 
razionale  fi^^  tale  che  è  A^  <  fij^'^  <  A^W.  Pel  teorema  2.o  il  numero  fi^ ,  che  ap- 
partiene evidentemente  alla  classe  B^ ,  è  maggiore  dì  fi  e  quindi  la  classe  Bj  non 
ha  massimo.  Analogamente  si  dimostra  che  la  classe  B,  non  ha  minimo. 

È  evidente  che  dalla  ripartizione  (Bj  Bg)  non  può  restare  escluso  alcun  nu- 
mero razionale,  se  il  numero  proposto  a  non  è  razionale,  poiché  soltanto  in  questo 
caso  dalla  ripartizione  (Aj  Ag)  resta  escluso  un  numero  razionale ,  che  è  preci- 
samente il  numero  a.  E  pure  evidente  che,  se  il  numero  a  è  razionale ,  il  solo 
caso,  in  cui  dalla  ripartizione  (B^  Bg)  resta  escluso  un  numero  razionale  è  quel- 
lo ,  in  cui  esisto  un  numero  razionale  positivo  b  tale  che  sia  b'^^a]  nel  qual 
caso  si  avrà  &^(B^Bg).  Se  dunque  il  numero  a  è  la  potenza  m"""'*  di  un  nu* 
mero  razionale  positivo  6,  questo  numero  corrisponde  precisamente  alla  ripar» 
tizione  (B^Bg);  e  possiamo  quindi  in  generale  stabilirò  la  seguente 
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Definizione  :  «  Se  a  =  (Aj  A^)  è  un  numero  reale  positivo  qualunque,  ed  m 
«  un  numero  intiero  positivo,  si  dirà  radice  m***"**  positiva  del  numero  a  il  nu- 
«  mero  reale  corrispondente  alla  ripartizione  positiva  di  Dedekind  ottenuta  at- 
<  tribuendo  ad  una  classe  B^  tutti  i  numeri  razionali  positivi,  le  cui  potenze 
«  m*'"**  appartengono  alla  classe  A^,  e  ad  una  classe  B^  tutti  i  numeri  razionali 
«  positivi,  la  cui  potenza  m""*"  appartiene  alla  classe  Aa^  » 

Dimostrerò  ora  in  generale  il  seguente  teorema,  che  dalle  considerazioni 
fatte  sopra  risulta  dimostrato  nel  caso  che  il  numero  a  sia  eguale  alla  potenza 
m"*"*  di  un  numero  razionale. 

Teorema  3.o  :  «  Se  w  è  un  numero  intiero  positivo  qualunque  ed  a  un  nu- 
«  mero  reale  positivo,  pure  qualunque,  esiste  un  solo  numero  reale  positivo  b 
«  tale  che  si  ha  ò***  ^  a.  Questo  numero  è  la  rodico  m**'""  positiva  del  numero  a.  » 

Che  non  possano  esistere  due  numeri  reali  positivi  tali  che  si  abbia  &*"^a, 
risulta  dal  teorema  2.o  :  che  poi  tale  sia  la  radice  m*""**  positiva  del  numero  a 
si  dimostra  nel  modo  seguente.  Sia  b  ^  (B^  B^)  la  radice  m"'""  positiva  del  nu- 
mero a,  e  si  ponga 

Ò-  =  (C,C,). 

Se  Cj  e  Cg  sono  due  numeri  arbitrari  delle  rispettive  classi,  per  quanto  si  ò 
visto  sopra ,  sarà 

Ci  =  B/^)  Bi(«)  .  .  .  Bi W     ,    C2  =  Bg^i)  B2<2)  .  .  .  B^m  , 

i  numeri  Bi<*^,B,<*>...Bit'*)  appartenendo  alla  classe  B^,  ed  i  numeri  B2(^),Bjj(*)...B2("'^ 
appartenendo  alla  classe  B^.  Se  B^  è  il  massimo  tra  i  primi  e  Bg  il  minimo  tra 
i  secondi,  avremo 

Cj  <  Bj*"    ,    Cg  >  Bg    , 

e  poiché,  se  è  a  =  (A^  A^),  i  numeri  B^***  e  B,*^  appartengono  tutti  rispettivamente 
alle  classi  Aj  ed  Ag ,  alla  classe  A^  apparterrà  ogni  numero  Cj ,  ed  alla  classe 
A2  ogni  numero  C,;  e  sarà  quindi  6***^  a. 

Dalla  Definizione  13.»  del  §.  Ili  e  dal  teorema  precedente  scendono  poi  i 
teoremi ,  che  seguono. 

Teorema  4.o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  e  positivo  ed  m  è  un  numero  di- 
«  sparì,  esiste  un  solo  numero  reale,  che  soddisfa  alia  equazione  a:"*=a  ;  e  questo 
«  numero  è  la  radice  w""*"  positivo  del  numero  a.  Se  in  vece  m  è  pari,  la  stessa 
«  equazione  è  soddisfatta  da  due  soli  numeri  reali,  cioè  dalla  radice  m*^*""  po- 
«  sitiva  del  numero  a  e  dal  numero  ad  essa  opposto.  » 

Teorema  5.®:  «  Se  a  ò  un  numero  reale  negativo  ed  m  un  numero  intiero 
«  positivo,  per  m  dispari  esiste  un  solo  numero  reale,  che  soddisfa  alla  equazione 
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«  a5*  =  a ,  e  qaesto  numero  è  la  radice  m*'**  positiva  del  numero  opposto  ad  a: 
€  per  tn  parì^  non  esiste  alcun  numero  reale,  che  soddisfi  a  quella  equazione.  > 

Si  chiama  radice  m*'**  di  un  numero  a  e  si  indica  col  simbolo  ^Ja  ogni  na- 

mero,  il  quale  soddisfi  alla  equazione  a;"*=a.  Dunque  la  *Ja  ha  due  valori  reali 
opposti  per  a  positivo  ed  m  pari,  un  solo  valore  reale,  e  questo  positivo,  per  a 
positivo  ed  m  dispari  ;  un  solo  valore  reale,  e  questo  negativo ,  per  a  neorativo 
ed  m  dispari  e  nessun  valore  reale  per  a  negativo  ed  m  pari.  Però  nel  seguito 

di  questo  paragrafo  ,  con  *Ja  ,  a  essendo  un  numero  positivo,  si  designerà  sempre 
la  radice  m*^"*^  positiva  del  numero  a, 

19.  Potenze  negative  e  fratte  dei  numeri  positivi. 

Da  quanto  si  è  dimostrato  sopra  risulta,  che,  se  a  e  &  sono  due  numeri  reali 
positivi,  ed  m  è  un  numero  intiero  pure  positivo ,  dalla  identità  a*"  —  ò"*  scende 
la  a  =  b.  Da  questa  osservazione  segue 

J  .o  Che,  se  71  è  un  numero  intiero  e  positivo  qualunque  ed  a  e  6  sono  due 
numeri  reali  e  positivi  pure  qualunque,  si  ha 


n  n  n 


e  quindi 

(  V"^)  =  V^. 

e ,  se  con  m  si  rappresenta  ancora  un  numero  intiero  e  positivo  qualunque , 

(n        \«*      n 

2.0  Che,  se  anche  ^  è  un  numero  intiero  e  positivo,  è 

n     

./P «P 

VVa  ^  Va. 
Dallo  due  identità  ora  stabilite  scendono  le 

n 
/  ni>_\  ^np        tip /  -  n     _        /  „  _\  m 
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Ne  segue  che  il  numero  positivo 


non  cambia  valore,  se  si  moltiplicano  contemporaneamente  m  ed  n  per  uno  stesso 
numero  intiero  e  positivo  p.  Esso  dipende  dunque,  oltre  che  da  a,  dal  solo  quo- 
ziente — .  Questa  osservazione  combinata  coU'altra  che  il  numero,  di  cui  si  tratta, 
nel  caso  di  n  =  1 ,  si  designa  con  a^ ,  ci  permette  di  designare  in  generale  il 
numero  stesso  col  simbolo  a"  y  cioè  di  porre 


stabilendo  cosi  il  significato  del  simbolo  a!^  per  qualunque  valore  razionale  e 
positivo  deiresponente  p. 

Per  stabilire  il  significato  dello  stesso  simbolo,  sempre  che  a  sia  un  numero 
reale  positivo  qualunque,  per  ogni  altro  valore  razionale  di  p  porremo 

1.0  a<>  =  l. 

2.0  Se  p  è  un  numero  razionale  negativo 


iP^a^^\ 


a''  =  a. 


Se  a  e  ò  sono  due  numeri  reali  positivi  qualunque,  ep  è  un  numero  razio- 
nale qualunque  come  conseguenza  immediata  dei  significati  ora  stabiliti  pel  sim- 
bolo a^  nei  diversi  casi  si  ottiene  facilmente  la  identità  a**  •6''  =  (a  •6)'*.  Se  in 
questa  si  suppone  ò  =  a,  si  trova  a^'aj^'sl,  e  ne  risulta  che  i  numeri  aP  ed  a^^ 
sono  reciproci.  Si  dimostrerà  ora  il  seguente 

Teorema  6.o  :  <  Se  a  è  un  numero  positivo  qualunque,  e  &  e  e  sono  due  nu- 
€  meri  razionali  pure  qualunque,  è 

a^'aP  =  a^.    » 

Se  si  indicano  con  p ^q^r ^s  dei  numeri  intieri  e  positivi ,  dovremo  consi- 
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dorare  i  casi  seguenti 


1.0  b=      ^      ,     c=      — 


p  r 

q  S 


3.0                       6=      i?-     ,  c  =  — —  (essendo  —<—) 

q  s  \                   8  -  q  J 

4.0  6=:      ^     ,      c^ (  essendo —  > —  ). 

q  8  \                8        q  ) 

Per  ognuno  di  questi  casi  la  dimostrazione  del  teorema  risulta  rispettiva- 
mente dalle  identità  seguenti 

p      T         p8      rq  ps^-qr        P  i''i 


«• tf» ^«^ 


+  - 


1.0      a^.a^^a^Va^^EEv/Ó^.V^eV^^^^a    ^*    sa^      ' 


p        r 


r         p      r         p_^r         ^(P^H^ 
8  q       8  Q       8  ^q      8/ 


q  8  q       8  q       8  ^q 


p        r       p      r       p  r  r        p  r      r       p  r 

3.0      a   *a     ^=za   'a^=:ia        (^  •  c^i)   ^cl        (1}  =a 

p        r  T        p  r  p     p    r 

A  r.        ?         *_*         ?  8  q      q    8 

Teorema  7.o  :  «  Se  n  è  un  numero  positivo  qualunque  e  6  ,  e  sono  due  nu- 
«  meri  razionali  pure  qualunque ,  è 

Indicando  ancora  con  p  )  q  ,  r  ,  s  dei  numeri  intieri  positivi,  saranno  da  di- 
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stin^uere  i  quattro  casi  seguenti 

1.0  5=      ^         c=      — 

q  8 

8.0  b=     ^    ,     c  =  -  — 

q  8 

corrispondentemente  ai  quali  la  dimostrazione  del  teorema  risalterà  dalle  identità 

I  

p  P  ^        j  pi" 

p         p  p  T  p  r        p  r  p      T 

2.0      a   ^==:a,^     ;      Va  ^J    ^\a^J  sai        =a 

^      r  p  r         P^       P         ''* 

3.0      (o«)''  ^  (a,^ j*  =  a,^  s  «^  ^  "  ' . 


I?      r  pr        p   r  p  r 

8 


4.0      (a"^)"' s  {a^^T'^a,'''  s a«' '  ^  a'^ 


Teorema  8.o  «  Se  a  è  un  numero  reale  positivo  qualunque,  ed  r  un  numero 
«  razionale  pure  qualunque,  il  numero  a^  è  sempre  eguale  ad  1  per  a  =  I ,  e 
«  cresce  o  decresce  con  r,  secondo  che  è  a  >  1,  ovvero  a  <  1.  > 

Risulta  dal  teorema  2.o  che  ogni  numero  reale  e  positivo  a  elevato  ad  un 
esponente  intiero  e  positivo  n  dà  per  risultato  un  numero  <  1 ,  =  1  ovvero  >  1 
assieme  con  a.  Ne  segue  che,  se  n  è  un  numero  intiero  e  positivo  qualunque  ; 

yja  è  essa  pure  minore  ;  eguale  o  maggiore  di  1  assieme  ad  a;  e  in  fine  che; 

se  fcsr-  è  un  esponente  razionale  positivo,  è  a*  minore,  eguale  o  maggiore  di 

1  assieme  ad  a,  essendo  a'^s  Va^  So  poi  r  è  un  esponente  razionale  qualunque, 
ed  ?l  è  un  esponente  razionale  positivo,  avendosi  pel  teorema  6.o  a'"+*  =  a''«a*, 
sarft  a'*'^'*  >  a'' ,  a^"^^  fe  à^ ,  a^'^^  <  a*" ,  secondo  che  è  a  >  1 ,  a  B  1  ovvero  a  <  1# 
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Teorema  9.o  «  Se  a  ed  a  sono  due  numeri  reali  positìyi  qualunque  eòe 
«  un  numero  razionale  pure  qualunque,  si  ha 

Il  teorema  è  evidente  per  &  =  0.  Indicando  con  2?  e  ^^  dei  numeri  intieri  e 
positivi;  restano  quindi  da  considerare  i  casi  seguenti 

1.0         6=     ^ 
Q 

2.0  ft  =  _^ 

pei  quali  la  dimostrazione  del  teorema  risulta  rispettivamente  dalle  identità  se- 
guenti 

p  p     p 

^p  P         P     P       ^P      JP 

{a'd)  ^^(a^'a^y  ^  a^   'a^^^^a      -a     . 

Corollario  :  «  Se  o,  ,  cr^  ,  . . .  a,^  sono  n  numeri  reali  positivi  qualunque  e  b 
«  è  un  numero  razionale  pure  qualunque  si  ha 

(«i-a^  .  .  .  aj^  —  a^^-aj" .  .  .  aj".  » 

20.  Potenze  irrazionali  dei  numeri  positivi. 

Lemma  l.o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  maggiore  di  1,  si  può  sempre  deter- 
ge terminare  un  esponente  intiero  e  positivo  n  tale  che  il  numero  a**  risulti  mag- 
ic giore  di  un  numero  arbitrario.  » 

Si  sommino  membro  a  membro  la  identità 


e  le  disuguaglianze 


asH-(a-l) 

a^'-a  >  a  —  1 
o*  —  a'  >  a  —  1 
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BOLLETTINO 


DI 


STORIA  E  BIBLIOGRAFIA  MATEMATICA 
(Sngemeito  al  Giornale  ti  latematlclie  il  Battaiilliil) 

PUBBLICATO   PER  CURA 

del   Prof.   GINO   LORIA 


Num.  1. 


Gennajo  e  Febbrajo  1897 


DI  ALCUNI  NUOVI  DOCUMENTI 
RELATIVI  A  J.  Steiner 

DI 

Gino   Loria 


Fra  i  grandi  matematici  del  secolo  no- 
stro nessuno  quanto  J.  Steiner  è  capace 
di  destare  la  curiosità  dì  essere  intima- 
mente conosciuto  f  e  forse  nessuno  quanto 
lui  rimase  sinora  avvolto  in  una  luce  di  mi- 
stero. La  lettura  delle  sue  opere,  ove  ad 
ogni  pie  sospinto  s' incontrano  gli  enun- 
ciati di  proposizioni  bellissime,  ma  senza 
dimostrazione,  fa  sorgere  spontaneo  e  ga- 
gliardo il  desiderio  di  sapere  per  quale 
via  egli  giunse  a  scoprirle,  con  quali  ar- 
gomentazioni egli  ne  assodava  le  verità  : 
come  già  per  Archimede,  fra  gli  antichi, 
per  Fermat,  tra  i  moderni,  si  vorrebbe  sol- 
levare il  velo  fittissimo  dietro  a  cui  egli 
nascose  i  potenti  metodi  di  indagine  dei 
quali ,  in  parte  almeno ,  il  pubblico  co- 
nobbe i  risultati.  D'altronde  dalla  Com- 
memorazione  maestrevolmente  scritta  dal 
Oeiser  (  e  che  a  noi  italiani  è  nota  gra- 
zie alla  buona  traduzione  che  '  ne  pub- 
blicò il  Casorati  nel  Voi.  VII  degli  An- 
nali di  Matematica)  balza  fuori  una  figura 
di  uomo  e  di  scienziato ,  cosi  originale, 
cosi  piena  di  chiaro-scuri ,  che  si  prova 


dolore  a  non  conoscere  perfettamente  quel- 
Teroe  dell'  umano  pensiero  e  vien  fatto 
naturalmente  di  chiedere  notizie  più  par- 
ticolareggiate che  valgano  a  lumeggiarlo 
completamente. 

Ma  tale  domanda  rimase  per  molto  tem- 
po insoddisfatta  :  che,  io  credo,  nel  quarto 
di  secolo  che  ormai  conta  V Elogio  del  Gei- 
ser,  altri  contributi  non  siano  stati  dati 
alla  biografìa  di  Steiner  che  le  poche  li- 
nee che  R.  Wolf  gli  dedicò  nelle  sue  No- 
tizen  ziir  schw,  Kulturgeschichte  (Viertel- 
jahrsschrift  der  naturf.  Gesell.  in  Zlirich, 
XV  Jahrg.,  1880,  p.  215  e  313).  Le  infor- 
mazioni ivi  somministrate  concernono  prin- 
cipalmente i  rapporti  fra  Steiner  e  Jacobi 
e  confermano  dì  quanta  utilità  questi  sia 
stato  a  quello.  "  Jacobi,  —  cosi  scrive  il 
Wolf —  che  studiava  appunto  a  Berlino, 
leggeva  moltissimo,  e  comunicava  a  Stei- 
ner quelle  proposizioni  che  maggiormente 
lo  colpivano,  fra  le  altre  gli  fece  conoscere 
due  teoremi  di  Pappo.  Questi  in  principio 
produssero  in  Steiner  grande  scoramento , 
perchè  tutta  la  sua  arte  non  arrivava  a 
scioglierli.  Ma  dopo  molto  lavoro  vi  riu- 
sci, la  criniera  si  rialzò  (come  egli  si  e- 
sprimeva)  ed  egli  si  diresse  verso  nuove 
scoperte  „.  Jacobi  fu  poi  per  Steiner  anche 
di  inapprezzabile  ajuto  perchè  possedeva 
queirabilità  nel  calcolo  che  a  questi  faceva 
completamente  difetto.  "  Questa  virtuosità 
indusse  Steiner  a  lasciare  al  suo  amico 
tutte  le  calcolazioni,  mentre  egli  stesso  si 
dedicava  con  fervore  a  scoperte  geometri- 
che ,  le  quali   si   succedevano   con   tanta 
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abbondanza  che  egli  era  in  grado  di  co- 
municare ogni  giorno  a  Jacobi,  quando  lo 
andava  a  prendere  per  passeggiare,  parec- 
chie nuove  proposizioni  di  geometria. 
Tormentato  dalla  curiosità  di  sapere  se 
avesse  fatto  effettivamente  delle  scoperte, 
egli  si  rivolse  a  Dirksen  e  Griison,  pro- 
fessori di  matematica  a  Berlino.  Questi 
credeva  di  avere  letto  in  "  Gergonne  „ 
qualche  cosa  di  simile  e  quando  Steiner 
prese  in  mano  tale  periodico  vi  trovò,  con 
suo  grande  avvilimento ,  tutti  ì  proprii 
teoremi.  Ciò  lo  abbattè  per  parecchi  gior- 
ni, sinché  finalmente,  dopo  un  riscontro 
più  accurato  con  queir  opera ,  trovò  a- 
vere  egli  dimostrate  parecchie  di  quelle 
proposizioni  meglio  e  con  maggior  gene- 
ralità. Allora  la  criniera  si  rialzò  di  nuovo 
«d  egli  estese  le  proprie  ricerche  allo  spa- 
zio ;  ma  ancora  una  volta  egli  doveva  ve- 
nire avvilito;  quando  cioè  Jacobi  ritornò 
da  Postdam,  sua  patria,  colla  notizia  di  a- 
vere  letto  l'annuncio  di  un'opera  di  Ponce- 
let  nella  quale  dovevano  essere  consegnate 
analoghe  investigazioni.  Per  lungo  tempo 
Steiner  non  riusci  ad  avere  questo  libro; 
finalmente  col  cuore  palpitante  andò  dal 
consigliere  segreto  Creile ,  da  lui  ebbe 
quanto  bramava  ed  in  pari  tempo  fece  la 
conoscenza  del  futuro  fondatore  del  Jour- 
nal far  Mathematik.  Troppo  agitato  per 
poter  leggere  quelT  opera ,  Steiner  corse 
subito  da  Jacobi,  che  gliela  tradusse  frase 
per  frase  —  erano  tutte  le  sue  proposi- 
zioni ed  altre. ancora.  Dopo  un  lungo  pe- 
riodo di  prostrazione  egli  risorse ,  si  ri- 
volse nuovamente  ai  fondamenti  della  sua 
dottrina,  rivoltò  la  cosa  da  tutti  i  lati,  « 
giunse  finalmente  ai  suoi  fasci  di  raggi, 
che ,  per  suo  suggerimento  ,  ebbero  pre- 
sto il  nome  di  macchina  a  vapore  di  Stei- 
ner. Ora  egli  non  temeva  più  i  francesi. „ 

(continua) 

Beoensioni  ed  Annanzi. 

"  Lezioni  di  Geometria  intrinseca  „  per 
Ernesto  Cesano,  prof,  ordin.  della  R. 
Università  di  Napoli. — Napoli ,  presso 
r  Autore-editore  ,  Via  Sapienza ,  29  — 
1896,  80  grande,  p.  264. 

I  lettori    del  Bollettino    sanno    che    il 
prof.   Cesàro   in  molti   pregevoli    articoli 


delle  NouveUes  Annales  de  MathématigueSy 
di  Mathésis  e  della  Rivista  di  Matematica 
ha  mostrato  in  qual  modo  si  potessero 
determinare  tutte  le  più  cospicue  pro- 
prietà di  una  curva  piana  rappresentata 
da  un'  equazione  tra  il  raggio  di  curva- 
tura p  e  l'arco  s ,  colmando  cosi  una  la- 
cuna esistente  nella  geometrìa  differen- 
ziale piana  e  mettendo  in  luce  1'  alto  va- 
lore della  geometria  intrinseca.  A  riassu- 
mere e  metodicamente  esporre  le  conclusio- 
ni a  cui  egli  pervenne  sono  destinate  le 
prime  cinque  fra  le  Lezioni  alle  quali  è 
consacrato  il  presente  articolo.  Delle  quali 
le  prime  due  contengono  gli  elementi  per 
una  discussione  di  una  curva  piana  rap- 
presentata da  un'  equazione  tra  p  e  «  , 
stabiliti  con  considerazioni  cinematiche 
che  ricordano  quelle  che  il  Darboux 
adoperò  nell'  esordio  delle  sue  Legoìis 
sur  la  théorie  des  surfaces.  Come  si  ap- 
plichino i  metodi  insegnati  si  apprende 
dalla  lezione  successiva  ,  ove  col  loro 
mezzo  sono  studiate  alcune  curve  notevoli 
(coniche,  ovali  di  Cassini,  curve  di  Ribau- 
cour,  spirali  sinusoidi,  ecc.);  in  quale  mo- 
do si  trattino  le  quistioni  di  contatto  0  di 
osculazione  si  rileva  dalla  IV  lezione;  co- 
me si  possano  studiare  le  curve  che  i  fran- 
cesi chiamano  roulettes  (1)  dalla  seguente, 
ove  s'incontrano  altre  curve  particolari  no- 
tevoli. 

Arrestiamoci  qui  un  momento  per  con- 
statare come  il  Cesàro  abbia  con  queste 
cinque  lezioni  dimostrato  quanto  fecondo 
sia  il  metodo  da  lui  adoperato.  Non  solo 
nuovi  elementi  singolari  delle  curve  ven- 
gono da  esso  messi  in  luce  (ad  esempio  i 
punti  assintotici,  gli  invarianti  di  una  fa- 
miglia di  curve,  ecc.)  ma  ancora  nuove  cur- 
ve notevoli  vengono  da  esso  rivelate.Del  re- 
sto ciò  potevasi  prevedere;  ogni  nuovo  si- 
stema di  coordinate  conduce  a  nuove  classi 
di  curve,  quando  tali  coordinate  si  sosti- 
tuiscono ad  altre  note  in  equazioni  già  sta. 


(1)  L^  A.  le  designa  col  nome  di  nUleite  che 
ò  da  augurare  non  venga  addottato  in  Italia; 
non  é  assai  miglior  consiglio  1*  esumare  il 
nome  con  cui  Boberval  designava  la  cicloide, 
adoperarlo  in  un  senso  più  lato,  e  chiamare 
trocoidi  (da  rpoxoS^ruota)  tutte  le  curve  che 
nascono  dal  rotolare  di  una  curva  su  di 
un'  altra  ? 


Digitized  by 


Google 


)(3)( 


diate:  la  spirale  iperbolica,  la  spirale  pa- 
rabolica, ecc....  ebbero  appunto  tale  origi- 
ne quando  accanto  alle  coordinate  carte- 
siane s' introdussero  quelle  polari  ;  ogni 
nuovo  sistema  di  coordinate  permette  poi 
in  molti  casi  di  ottenere  da  una  famiglia 
di  curve  (serie  di  od^  curve)  una  trihii  di 
<iurve  (serie  dioo^  famiglie)  col  fare  com- 
parire nella  equazione  di  una  qualunque 
di  tali  curve  due  parametri  invece  di  uno. 
Applicando  tacitamente  questi  procedimenti 
di  scoperta  il  Cesare  ottiene  dairiperbole 
4cy  =  a*  la  clotoide  (1)  so  =  a^\  dalla  trat- 


11! 
=  a    Ve'*-!  le 


trice    p 


paeudotrattrici 


■p  =  ka  ^C  — i;  dalla  cardioide  ordinaria 
le  cardioidi  stellate  s^  4-  n^g^  =  cost.;  dal- 
la cicloide  «*  +  pr*  =  a*  le  pseudocicloidi 
^2  —  p2  ±  a*  ecc.  Teoricamente  i  metodi  del 
Cesare  sono  applicabili  a  tutte  le  curve 
piane  ;  ma  in  pratica  non  converrà  ser- 
virsene in  ogni  caso,  che  alcune  curve  il 
'Cui  studio  è  facile  e  che  sono  famigliari 
a  tutti,  sono  recalcitranti  a  lasciarsi  ma- 
neggiare dalla  geometria  intrinseca;  valga 
per  tutte  l'esempio  delle  modeste  coniche, 
le  quali,  mentre  con  tanta  docilità  rivela- 
no le  loro  più  recondite  qualità,  se  ven- 
gono contemplate  col  microscopio  dell'  a- 
nalista  o  col  telescopio  del  geometra  pu- 
ro, esigono  per  essere  studiate  mediante 
la  geometria  intrinseca  le  risorse  dell'  a- 
nalisi  più  raffinata. 

Esaurita  cosi  l'esposizione  e  l' illustra- 
zione dell'  analisi  intrinseca  delle  curve  a 


(1)  Il  primo  cenno  a  noi  noto  di  questa 
-curya  si  trova  in  un  frammento  postumo  di 
Giacomo  BernouUi  intitolato  Invenire  curvam, 
cujus  curvedo  in  singuliè  punctis  est  proportio- 
nale  longitudine  arcus;  id  e»t,  quae  ab  appenao 
pondera  flectitur  in  rectam  {Jacobi  BernouUi  Ba- 
sileensis  Operoj  Genova  1744,  T.  II,  p.  1084)  — 
riguardo  al  quale  frammento  l'editore  osser- 
va: **  hano  identitatem  non  inveni  demonstra- 
tam  n,  altri  decida  se  essa  sussiste.  Più  di  un 
secolo  dopo  la  curva  stessa  servi  ad  A.  Gomu 
«d  interpretare  i  fenomeni  di  diffrazione  (v. 
Ck)mptes  rendus,  T.LXXVIII,  1864  p.  118-117); 
egli  ne  scoperse  i  due  punti  asintotici  ed  il 
flesso.  Ma  le  più  cospicue  proprietà  della  cur- 
va vennero  scoperte  dal  Gesàro,  al  quale  la 
«urva  deve  anche  il  nome  che  è  destinata  a 
conservare. 


semplice  curvatura,  il  nostro  A.  la  com- 
pleta mediante  un  capitolo  sui  baricentri 
(nel  quale  va  notato  una  costruzione  ge- 
nerale di  tali  punti)  e  quindi  si  arresta 
ancora  nel  piano  per  stabilire  gli  elementi 
del  metodo  delle  coordinate  baricentriche, 
metodo  che  dagli  espositori  precedenti  non 
erasi  spinto  sino  a  raggiungere  i  temi  che 
compongono  le  applicazioni  geometriche 
del  calcolo  infinitesimale  :  come  si  possa 
servirsene  emerge  dalle  applicazioni  alle 
coniche,  alle  curve  triangolari  simmetriche 
ed  alle  anarmoniche.  Dopo  questa  digres- 
sione, l'A.  rientra  nel  proprio  campo  dedi- 
cando l'VIII  delle  sue  Lezioni  ai  sistemi 
di  curve  piane,  preparandosi  in  tal  modo 
il  materiale  per  ricerche  ulteriori,  e  sta- 
bilendo delle  formole  che  più  tardi  ver- 
ranno generalizzate;  notevole  è  il  sistema 
di  curve  che  nascono  considerando  i  bari- 
centri degli  00*  archi  di  una  curva  piana, 
sistema  che  il  Cesare  ha  prima  di  qualun- 
que altro  studiato. 

(continua)  G.  Loria. 

P.  Mansion.  Premiers  principes  de  la  me- 
tageometrie ou  geometrie  generale.    Pa- 
ris, Gauthier-Villars  1896.  S^  gr.  p.  46. 
Ecco  gli  argomenti  di  queste  interessan- 
ti conferenze  tenute  a  Louvain  lo  scorso 
anno  : 

I.  Preliminari.  IL  Schizzo  storico.  HI. 
Definizioni.  I  primi  quattro  postulati.  IV.  I 
postulati  quinto  e  sesto.  Le  tre  geometrie. 
V.  Ventisei  proposizioni  elementari  comuni 
alle  tre  geometrie.  VI.  Proposizioni  comu- 
ni alla  geometria  di  Euclide  ed  a  quella 
di  Lobaschefsfcy.  VII.  Proposizioni  che  ca- 
ratterizzano queste  due  geometrie.  VIII. 
Proposizioni  caratteristiche  della  geome- 
tria di  Riemann.  IX.  Riassunto.  Vera  na- 
tura dei  postulati  5o  e  6°.  X.  Sguardo  alle 
proposizioni  principali  della  metageome- 
tria. Indimostrabilità  dei  postulati.  XI.  La 
geometria  fisica.  XII.  La  metageometria 
ed  il  Kantismo.  Appendice  :  La  geometria 
considdrata  come  fìsica  matematica  delle 
distanze. 

Notizie. 


L'Accademia  di  Scienze  Fisiche  e  Mate- 
matiche della  Società  Reale  di  Napoli  con- 
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ferirà  ,  per  l'anno  1898,  un  premio  di  lire 
mille  all'autore  della  migliore  memoria  sul 
seguente  tema:„  Esporre,  discutere  e  coor- 
dinare in  forma  possibilmente  compendiosa 
tutte  le  ricerche  con  cementi  la  determina- 
zione della  totalità  dei  numeri  primi,  appor- 
tando qualche  notevole  contributo  alle  leggi 
secondo  le  quali  questi  numeri  si  distribui- 
scono fra  i  numeri  interi.  „ 

CONDIZIONI 

1.  Le  memorie  dovranno  essere  scritte  in 
italiano,  latino  o  francese  ed  essere  inviate 
al  segretario  dell*  Accademia  non  più  tardi 
del  31  Marzo  1898. 

2.  Esse  non  porteranno  il  nome  dell'auto- 
re ,  ma  saranno  distinte  con  un  motto ,  il 
quale  dovrà  essere  ripetuto  sopra  una  scheda 
suggellata,  che  conterrà  il  nome  dell'autore. 

3.  Le  schede  della  memoria  premiata  e  di 
quelle  che  avranno  ottenuto  Vaccesstt  saranno 
aperte  dal  presidente  nell'adunanza  generale, 
che  avrà  luogo  nella  prima  Domenica  del 
Gennaio  1899. 

4.  La  memoria  premiata  sarà  pubblicata 
negli  Atti  deirAccademia,  e  l'autore  ne  avrà 
cento  copie. 

5.  Tutte  le  memorie  inviate  pel  concorso 
al  premio  si  conserveranno  nell'archivio  del- 
l'Accademia, e  soltanto  si  permetterà  di  e- 
strarne  copia  a  chi  le  avrà  presentate. 


Nella  seduta  del  21  Dicembre  1896  l'Ac- 
cademia delle  Scienze  di  Parigi  ha  conferito 
i  seguenti  premi  : 

Gran  premio  delle  scienze  matematiche  ("  per- 
fezionare in  qualche  punto  importante  la  teo- 
ria algebrica  delle  sostituzioni  fra  n  lettere  „): 
all'  Ing.  E.  Maillet. 

Premio  Jìordin  ("  linee  geodetiche  „)  :\  a 
J.  Hadamard ,  prof,  all'  Università  di  Bor- 
deaux. 

Premio  Poncelet  :  a  P.  Painlevé  ,  prof,  a 
Parigi,  per  l'insieme  delle  sue  ricerche  geo- 
metriche. 

Premio  Francoeur  :  a  A.  Yalson,  dell'U- 
niversità cattolica  di  Lione ,  specialmente 
pel  suo  concorso  alle  pubblicazione  delle 
Opere  di  Cauchy. 

Nella  stessa  seduta  vennero  proclamati  i 
seguenti  temi  di  concorsi. 

Gran  premio  delle  scienze  matematiche:  Sic- 
come alcuni  lavori  recenti  dimostrarono  l'im- 


portanza che  può  avere  la  considerazione  delle 
serie  divergenti  nella  teoria  delle  equazioni 
differenziali  e  nella  teoria  delle  funzioni,  cosi 
l' Accademia  propone  di  "  cercare  di  esten- 
dere la  parte  che  rappresentano  nell'analisi  le 
serie  convergenti.  „ 

Premio  Bordin.  Studiare  le  questioni  rela- 
tive alla  determinazione,  alle  proprietà  ed 
alla  applicazione  dei  sistemi  di  coordinate 
curvilinee  a  n  variabili.  In  particolare  in- 
dicare, in  modo  per  quanto  è  possibile  pre- 
ciso, il  grado  di  generalità  di  questi  sistemi. 

Il  tempo  utile  per  la  presentazione  dei 
manoscritti  si  chiude  col  1.^  Ottobre  1898. 

* 
*  * 

Le  Accademie  delle  Scienze  di  Monaco  e 
Vienna,  unitamente  alla  Società  di  Gottinga, 
si  sono  accordate  per  soprain tendere  alla 
compilazione  di  mi^ Enciclopedia  delle  Scienze 
matematiche  ;  i  professori  Burkhardt  di  Got- 
tinga e  Franz  Meyer  di  Clausthal  furono 
scelti  come  direttori  ed  il  Teubner  come 
editore.  Scopo  di  tale  grandiosa  pubblica- 
zione è  di  presentare  un  quadro  completo 
della  matematica  quale  essa  è  oggi ,  espo- 
nendo le  singole  teorie  sotto  forma  concisa 
ma  esauriente,  che  renda  possibile  allo  stu- 
dioso l' orientarsi  in  ogni  questione  gli  si 
presenti  :  ampie  ed  esatte  notizie  bibliogra- 
fiche lo  guideranno  poi  ad  approfondire  ogni 
singola  questione.  Questa  impresa  ha  tale  im- 
portanza che  i  voti  di  tutti  gli  studiosi  ac- 
compagneranno i  valorosi  che  vi  si  accingo- 
no ;  e  tutti  augureranno  di  giungere  fra  non 
'  molto  in  possesso  dei  sei  volumi  di  cui  consterà 
]  la  nuova  Enciclopedia  (I  Aritmetica;  II  Ana- 
lisi  ;  III  Geometria  ;  IV-Y  Matematica  appli- 
I  cata  ;  VI  Storia,  filosofia,  didattica).  La  se- 
rietà dell'indirizzo  della  nuova  pubblicazione, 
di  cui  porgono  garanzia  sufficiente  i  nomi 
dei  direttori,  è  provata  indiscutibilmente  dai 
due  articoli  di  saggio  già  pubblicati,  uno 
sulla  Teoria  del  potenziale  (Burkhardt  e  Ma- 
yer) ,  l'altro  sulle  Superficie  del  terz'  ordine 
(Mayer). 

Il  Congresso  intemazionale  di  matematici,. 
i  del  quale  da  parecchio  tempo  si  discorre,  fu 
fissato  pei  giorni  9,  10  e  11  Agosto  di  que- 
st'  anno.  Ne  sarà  sede  il  Politecnico  di  Zuri- 
go. Nell'elenco  dei  promotori  l' Italia  è  rap- 
presentata dal  prof.  Cremona. 
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Gennaio  e  Febbraio  1897. 


INDICE    DELLE    MATERIE 

A.  Brambilla  -  S'opra  una  famiglia  di  superficie  dell'ottavo  ordine .        Pag. 
Gregorio  Ricci -Della  teoria  dei  numeri  reali  secondo  il   concetto   di  De- 
dekind.        . >    22 

Per  tutto  quanto  concerne  la  stampa  degli  articoli  già  in- 
viati al  Direttore  del  Giornale  ed  accolti  per  l'inserzione,  gli 
Autori  sono  pregati  di  rivolgersi  direttamente  al  prof.  Alberto 
Brambilla:  R.  Liceo  Vittorio  Emanuele  —  Napoli. 

COIVDIZIOINI 

La  pubblicazione  del  Giornale  è  cominciata  con  Gennaio  1863  Ogni  due  mesi  si 

pubblica  un  fascicolo  di  pagine  64  in-8"  grande. 
Non  si  ricevono  abbonamenti  che  per  un  anno  con  pagamento  anticipato: 

Prezzo  per  Kapolì  un  anno  o  volume l.  H 

))      pel  resto  iV  Italia  idem        (franco) »  li 

))      per  gii  Siali  deir  Unione  postale  idem  (franco)     .     .     .  »  4S 

))      dell' intera  rollezioiie  [P  Serie  completa)  18fi5-in95,  voi.  34  »  3tO 

»      della  Nuova  serie,  anni  I  a  UI  (1894-1896)  3  voi.     ...»  36 

}}      Abbaonmeulo  aooiio  al  solo  Bollettino  bibliografico  ^  per  lltalia  >  2,00 

))  )}  per  r  Unione  postale  »  2,50 

Ln  issociazioni  si  ricevono  presso  l'Editore  Benedello  PoMorano.  Via  Gcnnani 
Serra  :0  in  Napoli,  al  quale  dovranno  dirigersi  le  lettere  affrancate  con  vaglia 
postalo  0  cartolina-vaglia. 

Nuove  pubblicazioni  vendibili  nella  libreria  Pellerano  in  Napoli. 

ANTILLI  A.  Disegno  geometrico.  2*  ediz.  aumentata,  1  voi.  in  24o  leg. 

con  fig.  e  tav.  1897 L.     2.00 

APPELL  P.  ET  LACOUR  E.  Principes  de  la  Théorie   des  Fonctìons  El- 

liptiques  et  applications,  1  voi.  in  8°  gr.  1897.  .  .  .  >  12.75 
ASCHIERI  F.  Manuale  di  Geometria  Descrittiva,  2*  ediz.  1  voi.  in  24o  1897.  »  1.50 
GAMBARDELLA  F.  Elementi  di  Calcolo  Infinitesimale,  2»  ediz.  1  voi.  in 

80.  1895 L.  9  per        »      6.00 

MAUPIN  G.  Questions  d'Algebre  à  l'usage  des  élèves  des  classes  de  ma- 

thématiques  spéciales  et  des  candidats  aux  écoles  :  polytechnique , 

normale ,  etc.  Avec  une  Préface  de  M.  C.-A.  Laisant ,    1  voi.  in  8° 

gr.  1895 »     5.50 

PASCAL  E.  Calcolo  delle  Variazioni  e  Calcolo  delle  Differenze  finite  (Terza 

parte  del  Calcolo  infinitesimale),  1  voi.  in  24°  leg.  1897.  .  »  3.00 
I  Determinanti.  Teoria  ed  applicazioni  con  tutte  lo  più  recenti 

ricerche,  1  voi.  in  24o  leg.  1897 >     3.00 

PEREIRE  E.  Tables  de  Tlntérèt  compose,  des  Annuités   et  de  l'Amortis- 

sement,  4'"^  édit.  1  voi.  in  4^.  1896 >    10.75 

PETERSEX  J.  Théorie  des  Equations  algébriques.  Trad.  par  H.  Laurent, 

1  voi.  in  80.  1897 »    10.75 

TORELLI  G.  Lezioni  (litografate)   di  Algebra  complementare  dat%  nella  | 

R.  Università  di  Palermo,  1  voi.  in  8o.  1896    .    Digitized  tjyVj.OO^  1(0.50 

Tip.  A.  T  r  a  n  i ,  Strada  Medina  ,  25. 
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Coloro  che  desiderano  inserire  articoli  sono  pregati  inviarne  i  manosoritti 
al  prof.  ALFREDO  CAPELLI  della  R.  Università  di  Napp^ 


GIORNALE 


^     1 


DI  MATEMATICHE 


DI   BATTAGLINI 


PER  IL  PEOGRESSO  DEGLI  STUDI 


NELLE  UNIVERSITÀ  ITALIANE 


iFOisrnD^TO  i<rj3:xj  issa 


PROSEGUITO   DAL  PKOFESSORE 

ALFREDO  CAPELLI 


Volume  XXXV  -  (4"  della  2*  Serie) 
Marzo  e  Aprile  ia97. 


NAPOLI 
B  E  N  E  D  E  'J'  TO   P  E  L  L  E  II  /V  N  0    EDITO  \l  E 

LIBRERIA   SCIENTIFICA   E   INDUSTRIALE 
Via  Gennaro   Serra,  20, 

PARIGI  LONDRA  BERLINO 

OAUTHIKR-VILLARS  DULAU    aild   C°.  R     FRIEDLANDER   IMUl   SOIIN        ! 

5o.  Qu;ii  des  Augustins  37.  Soìio  square  11.  Carlstrassc  , 


.  / 


Per  inatrgior  comodo  dei  lettori  le  notizie  scientifiche   e  le  recensioni    si  piibbU- 
cheranno  d'ora  innanzi    nei    JìoW'ttino    annesst)    al  Giornale  ,  diretto    dal   prof.   GINO 
LORIA  (deirUniv.  di  (Jenova) ,  al  (juale  si  prej^a ,  per  conse^nienza  ^.imijy'O  ^^ 
niente  i  manoscritti  che  a  ciò  si  rilVrisoono. 
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e  si  otterrà  la  disuguaglianza  (      JL"       Ò      U>v  7       '* 

a*»  >  1  +  n(a  -  1).  "V  ,  y 

Perchè  a**  risulti  maggiore  di  un  dato  numero  k,  basterà  dunque  prendere 

ik-1 

n> -. 

a—  1 

Lemma  2.o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  maggiore  di  1  e  8  un  numero  po- 
«  sitivo  qualunque,  esiste  sempre  un  numero  razionale  positivo  e  ,  pel  quale  è 
e  soddisfatta  la  disuguaglianza 

a^  - 1  <  8.  » 

Pel  lemma  l.®,  qualunque  sia  8  ,  purché  positivo,  si  può  sempre  determinare 
un  esponente  intiero  e  positivo  n  tale  che  si  abbia 

(1  +  lY  >  «- 

Da  questa  disuguaglianza  e  dal  teorema  2.o  si  trae  V  altra 

1  +  6  >  a^  , 
cioè  la 

1 
a**  -  1  <  8. 

Per  soddisfare  alla  disuguaglianza  a®  —  1  <  8  basterà  quindi  prendere 

6>0  e  <-. 
n 

Lemma  3.o  :  «  So  (A^  Ag)  è  una  qualunque  ripartizione  di  Dedekind  e  8  un 
«  numero  razionale  positivo  pure  qualunque,  è  sempre  possibile  scegliere  un  nu- 
«  mero  A^  ed  un  numero  Ag  tali  che  sia  A^  —  A^  <  6.  » 

Si  supponga  dapprima  che  un  numero  razionale  a  resti  escluso  tanto  dalla 
classe  Aj  quanto  dalla  classe  A,.  In  tal  caso  preso ,  per  esempio , 

8  ,  8 

Aj=«-j      ,      A8  =  aH—  ■ 
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sarà 

Se  in  vece  ogui  numero  razionale  trova  posto  o  nella  classe  A^  o  ne\la  classe 
Ag  ;  sia  a^  un  numero  della  prima  ed  a^  un  numero  della  seconda  classe,  e  posto 

d  =  a,  —  «1 ,  si  consideri  il  numero  razionale  ol^  +  -,  sostituendolo  al  numero  a^  od 

al  numero  a^,  secondo  che  esso  appartiene  alla  classe  A^  od  alla  classe  A,.  Avre- 
mo cosi  da  considerare  un  numero  04'  della  classe  A^  ed  un  numero  ol^'  della 

classe  Aj5  tali  che  si  avrà  otj'  — a/  =  7.  In  egual  modo  a  questi  si  potranno  so- 

stituire  altri  due  numeri  a^"  ed  a^",  rispettivameate  della  classe  A^  e  della  classe 

d 


A2  e  tali  che  si  avrà 


4' 


a»"  -  «1 


e,  così  proseguendo,  giungeremo  in  fine  a  considerare  un  numero  «j^**^  della  classe 
A^  ed  un  numero  a^^*^^  della  classe  A^,  pei  quali  varrà  la  identità 


n  essendo  un  numero  intiero  e  positivo  qualunque.  Pel  lemma  l.o  noi  potremo 
scegliere  questo  numero  in  modo,  che  si  abbia  2**  >  ;?  e  prendendo  poi 

A,  =  ai(^')     ,    A,  =  a,W 

risulterà,  come  si  voleva,  A,  —  Aj  <  S. 

Teorema  lO.o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  maggiore  di  1  ,  3  un  numero  reale 
«  positivo  qualunque  e  (B^Bj)    una  ripartizione  di  Dedekind,  si  possono  sce- 

B         B 

«  gliere  un  numero  B^  ed  un  numero  Bg  in  modo  che  risulti  a  *  —  a   *  <  S.  > 

Avendosi 

Bo        Bj Bj ,    Bj  —  B,      _  . 

a   '  —a   *  ^a  *  (a  *  —  O  ; 

basterà  per  dimostrare  il  teorema  far  vedere  che  si  possono  scegliere  B,  e  B, 
In  modo  che  risulti 

a  * 
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Per  convincersi  di  ciò  basta  poi  osservare  che,  pel  lemma  2.o,  esiste  im  numero 
razionale  positivo  Eq  tale  che  per  e<Eo  si  ha 


e  che  pel  lemma  3.^,  si  possono  scegliere  B^  e  B^  in  modo  cbe  sia  B,  —  B^  <  e^. 

Teorema  11. o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  qualunque  maggiore  di  1,  e  ò=(B|B2) 
«  è  un  numero  reale  qualunque,  la  ripartizione  (C^  C,),  cbe  si  ottiene  attribuendo 

«  ad  una  classe  G^  tutti  i  numeri  razionali  minori  di  un  numero  a  ^  ^  B^  cdsendo 
«  un  numero  qualunque  della  classe  B^ ,  ed  alla  classe  C^  tutti  quelli  maggiori 

«  di  un  numero  a  *,  Bg  essendo  un  numero  della  classe  Bjj,  è  una  ripartizione 
<  di  Dedekìnd.  » 

È  facile  riconoscere  che  non  può  esistere  più  di  un  numero  razionale  e,  che 

non  trovi  posto  né  nella  classe  C,,  né  nella  classe  C,;  poiché  se  ne  esistessero 

B  B 

due,  Cq  e  e,  e  fosse  Cq<c,  sarebbe  Cq  >  a  *  per  ogni  numero  B^,  e  e  <  a  *  per 

ogni  numero  B,.  Ne  risulterebbe 

B,       B- 

per  due  numeri  B^  e  B^  presi  comunque  rispettivamente  nelle  classi  B^  e  B^ , 
e  ciò  contraddice  al  teorema  9.o.  La  ripartizione  (C^  C^)  gode  adunque  della  pro- 
prietà (A)  delle  ripartizioni  di  Dedekind  ed  evidentemente  anche  della  (B)  pel 
teorema  8.°. 

Si  consideri  ora  un  qualunque  numero  C^  :  nella  classe  B^  esisterà  un  nu- 

B,W 
mero  B^^^^  tale  che  si  abbia  Cj  <  a   ^      e ,  preso  nella  stessa  classe  un  altro  nu- 
mero Bj  >  Bjto)^  e  posto 

a   ^  -a  ^     =8, 

se  con  Sq  si  indica  un  numero  razionale  minore  di  8,  sarà 

^       ^        B/<>J     .        B.(o)      ^       B, 
Cj  +  8o  <  a  *     -^S^Ka  ^     +  8  =  a  ^ 

li  numero  Gj  +  8q  apparterrà  dunque  esso  pure  alla  classe  C, ,  dai  che  segue 
che  questa  classe  non  ha  massimo.  Analogamente  si  dimostra  che  la  classe  Cj 
non  ha  minimo,  e  se  ne  conclude  che  la  ripartizione  (Cj  C,)  gode  anche  della 
proprietà  (G)  e  quindi  è  una  ripartizione  di  Dedekind. 
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Se  il  numero  b  =  (B^  Bj)  è  razionale,  risulta  dal  teorema  8.^  che  il  numero 

B  "R 

a^  è  maggiore  di  tutti  1  numeri  a  ^  e  minore   di  tutti  i  numeri  a  *,  ed  a  più 

forte  ragione  quindi  maggiore  di  tutti  i  numeri  C^  e  minore  di  tutti  i  numeri  Cg, 
così  che  risulta  a*  ^  (Cj  Cj).  Questa  osservazione  e  le  definizioni  date  sopra  pel 
simbolo  a*  nel  caso  di  b  razionale  negativo,  od  eguale  a  0,  ci  inducono  a  sta- 
bilire il  significato  dello  stesso  simbolo ,  quando  a  e  b  siano  due  numeri  reali 
qualunque,  di  cui  il  primo  positivo,  colla  seguente 

Definizione  2.&  «  Se  &  ^  (B^  Bg)  è  un   numero  reale  qualunque,   ed  a  è  un 
«  numero  reale  >  1,  è 


«  se  (Cj ,  Cj)  è  la  ripartizione  di  Dedekind,  che  si  ottiene  attribuendo  alla  classe 
«  C^  tutti  i  numeri  minori  di  un  numero  a  ^  e  alla  classe  C,  tutti  quelli  mag- 
«  giori  di  un  numero  a  *.  Per  asl  è  a^=J,  e  per  a<  1  è 


Teorema  12.o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  positivo  qualunque,  e  &  un  numero 
«  reale  pure  qualunque,  i  numeri  a^  ed  a*'  sono  reciproci.  » 

Sia  a  ^  (Aj  Ag)  ,  &  ^  (B|  B,).  Supposto  dapprima  a  >  1 ,  si  ponga 

a^=(C,C,) 

a^'  =  (E,E,). 

Essendo  b'^CB^'B^'),  alla  classe  E,  apparterranno  tutti  e  soltanto  i  numeri,  che 

B  ' 

sono  minori  di  un  numero  a   * ,  ed  alla  classe  Ej  tutti  e  soltanto  quelli,  che  sono 

B  '  B  ' 

maggiori  di  un  numero  a  * .   Poiché  i  numeri  a  *  sono  reciproci  dei  numeri 

a  *,  ne  segue  che  ogni  numero  reciproco  ad  un  numero  positivo   della  classe 

B 
E^  sarà  maggiore  di  un  numero  a  ^ ,  e  però  apparterrà  alla  classe  Cg  ;  e,  analo- 

B  '  B 

gamente,  poiché  i  numeri  a  ^   sono  reciproci  dei  numeri  a  ^,  ogni  numero  re- 

ciproco  ad  un  numero  E,  sarà  minore  di  un  numero  a  %  e  però  apparterrà  alla 
classe  Cj.  Dunque  la  classe  C^  contiene  tutti  i  numeri  reciproci  ai  numeri  posi- 
tivi della  classe  E^,  e  la  classe  C^  tutti  i  numeri  reciproci  ai  numeri  E,,  e  quindi 
(§.  Ili)  i  numeri  a*  ed  a*'  sono  reciproci. 
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Se  è  a^  1,  si  ha  per  definizione  a'^^l ,  a*'^  1,  e  quindi  anche  in  questo 
caso  a*»a*'=l. 

Se  è  a  <  1  si  ha  pure  per  definizione  a*  ^  a^' ,  a^^^a^  e  quindi,  per  quanto 
si  è  già  dimostrato, 

Essendo  per  definizione  a^  =  a^',  dal  teorema  precedente  scende  il 
Corollario  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  positivo  e  &  un  nùmero  reale  qualun- 
«  que,  i  nuoneri  a*  ed  a^  sono  reciproca  » 

Teorema  13.o  :  «  Se  a  ed  a  sono  due  numeri  reali  positivi  e  6  è  un  numero 
«  reale  qualunque  è 

(a.a)*  =  a*•a^  » 

Pei  numeri  positivi  riferiamoci  sempre  alle  corrispondenti  ripartizioni  positive 
di  Dedckind.  Se  a  ed  a  sono  maggiori  di  1  ed  è 

a  =  (AiA,)     ,    6  =  (B,B,)    ,    a  =  {G^Q^), 
risulta 

(1)  (a-a)'s(GiG,), 

i  numeri  G^  e  G^  essendo  caratterizzati  dalle  disuguaglianze 

Gi<(aa)^^     ,     G,>(a.a)^*, 
che  pel  teorema  9»o  equivalgono  alle 

(2)  Gi<o®'.a®>     ,    G,>a^«.a^«. 

D' altra  parte ,  posto 

a»  =  (D,I>,)    ,    a»  =  (E,E,)-, 

i  niimeri  Dj ,  E,  ,  D, ,  Eg  sono  caratterizzati  dalle  disagaaglianze 
Di<o^»     ,    Bi<a^'      ,    D,>a®«     ,     E,  >  a^«  , 
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con  ^i  e  p2  rappresentando  certi  numeri  rispettivamente  delle  classi  B^   e  B^' 
Abbiamo  quindi 

i  numeri  D^  E^  e  D,  E,  essendo  caratterizzati  dalle  disuguaglianze 

Di-E,  <  a®^ .  /*      ,      D,.E,  >  a®*  •  /*  . 

Ogni  numero  G^  appartiene  quindi  alla  classe  D^-E^  ;  ed  ogni  numero  G,  alla 
classe  Dg'Ej,  e  però  si  ha 

(3)  (a-a)^  =  a*.a*. 

Se,  essendo  a  >  1  ed  a  <  1,  si  ha  a*a  >  1 ,  valgono  ancora  le  (1)  e  (2).  Si  ha  poi 
per  la  Definizione  2> 

e  però 

essendo 

a»  =  (D,D,)    ,    ai»'  =  (F,P,), 

ed  i  numeri  Dj ,  Fj  ,  D,  ,  F,  essendo  caratterizzati  dalle  disuguaglianze 

in  cui  ^i'  e  ^2'  rappresentano  gli  opposti  a  due  numeri  qualunque  ^,  e  ^,  ri- 
Bpettivamente  delle  classi  B^  e  B,.  Si  hanno  quindi  anche  le  disngniaglianze 

cioè 

ed  a  più  forte  ragione  (teorema  8.0) ,  ricordando  che  è  a  <  1 , 
D,Fi<a^».a^'     ,    D,.F,  >  o^»  •  a®». 
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Dal  confronto  di  queste  colle  (2)  risulta  che  ogni  numero  D^-Fi  è  un  numero 
G^ ,  ed  ogni  numero  D^-Fj  è  un  numero  Gg,  e  quindi  si  ha  ancora  la  (3). 

Se  è  a  •  a  ^  1  ,  cioè  a  =  a^ ,  la  dimostrazione  del  teorema  si  ha  osservando 
che  è  {a-af^ly  e  che  i  due  numeri  a*  e  a^^  sono  reciproci  pel  corollario  del 
teorema  12.o. 

In  fine,  se  è  a-a  <  1,  si  ha  per  la  Definizione  2.»,  osservando  che  il  numero 
Oj-a^  è  reciproco  del  numero  a«a  e  per  quanto  si  è  già  dimostrato, 

(a .  a)*  =  (ai  •  a^)*'  =  a^^'  •  04*'  =  a^  -  a^ 

Corollario  :  «  Se  a^  ,  a,  , .  . .  a^  sono  n  numeri  reali  positivi  qualunque,  e  b 
<  è  un  numero  reale  pure  qualunque,  si  ha 


(oj  -  a,  .  .  .  a^)*  ^  a^*  'a^  .  .  .  a^ 


h 
n  • 


» 


Teorema  14.o  ;  «  Se  a  e  6  sono  due  numeri  reali  positivi  qualunque,  il  nu- 
€  mero  a*  è  maggiore,  eguale  o  minore  di  1  insieme  ad  a.  » 

Sia  ancora  ò^(Bi  B,) ,  a  >  1.  Per  qualunque  numero  Bj  sarà  a  *  >  1 ,    e 
però,  posto 

a*  =  (CiC,), 

il  numero  1  apparterrà  alla  classe  C| ,  cioè  sarà  a^  >  1.  Se  è  a^  1,  si  ha  per 
definizione  a*^l.  In  fine,  se  è  a  <  1,  sarà  a^>  i,  e  quindi  a^  <  1,  poiché  pel 
teorema  12.o  i  numeri  a^  ed  a,*'  sono  reciproci.  Avendosi  poi  per  definizione 
a*  ^  «!*',  ciò  equivale  a  dire  che  è  a*  <  1. 

Teorema  15.o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  positivo  qualunque,  e  ò  e  e  sono 
<  due  numeri  reali  pure  qualunque,  si  ha 

a^'a''  =  a^^''.  » 
Siano 

ò  =  (BiB,)    ,    c  =  (C,  C,) 

e,  supposto  dapprima  a>  1,  si  ponga 

■a*  =  (EiE,)    ,    a«  =  (PiF,)    ,    a^+^-CH^H,). 
Sarà 

6  +  cs(Bi  +  Ci  ,  B,  +  Cj>    ,    a*.a*  =  (Ei.i\  ,  E,.F,). 

e  si  dovrà  dimostrare  che  coincidono  la  classe  Hj  colla  Ei'F^ ,  e  la  Hg  colla  Bg*F,, 
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Perciò  osserviamo  clie  i  mnneri  R^  sono  tutti  e  soltanto  quelli,  che  soddisfanno 

ad  una  disuguaglianza  H^  <  a   ^      ^^  B^  e  Cj   essendo   numeri  qualunque  delle 

rispettive  classi.  Ne  segue  che  i  numeri  positivi  della  classe  H^  sono  tutti  e  sol- 

B       C 
tanto  quelli,  che  soddisfanno  ad  una  disuguaglianza  H^  <  a   \  •  a  ^ .  E  poiché  i 

numeri  E^  ed  F^  sono  rispettivamente  caratterizzati  dalle  disuguaglianze 


si  ha 


Ej  <  a  .  *     ,    Pi  <  aC„ 


Ej-Fi  <a  *  «a  ^ 


cioè  i  numeri  E^ .  F^  sono  numeri  H^.  Analogamente  si  dimostra  che  i  numeri 
Eg-F,  sono  numeri  Hg. 

Se  è  a=l ,  si  ha  per  definizione  a*'*^=a*==a*=  1,  e  quindi  anche  a^'^^a^^a^. 

Infine ,  se  è  a  <  1 ,  per  definizione  si  ha  pure 


e,  per  quanto  si  è  già  dimostrato, 

Teorema  I6.0  :  <  Se  a  e  6  sono  due  numeri  reali  qualunque,  di  cui  il  primo 
«  positivo  y  il  numero  a^ ,  che  è  sempre  eguale  ad  1  per  a  5 1 ,  cresce  0  de- 
«  cresce  con  6,  secondo  che  è  a  >  1 ,  ovvero  a  <  1,  » 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  scende  direttamente  dai  teoremi  14.o  e  15.<>. 

Teorema  17.o  :  «  Se  a  è  un  numero  reale  positivo,  e  6  e  e  sono  due  numeri 
«  reali  qualunque,  è  (a^y  =  a^'^.  » 

Il  teorema  non  ha  bisogno  di  dimostrazione,  se  è  a^  1.  Se  è  a  >  1,  si  sup- 
pongano dapprima  b  e  e  positivi  e  siano 

òscBiBj)    ,    cS(CiCg). 
Sarà 

ò.c  =  (Bi-Ci   ,   Bg.Cj) 
e,  posto 

a^  =  (E,E,)    ,    (a*r  =  (F,F,)    ,    a*-^s(G,G,), 

i  numeri  F^  e  Q^  saranno  caratterizzati  dalle  disuguaglianze 
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E  poiché  pel  teorema  7.»  è  (a  *_;  '  ^  o  *    *  e,  pel  teorema  16.»  o  *  <  a*,  e  quindi 
(a^»)^^  <  {aof^  ,  sarà 

cioè  ogni  numero  Gì  sarà  un  numero  F^.   Analogamente  si  dimostra  che   ogni 
numero  Gg  è  un  numero  Fg. 

Se ,  essendo  sempre  a>i,è6<0ec>0,  dalla  identità 

pel  teorema  13.<>  scende  la 

(a'')'.(a*'/  =  l. 

E  poiché ,  per  quanto  si  è  già  dimostrato  ,  è 

ne  risulta  che  il  numero  (a**)^  è  reciproco  del  numero  a^'^  =  a^^^^'  \  cioò  è  eguale 
ad  a'*-^ 

Seèa>l,&>Oec<0;  essendo  a"  reciproco  di  a*  per  la  Definizione  2» 
si  ha 

In  fine  se  è  a  <  1  si  ha  a*  =  a^'  e  però ,  per  quanto  si  è  già  dimostrato , 

22.  Logaritmi  dei  numeri  reali  positivi. 

Teorema  18.o  :  «  Se  a  e  e  sono  due  numeri  reali  positivi  qualunque,  essendo 
«  però  a  ^  I ,  esiste  sempre  uno  ed  un  solo  numero  reale  b  tale  che  si  abbia 
«  a^^c.  » 

Che,  dati  a  e  e,  ed  essendo  a^  1,  non  possano  esistere  più  numeri  b  tali  che 
si  abbia  a* se  risulta  dal  teorema  16.o. 

Sia  ora  a  >  1  e  e  ^  (Cj  C^),  e  sì  attribuiscano   ad  una  classe  Bj   tutti  i  nu- 

meri  razionali,  che  soddisfanno  alla  disuguaglianza  a  ^  <  e*   ad  una  classe  Bj 

Bo 
quelli,  che  soddisfanno  alla  disuguaglianza  a  '  >  e.  Dal  teorema  16.o  risulta  che 

la  ripartizione  (Bj  Bj)  gode  delle  proprietà  A)  e  B).  Se  Bq  è  un  numero  qualun- 
que della  classe  Bj^ ,  posto 

VOI..   XXXV  10 
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per  un  lemma  dimostrato  sopra,  potremo  scegliere  un  numero  razionale  ^  >  Bq 
e  tale  che  risulti 


/-a®»  =  o®V/-®»-l)>8 


Avremo  allora 


cioè 


a    <  a     4  0, 


a?<c, 


e  quindi  anche  il  numero  f  apparterrà  alla  classe  B^ ,  la  quale  dunque  non  ha 
massimo.  Analogamente  si  dimostra  che  la  classe  B^  non  ha  minimo,  e  quindi 
che  la  ripartizione  (BiB^)  gode  anche  della  proprietà  C)  ed  è  perciò  una  ripar- 
tizione di  Dedekind. 

Posto  ora  h  =  (B^  Bg)  ed  a*  =  (E^  Eg) ,  i  numeri  delle  classi  Ei  ed  E,  saranno 
caratterizzati  rispettivamente  dalle  disuguaglianze 

B  B 

Ei<a^<c     ,     E2>a*>c; 

dalle  quali  risulta  che  ogni  numero  E^  è  un  numero  C, ,  ed  ogni  numero  E,  è  un 
numero  C^  e  quindi  che  è 

a*  =  c. 

Se  è  a  <  1 ,  per  quanto  si  è  già  dimostrato,  esisterà  uno  ed  un  solo  numero 
reale  6'  tale  che  si  abbia  a^'^c.  Si  avrà  quindi  anche  a^^c. 

Definizione  3.»  :  «  Se  a  e  e  sono  due  numeri  reali  positivi ,  di  cui  il  primo 
«  sia  diverso  da  1,  il  numero  h  tale  che  si  abbia  a^  ^c  si  dice  logaritmo  del 
<c  numero  e  nel  sistema^  che  ha  per  base  a,  » 

Da  questa  definizione  e  dai  teoremi  15.o  e  17.o  si  traggono  poi  i  seguenti 
teoremi. 

Teorema  19.o:  «  In  ogni  sistema  di  logaritmi  il  logaritmo  di  un  prodotto  è 
«  eguale  alla  somma  dei  logaritmi  dei  fattori.  » 

Teorema  20.o:  «  In  qualunque  sistema  di  logaritmi  il  logaritmo  di  un  nu- 
«  mero  positivo  a  elevato  ad  un  esponente  a  è  eguale  a  questo  esponente  mol- 
«  tiplicato  pel  logaritmo  di  a.  » 
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DI  ALCUNE  QUISTIONJ  METRICHE 

CIRCA    LE    SUPERFICIE    ALGEBRICHE 
NOTA 


DI 


MARIO  PIERI  a  Torino. 


1.  Nelle  varie  trattazioni  del  quesito  circa  il  numero  degli  ombilichi  d'una 
superficie  algebrica  priva  di  punti  multipli  (*;  notasi  certa  prolissità  di  sviluppi 
analiticO'geometrici  j  dovuta  (io  penso)  non  tanto  alle  difficoltà  del  problema  in 
sé,  quanto  alla  maniera  artificiosa,  onde  questo  viene  ad  esser  risolto.  Non  sarà 
dunque  senza  interesse  il  mostrare,  come  quel  numero  si  possa  rigorosamente 
ottenere  coi  più  semplici  mezzi  geometrici,  ed  anche  sotto  l'ipotesi  d'una  super- 
ficie non  priva  di  singolarità  ordinarie. 

Per  ciò  indicheremo  con  S  una  superficie  algebrica  non  rigata,  con  n,  a,  n' 
V  ordine,  il  rango  e  la  classe  della  medesima,  con  X  ^  X'  ^  ^^^  g r ^  d i, 
stellare  e  planare,  della  congruenza  formata  dalle  sue  rette  osculatrici,  con  r 
l'ordine  della  rigata  (sviluppabile),  che  è  generata  dalle  rette  osculatrici  nei  punti 
parabolici  di  S  (ossia  inviluppata  dai  piani  tangenti  stazionari)  e  con  r'  il  nu- 
mero correlativo  (**).  Inoltre  diremo  per  brevità  congiunte  (fra  loro)  due  rette 
osculatrici  inerenti  ad  un  medesimo  punto  di  S  (gli  assintoti  dell'indicatrice). 


(*)  Ved.  V  0  s  8  «  Ueber  die  Zahl  der  Kreispunkle  einer  allgemeinen  Flàche  n'*' 
Ordnung  »  ,  Math.  Ann.  Bd.  IX,— S  almon  —  Fiedler  «  AnaL  Geom,  d.  Rau- 
nies  »  ,  3'*  Aufl.  pag.  46. -B  erzolari  «  Sopra  un  problema  che  comprende  quello 
di  trovare  il  numero  degli  ombelichi,  ecc.  )> ,  Atti  d.  R.  Acc.  d.  Scienze  di  Torino, 
voi.  XXX.-  Cfr.  anche  Schubert  »  Kalkill  dcr  AbzdhL  Geom.j  pag.  244,-Ow6ì7ì- 
co  è  ogni  panto  della  superficie,  nel  quale  ambedue  le  tangenti  principali  tagliano  (in 
punti  distinti)  il  cerchio  immaginario  (l'assoluto  euclideo)  -  ossia  dove  V  indicatrice 
di  D  u  p  i  n  è  un  cerchio. 

(♦♦)  Vcd.  p,  e.  Salmo  n-F  i  e  d  1  e  r  ,  loc.  cit.  ;  pug.  668, 
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Se  ora  si  chiamino  corrispondenti  (fra  loro)  due  pnnti,  ogni  qualvolta  ap- 
partengono rispettivamente  a  due  tangenti  principali  congiunte,  è  manifesto  che 
tanti  saranno  i  punti  di  S ,  dove  ambedue  le  rette  osculatrici  segano  in  punti 
distinti  una  data  curva  C ,  quante  le  coppie  di  punti  corrispondenti  che  giacciono 
in  C.  Un  tal  numero  (supposto  finito)  sarà  dato  pertanto  dalla  metà  del  prodotto 
degli  ordini  della  curva  C  (supposta  algebrica)  e  del  luogo  ad  essa  corrispon- 
dente per  la  trasformazione  involutoria  suddetta,  diminuito  del  numero  dei  punti 
uniti  (supposto  finito)  appartenenti  alla  curva.  D'altra  parte  i  punti  uniti  della 
corrispondenza  in  parola  sono  primieramente  tutti  i  punti  di  S,  ciascuno  contato 
due  volte,  poi  tutti  i  punti  delle  tangenti  paraboliche  di  S,  e  infine  tutti  i  punti 
delle  tangenti  alla  curva  cuspidale  di  S  —  ognuna  delle  quali  dovrà  ritenersi , 
al  pari  d'  ogni  tangente  parabolica ,  come  V  unione  di  due  rette  osculatrici  con- 
giunte—:  sicché  la  superficie  rigata  che  corrisponde  ad  una  retta  generica  g 
taglierà  questa  in  2n'  punti  (due,  cioè,  per  ognuno  dei  piani  tangenti  ad  S  che 
passan  per  g) ,  avrà  un  nodo  in  ciascuno  dei  punti  ^S ,  e  la  incontrerà  ulterior- 
mente negli  r  +  r'  punti  comuni  alla  retta  stessa  ed  alle  due  sviluppabili  for- 
mate dalle  tangenti  paraboliche  e  dalle  tangenti  alla  curva  cuspidale  di  S  ;  e  sarà 
in  conseguenza  dell'ordine  2n  +  2n'  +  r  -{-r'.  Dunque  la  superficie  corrispondente 
alla  curva  C  è  dell'ordine  m{2n  -h  2n  +  r  +  r')  — posto  che  m  sia  l'ordine  di  C  — 
e  taglia  questa  curva,  fuor  de'  luoghi  suddetti,  in 

m* (2n  +  27i'  +  r  -f  ^  —  2mn  —  mr  —  mr' 

punti,  che  si  distribuiscono  in 

~  w  i  (m  —  1)  (2n  -f  1'  +  r')  +  2mn'  \ 

coppie  di  punti  corrispondenti  distinti.  Si  conclude  che 

«  I  punti,  in  ciascuno  dei  quali  una  data  superficie  algebrica  non  rigata  am- 
<c  mette  due  tangenti  stazionarie  appoggiate  in  punti  distinti  ad  una  data  curva 
«  algebrica  d'ordine  w  —  la  quale  non  abbia  a  comune  infiniti  punti  con  la  su- 
«  perflcie,  né  con  la  sviluppabile  de'  suoi  piani  tangenti  stazionari  o  delle  tan- 
«  genti  alla  sua  curva  cuspidale  —  sono  generalmente  in  numero  di 

—  wi  I  (w  —  1)  (2n  -f  r  -f  r')  -|-  2nin'  |  ; 

À 

«  dove  n  jn'  ,r  f  r'  hanno  11  significato  predotto  ». 
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Questo  numero  diviene 

mn[  2(m  -  1)  I  2(n  -  l)(n  -  2)  4- 1  i  -f  (n-  1)M  (*; 

quando  la  superficie  è  senza  punti  multipli  —  ossia  quando 

n'=-n(n-l)«    ,    r=  2nt(n  -  2)(3n  -  4)     ,     r'sO. 

Se  ne  deduce  che: 

2?i  +  4n'  +  r  +  r' 

è  il  numero  degli  ombilichi  d'una  superficie  algebrica  non  rigata  e  non  avente 
speciali  relazioni  con  Vassoluto  (euclideo), 

2.  Alla  serie  oo^  di  coppie  di  punti  corrispondenti  testé  considerata  si  può 
talora  sostituir  con  vantaggio  la  serie  oo^  delle  coppie  segate  da  un  piano  n 
sulle  00*  coppie  di  rette  congiunte  (n.  1).  Se  p.  e.  consideriamo  in  questa  corri- 
spondenza (involtttoria)  il  luogo  di  tutte  le  coppie  che  sono  in  pari  tempo  coppie 
di  punti  reciproci  verso  una  conica  data  in  II,  si  trova  immediatamente  che  l'or- 
dine di  quella  curva  è  la  somma  de'  due  numeri  esprimenti  V  uno ,  ^  y  quante 
coppie  contengono  un  punto  dato,  l'altro,  2n  4-  2n'  +  f  +  r',  quante  coppie  hanno 
Tun  punto  in  una  retta  data  e  l'altro  in  un'altra.  Se  a  questa  somma  si  aggiunge 
il  numero  yj  delle  rette  osculatrici  giacenti  in  IT,  si  viene  tosto  a  concludere  che; 

«  Le  00^  coppie  di  rette  osculatrici  congiunte  (n.  L)  ed  ortogonali  generano 
«  una  superficie  rigata  del  grado 

2iH-2n'  +  r-f  r'  +  x  +  X'-  * 

Questa  superficie  è  doppiamente  circoscritta  ad  S  lungo  la  curva  dei  punti, 
in  ciascuno  dei  quali  la  indicatrice  è  un'iperbole  equilatera:  curva  che  è  d'  or- 
dine 2n  -t-  x'  ;  tante  essendo  le  coppie  di  rette  osculatrici  nei  punti  d'una  sezione 
piana  di  S  che  tagliano  il  piano  II  in  coppie  di  punti  reciproci  verso  la  conica 
data.—  Sopra  una  superficie  generale  d'  o  r  d  i  n  e  n  si  sa  che  quest'ultimo  numero 
eguaglia  appunto  2n  +  3n  (n  —  2),  ossia  n(3n  — 4)  (*♦;. 

Se  S  è  una  superficie  generale  d'ordine  n>2,  la  curva  dianzi  conside- 
rata in  II;  vale  a  dire  il  luogo  d6i  punti  congiunti  e  reciproci  rispetto  ad  una 


(♦>  Come  in  Berzolari,  Ice.  cit. ,  pag.  6.  -  Che  poi  la  curva  C  non  vi  com- 
parisca altrimenti  che  per  Vordine  m,  é  cosa  al  tutto  naturale  dopo  quanto  precede. 
(♦♦;  Ved.  p,  e,  Salmo  n-P  i  o  d  I  e  r  ,  loo.  cit. ,  png.  43. 
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conica  data,  sarà  dell' ordine 

2n-f2n(7i-.l)8  +  2n(n-  2)^3»  -  4) +  n(n  -  l)(»-2); 

e  taglierà  per  conseguenza  la  conica  stessa  in 

4n(n  -  1)*  -t  2n(n  -  l)(n  -  2) 

punti,  non  congiunti  a  sé  stessi  ma  tali,  che  la  tangente  alla  conica  in  uno  qua- 
lunque di  essi  passerà  per  uno  dei  punti  congiunti  al  medesimo.  Esisteranno  per- 
tanto 2n(n  — l)(3w  — 4)  punti  sopra  S,  in  ciascuno  dei  quali  una  delle  due  tan- 
genti stazionarie  incontra  la  conica  ^assoluto) ,  mentre  il  piano  tangente  alla  su- 
perfìcie è  anche  tangente  alla  conica  (*). 

Ma  ognuna  di  queste  rette  osculatrici  è  da  contarsi  tre  volte  fra  le  normali 
di  S  ;  le  quali  formano  alla  lor  volta  una  congruenza  dei  gradi  n  (n*  —  n  +  1) 
ed  71  (n  —  1),  com'  è  ben  noto.  Sicché  levando  tre  volte  il  detto  numero  da  quello 
che  esprime  quante  sono  le  rette  comuni  alla  congruenza  delle  tangenti  princi- 
pali e  a  quella  delle  normali  di  S  —  numero  che  può  subito  aversi  mediante  una 
regola  notissima  (*♦)  -  il  resto  ci  dice  che  : 

«  Per  ogni  superficie  generale  d' ordine  n>2,  non  avente  relazione 
«  speciale  col  cerchio  immaginario  (delle  sfere) ,  esìstono 

«  7i(7i  -  1)  («  -  3)  (n»  +  en  -  8) 

«  rette ,  ognuna  delle  quali  oscula  in  un  punto  la  superfìcie  e  la  taglia 
«e  ortogonalmente  in  un  altro  ». 

3.  Un  numero  analogo  al  precedente  si  ha  per  le  tangenti  doppie  :  e  ciò  che 
ora  diremo  a  questo  proposito  si  potrebbe  adattare,  con  lievi  modificazioni  di 
forma,  anche  al  quesito  precedente.  Fissato  ,  come  dianzi ,  un  piano  IT ,  da  un 
punto  generico  P  di  esso  partono 

y7l(7l-l)(n-2)(H-3) 

tangenti  doppie  di  S ,  ciascuna  delle  quali  ha  n  -  4  punti  a  comune  con  questa 


(♦)  Questo  numero  è  determinato  analiticamente  dal  V  o  s  s  ;  loc.  cit.,  pàg.  243. 
(**;  Halphen  «  Sur  le  nombre  des  droites  qui  mtisfont  à  des  conditions  don- 
nine ».-Oomptes  rendus ,  t.  68  (1869). 
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superficie  oltre  ai  punti  di  contatto  :  ora  i  piani  tangenti  ad  S  in  tutti  questi 
altri  punti  taglieranno  II  in 

Y  n(w- 1)  (n  -  2)(n  -  3)(n  -  4) 

rette  p  corrispondenti  a  P.  E  questa  dipendenza  è  tale  che,  viceversa,  una  retta 
p  corrisponde  a 

n(n  ~  1)8 1  -L  w(n  -  1)  (n  -  2)(n  -  3)  -  2n(7i  -  1)  +  12  | 

punti  P;  dal  momento  che  il  piano  tangente  in  un  punto  generico  T  sega  la 
superficie  in  una  curva  di  classe  n(?i  — 1)— 2,  la  quale  è  toccata  fuor  di  T  da 
n(n  —  1)  —  6  rette  uscenti  da  T,  ciascuna  delle  quali  è  da  contarsi  due  volte  nel 
numero  delle  bitangenti  che  parton  da  T.  Se  poi  la  retta  p  ruoti  intorno  ad  un 
suo  punto  O ,  i  punti  di  contatto  dei  piani  tangenti  che  passan  per  p  descrive- 
ranno su  S  una  curva  io  d'ordine  w(n-  1),  che  sarà  tagliata  in  certo  numero 
X  di  punti  e  toccata  y  volte  dalla  rigata  delle  tangenti  doppie  che  incontrano 
una  retta  generica  :  ed  y  sarà  il  gi'ado  della  rigata  luogo  delle  tangenti  doppie 
di  cui  un  punto  di  contatto  cade  su  w  (grado  che  può  aversi  direttamente  in 
più  modi,  p.  e.  considerando  che  una  retta  passante  per  O  taglia 

«(n-l)8  jn{n-l)-6! 

di  queste  tangenti  doppie-e  propriamente  w  (n  —  1)  —  6  per  ogni  piano  tangente 
il  quale  contenga  la  retta— più  tutte  le  tangenti  doppie  di  S  uscenti  da  O,  che 
sono  generatrici  doppie  della  rigata)  :  sicché  dovrà  essere  : 

<n  -  0  1  Y<n-  l)(n  -  2)(n  -  3)  +  |  n(n-2)(n«-  9)  |  = 

=  aj  +  2  I  n  (n  -  1)*  (w*  -  n  -  6)  +  n(7i  -  1)  (n  -  2)  (n  -  3)  I  ; 

e  p.  e.  05,  cioè  l'ordine  della  curva  descritta  dal  punto  P,  risulterà  eguale  ad 

n(n-l)8(n-3)(n-4)(n  +  2). 

Infine ,  se  ad  ogni  punto  P  coordineremo  il  polo  P'  di  una  retta  p  rispetto  ad 
una  conica  data  in  II  (assoluto),  la  corrispondenza  che  nasce  fra  i  punti  P  e  P' 
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-  gli  indici  della  quale  non  differiscono  da  quelli  dell'altra-  avrà  per  punti  uniti 
le  tracce  di  tutte  le  rette ,  ognuna  delle  quali  tocca  la  superficie  S  in  due 
punti  e  la  taglia  ortogonalmente  in  un  terzo  punto.  Si  conclude ,  ia 
virtù  d'un  noto  principio  di  corrispondenza  {*)  : 

«  Una  superficie  generale  d' ordine  n  >  2  possiede 


4-  n(n  -  l)(n  -  3)(n  -  4)(n»  +  2n«  +  4n  ^  8) 


«  normali-bitangenti  3>. 

Queste  non  saranno  per  altro  tutte  le  rette  comuni  alle  due  congruenze  for- 
mate rispettivamente  dalle  normali  e  dalle  tangenti  doppie  di  S  (cfr.  n.  2)  ;  at- 
teso che  ogni  tangente  doppia,  la  quale  incontri  il  cerchio  immaginario  per  modo, 
che  il  piano  tangente  alla  superficie  nelF  uno  o  neir  altro  fuoco  riesca  eziandio 
tangente  a  quel  cerchio,  sarà  da  contarsi  (due  volte)  fra  le  normali  di  S.  Il  nu- 
mero di  siffatte  bitangenti  (che  sono  dunque  normali  alla  superficie  in  uno  dei 
punti  ove  la  toccano)  risulta  per  differenza  eguale  a 

2n(n  -  1) (n  -  3) (n«  +  2n  -  4). 
Torino,  Luglio  1896. 


(*)  Salmon  «  AnaL  Qeom,  of  three    dimensions  »  Dublin  ,  1865;   od  anche 
Salmo  n-F  i  e  d  1  e  r  ,  loc.  cit.,  pag.  615. 
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LE  CONFIGURAZIONI  (8.,8J  DI  PUNTI  E  PIANI 


NOTA 


DEL 


Prof.   V.  MARTINETTI. 


L'oggetto  di  questa  Nota  è  la  ricerca  di  tutte  le  Cf.  (8^  8^)  di  punti  e  piani, 
cioè  di  quelle  figure  di  otto  punti,  1,  2,  3, ... ,  8,  e  di  otto  piani,  1,  2,  3, ...  8  , 
nelle  quali  ogni  punto  appartiene  a  quattro,  e  quattro  soli,  di  quei  piani  e  cor- 
relativamente. Poniamo  soltanto  la  condizione  che  gli  elementi  della  figura  siano 
distinti  e  che  due  elementi  non  appartengano  ai  medesimi  quattro  elementi  della 
natura  duale,  ciò  che  esclude  del  resto  casi  di  nessun  interesse. 

1.  Per  trovare  tutte  le  Cf.  (84  84)  cominceremo  a  cercare  quelle  nelle  quali 
sulla  intersezione  di  due  piani  vi  sono  al  massimo  due  punti  della  Cf. ,  e  corre, 
lativamente.  Tra  le  Cf.  (n4,n4),  che  soddisfano  tale  condizione,  saranno  queste 
le  più  semplici  {*).  Si  vede  però  facilmente  che,  mantenendo  la  sola  restrizione 
posta  in  principio,  vi  è  un'unica  Cf.  più  semplice  delle  (84  84),  essa  è  la  Cf.  (64  64) 
costituita  da  due  terne  di  punti  distinti  su  due  rette  sghembe  e  dai  piani  che  da 
ciascuna  retta  proiettano  i  tre  punti  esistenti  sull'altra. 

I  quattro  piani  di  una  delle  particolari  Cf.,  che  ora  vogliamo  trovare,  i  quali 
passano  per  un  punto  di  essa,  contengono  complessivamente  almeno  altri  sei 
punti  della  Cf. ,  sicché  due  casi  sono  possibili: 

a).  I  quattro  piani  passanti  per  un  punto  della  Cf.  contengono  tutti  i  punti 
di  essa  uno  eccettuato  : 

^).  Quei  quattro  piani  li  contengono  tutti. 

Nel  caso  a  quel  punto  che  non  appartiene  ai  quattro  piani  passanti  pel  punto 


(♦)  Cfr.  Martinetti  ^  Un'osservazione  relativa  alla  Cf.  di  K  umm  e  r  ^. 
Qioniale  di  Mat.  Voi,  XXXIY. 

VOU  XXXV  il 
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si  tro- 

[     SODO 


considerato  presenta  lo  stesso  fatto,  e  noi  diremo  associati  dae  punti  che 
vano  in  tali  condizioni  :  I  plani  che  appartengono  a  due  punti  associati 
tutti  quelli  della  Cf. 

Nel  caso  p  due  sono  i  punti  della  Cf.  i  quali  appartengono  ad  uno  solo  dei 
quattro  piani  nominati ,  e  noi  diremo  che  essi  formano  la  coppia  associata  al 
punto  considerato  :  È  chiaro  che  questi  punti  presentano  essi  pure  il  caso  ?  ,  e 
che  il  primo  appartiene  alla  loro  coppia  associata. 

Per  le  considerazioni  duali  un  piano  può  presentare  due  casi,  che  distin- 
gueremo ancora  con  a  e  ^. 

La  scrittura  (i ,  x  ,  .  .)_  significhi  che  i  punti  i ,  x ,  .  .  della  Cf.  apparten- 
gono al  piano  m ,  allora  : 

Se  1  presenta  il  caso  a  si  potrà  ammettere  che  sia: 

(1  2  3  4)_    ,     (1  2  5  6)      ,     (l  3  6  7).    ,    (14  6  7)^ 


T     '     ^  'I     '     ^  '3 


4 


e  sarà  8  l'associato  di  l  ; 

Se  1  presenta  il  caso  p  si  potrà  supporre  : 

(1  2  3  4)_     ,     (1  2  5  6)       ,     (1  3  5  7j       ,(146  8)_ 

1  1  8  4 

e  sarà  7  ,  8  la  coppia  associata  ad  1. 

2.  Supponiamo  che  tutti  i  punti  della  Cf.  presentino  il  caso  a ,  ed  i  quattro 
piani  per  1  siano  quelli  sopra  indicati.  Si  vede  che  debbono  essere  associati  1 
ed  8;  2e7,  3e6,  4e5;  Per  questo  dei  quattro  piani  rimanenti ,  i  quali 
contengono  tutti  8 ,  uno  conterrà  la  coppia  2  ,  3  un  altro  la  2,4.  Sul  piano 
(2  3  8  .)_  non  vi  potrà  essere  6  o  7 ,  che  sono  associati  a  3  e  2,  non  4,  perchè 

5 

2,  3, 4  stanno  in  1 ,  dunque  vi  sarà  6  :  Allo  stesso  modo   si  trova  (2  4  6  8). .  I 

6 

due  piani  restanti  contengono  7  ed  8  ed  uno  la  coppia  3 , 4  Taltro  la  5,6,  per- 
ciò la  fatta  ipotesi  conduce  ad  un  unico  caso ,  che  vedremo  poi  come  sia  rea- 
lizzabile. Diremo  questa  la  I  Cf.  (8^  8^). 

Scrivendo  in  una  stessa  colonna  gli  indici  dei  punti  che  stanno  in  uno  stesso 
plano,  ed  ordinatamente  in  1 ,  2  ,  3 ,  . .  8  abbiamo  per  la  trovata  Cf.  il  simbolo: 

11112236 
22343446 


I  Cf. 


86666677 
4677888   8. 
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3.  Possiamo  ora  supporre  che  1  presenti  il  caso  g  e  che  sia  perciò: 

(1  2  3  4)_     ,     (12  5  6)_    ,     (1  3  5  7)_     ,     (1  4  6  8)_ , 

1  2  8.4 

ed  inoltre: 

(7   .  .   .)_     ,    (7  8.   .>^    ,     (7  8..)-     7    (8  .  .   .).. 

6  6  7  8 

Il  punto  4 ,  e  così  6 ,  non  può  appartenere  a  due  dei  piani  6,7,8  (  che 
tutti  contengono  8,  mentre  4  ed  8  sono  già  in  4)  sarà  adunque  in  5;  per  ana- 
loga ragione  3  e  5  debbono  stare  in  8.  Il  simbolo  fino  ad  ora  trovato  si  muta 
in  sé  medesimo  per  la  sostituzione  (3  4)  (5  6)  (7  8)  e  per  questo  possiamo  supporre 
che  2  (il  quale  è  necessariamente  in  5  od  8)  sia  in  5;  ed  allora  2  è  ancora  in 
6  ovvero  in  8.  Se  facciamo  la  prima  ipotesi,  vediamo  che  in  6  non  vi  può  es- 
sere né  4  né  6,  quindi  vi  è  3  o  5.  In  8  vi  è  4  o  6  ;  Ma,  poiché  la  parte  di  sim- 
bolo fin  qui  trovata  si  muta  in  sé  stessa  per  la  sostituzione  (35)  (46) ,  possiamo 
ammettere  che  in  8  vi  sia  4 ,  ed  allora  6  é  in  7 ,  dove  vi  sarà  inoltre  5  o  3  se- 
condo che  in  6  vi  é  3  0  5.  Vengono  cosi  i  simboli  della 


II  Cf. 


e  della 


m  Cf. 
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7 

8 

8 

8. 

Se  ammettiamo  l'altra  ipotesi,  i  punti  3,4,5,6  debbono  essere  distribuiti 
due  in  6  e  gli  altri  in  7  ;  ma  in  uno  stesso  gruppo  non  possono  esservi  le  coppie 
3 ,  5  e  4 ,  6 ,  che  appartengono  già  a  due  altri  gruppi ,  dunque  vi  saranno  le 
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coppie  3,  4  e  5,  6  ovvero  3,  6  e  4,  5  e  nascono  cosi  i  sìmboli  della 

|11112352 

\    2      2 
IV  Cf. 

0  della 


V  Cf. 
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/    1 
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^    4 
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8 

8 

8. 

4.  Nelle  rimanenti  Cf.  (84  SJ  dovranno  esistere  tre  punti  appartenenti  a  due 
piani  almeno ,  ovvero  tre  piani  appartenenti  a  dae  punti  almeno  ;  ma  siccome 
non  è  possibile"  che  quattro  piani  contengano  i  medesimi  due  punti ,  e  correla- 
tivamente, cosi  dovremo  distinguere  tre  soli  casi: 

1.^  Una  terna  di  punti  della  Cf.  appartiene  a  tre  piani; 
2.^  Una  terna  di  punti  appartiene  a  due  soli  piani  della  Cf.  ; 
3.^  Una  terna  di  piani  appartiene  a  duo  soli  punti  della  Cf. 
I  due  ultimi  casi  sono   duali  tra  loro,  perciò  è  sufficiente  esaminare  il  !•**, 
ed  il  2.«. 

Se  una  Cf.  presenta  il  1.^  caso  possiamo  supporre  : 

(1  2  3  4)_     ,     (1  2  3  5)_    ,     (1  2  3  6)      ,(78.    .). , 

18  3  4 


(7  8..)-    ,    (7  8.   .)-     ,    (7 

5  6 


.   .   .)-    ,    (8  •   •   •).. 

7  8 


In  7  ed  8  o  vi  sono  i  tre  punti  4 ,  5 ,  6 ,  0  due  soli  di  essi ,  e  quindi ,  po- 
tendo permutare  tra  loro  1,2,3  come  pure  4,5,6,  nascono  due  simboli  : 


VI  Cf. 


11112344 
22245655 
33377766 
4568887   8, 
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11114   5   2   3 
22266644 
33377766 
4568887   8. 

5.  Se  una  Of.  presenta  il  2.®  caso,  supponiamo  (1  2  3  4)_  ,  (1  2  3  5)_.  Nei  ri- 

manenti  sei  piani  vi  sarà  uno  solo  dei  tre  punti  1  ^  2 ,  3  ed  al  più  in  uno  solo 
i  tre  punti  6,  7,  8,  dovendo,  per  ottenere  casi  nuovi,  escluderò  che  si  presenti 
il  1.^  caso  considerato  al  n.o  4 ,  perciò  due  ipotesi  : 

(6  7  8.)-    ,    (6  7  .  .L   ,    (6  7..).   ,    (6  8..).   ,    (7  8.  .)_   ,    (8  .  .  .)_  ; 

S  4  5  6  7  8 


ovvero  : 


(6  7..).    ,    (6  7.  .)_   ,    (6  8  .  .L   ,   (6  8  .  .)_    ,    (7  8.  .),.  ,(78.  .)^ 

3  4  5  6  7  8 


Nella  prima  i  tre  piani  3,4,5  conterranno  ancora  i  punti  1,2,3,4,5 
e  quindi  sarà  lecito  supporre  I,4,5in8,2e5in7,3e4in6  (per  la  per- 
mutabilità degli  indici  1 ,  2  e  3 ,  e  di  4  e  5).  Inoltre  si  potrà  supporre  4  in 
4  e  5  in  5,  e  perciò  non  vi  sarà  3  in  4  né  2  in  5,  Se  si  suppone  1  in  3  viene  la: 

1112  3  3  2  1 
22646454 
38766675 
4587788   8. 


vm  Cf. 


Se  si  suppone  1  in  4  viene  la  : 

11213321 
22645454 
33766675 

4587788       8. 


IX  Cf. 
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Se  si  suppone  1  in  5  viene  uno  schema  che  si  muta  nel  precedente  colla 
sostituzione  (23)  (45)  (67)  e  che  perciò  non  può  rappresentare  una  Cf.  nuova. 

Le  Of.  Vili  e  IX  sono  duali  di  loro  stesse. 

Anche  nella  seconda  delle  ipotesi  accennate  sopra,  nei  piani  3  ,4  ^ ... ,  8  vi 
deve  essere  uno ,  ed  uno  solo ,  dei  punti   1,2,3  e  quindi  alternativamente    4 

e  5.    Si  potrà  inoltre  supporre  1  in  3  e  per  conseguenza  non  in   5  e  7,  ma  in 

uno  dei  tre  piani  rimanenti,  e  possiamo   anche  escludere  che  sia  in  8   per  lo 
scambio  possibile  dei  due  indici  6  e  7. 

Se  1  è  in  4  supponiamo  2  in  5 ,  come  è  lecito,  allora  3  sarà  in  7  e  nasce- 
ranno due  casi  supponendo  che  in  6  vi  sia  2  ovvero  3 ,  cioè  : 

111122  33 
22454545 
33666677 
45778888 

11112332 
22454545 
33666677 
45778888 


X  Of. 


XI  Cf. 
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Se  invece  supponiamo  1  in  6  e ,  come  è  lecito  ,  2  in  4* non  si  potrà  collo- 
care 2  che  in  5  od  in  7 .  Ma  V  ipotesi  che  2  sia  in  5  conduce  ad  un  simbolo 
che  sì  muta  in  quello  della  XI  Cf.  colla  sostituzione  (13)  (68)  ;  invece  si  ha  un 

caso  nuovo  supponendo  2  in  7 ,  cioè  : 

11113123 

22454545 
XIV  Cf. 

33666677 

45778888, 

11112   3   3   5 

2   2234446 
XV  Cf. 

34556577 

6787868   8. 


che  ha  per  duale  la 


Esaurita  cosi  la  ricerca  dei  simboli  possibili  delle  nostre  Cf.  dimostreremo  la 
loro  esistenza. 

6.  Nella  I  Cf.  (84  84)  tutti  i  punti  e  tutti  i  piani  presentano  il  caso  a  (n^.  1) 
e  sono  coppie  di  punti  e  piani  associati  le  l,8;2^7;376;4,5;l,8; 
2  ,  7  ;  3  ,  G  ;  4  ,  5.  La  Cf.  è  duale  di  sé  stessa. 

Operando  sul  simbolo  le  due  sostituzioni  (1235)  (4876)  ,  (1473)  (2685)  esso 
non  si  muta,  perciò  il  gruppo  relativo  alla  Cf.,  quello  delle  sostituzioni  che  non 
ne  alterano  il  simbolo,  è  transitivo  e  la  Cf.  è  regolare  rispetto  a  suoi  punti ,  e 
la  è  poi  anche  rispetto  ai  suoi  piani. 

I  punti  sopra  due  piani  associati  sono  i  vertici  di  due  quadrangoli  completi, 
non  prospettivi,  le  cui  coppie  di  lati  opposti  segano  la  intersezione  dei  loro  piani 
nelle  medesime  tre  coppie  di  punti.  Reciprocamente,  prese  tre  coppie  di  punti 
di  una  involuzione  sopra  una  retta,  per  la  retta  duo  piani  distinti ,  e  su  questi 
due  quadrangoli,  non  prospettivi,  le  cui  coppie  di  Iati  opposti  passino  per  le 
coppie  considerate  della  involuzione ,  i  vertici  di  tali  quadrangoli  sono  i  punti 
di  una  Cf.  del  nostro  tipo. 

L'esistenza  di  questa  Cf.  si  poteva  anche  dimostrare  osservando  ohe  le  retto 
12  y  85  y  46  ,  78  sono  contemporaneamente  incontrate  dalle  17  ,  28  ,34 1  56 ,  e 
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perciò,  in  generale,  i  due  quadrangoli  semplici  1287  ,  3465  hanno  i  loro  lati  sopra 
una  medesima  quadrica.  Ora  prendendo  sopra  una  quadrica  due  quadrang'oli 
gobbi  semplici  1287  ,  3465  i  cui  lati  siano  rette  distinte  della  quadrica,  i  loro 
vertici  sono  i  punti  di  una  Cf.  I.  I  piani  della  Cf.  sono  tangenti  alla  quadrica 
stessa,  non  nei  punti  della  Cf. ,  ma  in  altri  otto  punti,  i  quali  sono  quelli  di  un' 
altra  Cf.  (8484)  dello  stesso  tipo. 

La  nostra  Cf.  I  generica  non  solo  può  riguardarsi  come  determinata  dai 
vertici  dei  due  nominati  quadrangoli  gobbi  1287,  3465,  ma  anche  dai  vertici 
dei  quadrangoli  1386 ,  2475 ,  e  1485 ,  2376  situati  sopra  due  altre  quadriche.  I 
sei  quadrangoli  semplici  nominati  sono  quelli  che  hanno  per  coppie  di  vertici 
opposti  le  coppie  di  punti  associati. 

7.  Tre  punti  di  un  piano  e  l'associato  del  quarto  esistente  nel  piano  sono 
i  vertici  di  un  tetraedro  le  cui  facce  sono  piani  della  Cf.  Questo  tetraedro  nasce 
alla  stessa  maniera  da  altri  tee  piani  della  Cf.  e  si  hanno  cosi  in  tutto  otto  te- 
traedri di  questa  natura.  Gli  associati  dei  vertici  di  uno  di  questi  tetraedri  sono 
i  vertici  di  un  altro  dei  medesimi,  e  due  tetraedri,  associati  cosi,  risultano  in- 
scritti ciascuno  nell'altro,  ed  in  modo  che  i  tre  vertici  dell'uno ,  i  quali  stanno 
sulle  faccio  dell'altro  passanti  per  un  dato  vertice,  sono  in  un  piano  che  passa 
per  questo  vertice. 

La  Cf.  I  è  adunque  quella  formata  da  due  tetraedri  di  Mobius ,  e  di  essa 
sono  note  altre  interessanti  proprietà  (♦}. 

8.  Dei  punti  della  II  Cf.  3  e  6  presentano  il  caso  a  e  sono  associati,  gli 
altri  presentano  il  caso  ^  e  le  coppie  associate  ad  1,2,  4,  5,  7,  8  sono  or- 
dinatamente 78,  58,  57,  24,  14,  12,  donde  appare  una  divisione  di  quei  sei 
punti  nei  due  gruppi  124,  578. 

Al  gruppo  relativo  alla  Cf.  appartengono  le  sostituzioni  (15)  (27)  (36)  (48) , 
(124)  (578)  le  quali  provano  che  i  punti  3  e  6  si  comportano  egualmente,  come 
pure  tra  loro  i  punti  del  tipo  2. 

La  Cf.  è  daale  di  se  medesima  ed  1  e*  7  sono  i  piani  associati.  I  punti  della 
Cf. ,  che  stanno  su  di  essi,  sono  i  vertici  di  due  quadrangoli  i  cui  lati  segano 
la  retta  1*7   nei   medesimi   punti,   sicché   le   coppie   di   punti 

12.56 ,  34.58  -,  13.57 ,  24.67  ;  14.68 ,  23.78 

appartengono  ad  una  stessa  involuzione  J^,  e  le  coppie 

12.66,23.78    ;    13.57,14.68   ;   34.58,24.67 


{*)  Vedi  ad  es.  Caporali  e  Del  Pezzo  «  Introduzione  alla  teoria  dello 
spazio  rigato  »- Memorie  di  Caporali  —  Napoli  1888.  R.  Sturm.  «  Liniengeome- 
ine  »  Bd.  I,  Art.  49. 
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ad  un'altra  involuzione  J^.  Il  prodotto  J^-J^  è  una  proiettività  ciclica  del  3o  or- 
dine^ contenente  i  cicli 

12.56     ,     24.67     ,     14.68; 

34.58    ,     23.78     ,     13.54, 

che  si  possono  dire  segati  sulla  1.7  sia  dai  lati  dei  due  nominati  triangoli  124, 
578  sia  dalle  rette   che  dai  punti  3  e  6  proiettano  i  vertici  di   questi  triangoli. 
La  proprietà  trovata  suggerisce  la  costruzione  della  Cf.  IL  Si  prendano  sopra 
una  retta  a  due  gruppi  generici  di  una  proiettività  ciclica  del  3.o  ordine  : 

Aj  Aj  Ag     >     o-y  Bj  D3. 

Come  è  noto  (*)  le  coppie  A^  B^  ,  A2B3  ,  AgBj  appartengono  ad  un'invo- 
luzione Jj  e  le  coppie  A^B^  ,  AgH^  ,  A^Bj  ad  un'altra  involuzione  Jg.  In  un 
piano  per  a  si  costruisca  un  quadrangolo  12  34  i  cui  lati  12,  13,  14,  23,  24, 
34  passino  ordinatamente  per  A^ ,  Bj  ,  A3 ,  B^  ,  A^ ,  B^ ,  ed  in  un  altro  piano  per 
a  un  quadrangolo  5  6  7  8  i  cui  lati  56  ,  57  ,  58 ,  67  ,  68 ,  78  passino  ordinatamente 
per  Ai,B3  ,  Bi,A2  ,  A3,Bj.  I  vertici  dei  due  quadrangoli  sono  i  punti  di  una 
Cf.  (8^  84)  del  tipo  IL 

9.  Vogliamo  esaminare  se  con  elementi  della  Cf.  si  possano  formare  dei  te- 
traedri. Se  vi  è  un  tetraedro  cosi  fatto,  due  suoi  vertici  non  saranno  associati 
né  l'uno  apparterrà  alla  coppia  associata  all'altro,  donde  immediatamente  si  de- 
duce, che  possono  essere  tetraedri  della  voluta  natura  solamente  i  due  12  4  6, 
3  5  7  8,  ed  essi  lo  sono  infatti.  Insieme  comprendono  tutti  gli  elementi  della  Cf. 
e  ciascuno  è  inscritto  nell'  altro  nella  maniera  seguente.  Sulle  faccio  del  primo 
che  passano  per  6  stanno  tre  vertici  del  secondo  il  cui  piano  passa  per  65  lo 
stesso  avviene  per  3  ^el  secondo.  Invece  i  vertici  del  secondo ,  che  giacciono 
sulle  faccio  del  primo  passanti  rispettivamente  per  1 ,  2  o  4  appartengono'  ad 
una  faccia  che  passa  ordinatamente  per  4,  1  o  2;  allo  stesso  modo  i  vertici 
5,  7,  8  del  secondo  sono  collegati  ai  vertici  8,  5,  7. 

10.  La  III  Cf.  è  regolare  rispetto  a  suoi  punti  e  piani  giacché  la  sostituzione 
(18236547)  lascia  inalterato  il  suo  simbolo  ed  essa  è  poi  duale  di  so  medesima. 
Tutti  i  suoi  punti  e  piani  presentano  il  caso  ^. 

Le  coppie  associate  rispettivamente  ad  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  sono  78,  38, 
26,  57,  46,  35,  14,  12 ,  perciò  i  nostri  punti  si  distribuiscono  nei  due  gruppi  or- 


(♦)  Vedi  ad  ed.  San  ni  a,  «  Geometria  proiettiva  »  2*.  Ed.  no.  74. 
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dinati  1264  ,  3578  per  modo  che  ogni  punto  dell'uno  ha  per  associati  due 
punti  consecutivi  dell'altro. 

Le  quattro  rette  13  ,  28  ,  45 ,  67  sono  incontrate  dalle  tre  rette  sghembe 
24,  57,  38  perciò  vi  è  una  quadrica  che  contiene  queste  sette  rette;  la  16  non 
è  su  di  essa  ed  è  incontrata  dalle  25  e  48. 

Le  quaderne  di  rette 

15  ,  23  ,  47  ;  68     ;    17  ,  25  ,  36  ,  48    ;     18  ,  27  ,  34  ,  66 

hanno  un'  analoga  proprietà. 

Prendiamo  sopra  una  quadrica,  ma  non  sopra  una  sua  retta,  due  punti  1 
e  6  e  per  un  punto  generico  della  16  conduciamo  una  retta  che  seghi  la  qua- 
drica in  2  e  5  e  diciamo  4  uno  dei  due  punti  della  quadrica  nei  quali  si  se- 
gano le  rette  di  essa  che  passano  per  2  e  5.  Per  4  conduciamo  la  retta  che 
incontra  la  16  e  quella  retta  della  superficie  che,  oltre  alla  24 ^  passa  per  2  e 
diciamo  8  il  suo  punto  di  appoggio  con  quest'ultima.  Per  8  passa,  oltre  alla 
28,  una  retta  della  quadrica  e  cosi  pure  per  5,  oltre  alla  45  :  queste  due  rette 
siano  incontrate  rispettivamente  in  3  e  7  dalle  rette  della  quadrica  che  passano 
ordinatamente  per  1  e  6.  Si  vede  tosto  che  i  punti  1 ,  2 , . . . ,  8  sono  quelli  di 
una  Cf.  Ili  (8^  84). 

11.  Tenendo  presente  l'osservazione  del  n.^  9,  si  trova  immediatamente  che 
1246  ,3578  sono  i  soli  tetraedri  che  si  possono  formare  con  elementi  della  Cf. 

Essi  sono  mutuamente  inscritti  e  circoscritti  in  guisa  che  sulle  tre  faccie 
contenenti  un  dato  vertice  rfell'uno  stanno  tre  vertici  dell'altro  il  cui  piano  passa 
pel  punto  successivo  al  considerato  nei  gruppi  già  ricordati  1264  e  357  8. 

12.  Nella  IV  Cf.  vi  sono  quattro  punti  del  tipo  a,  che  formano  le  due  coppie 
di  punti  associati  3,6;  4^5:  le  coppie  associate  ai  punti  1,2,7,8  sono  ordi- 
natamente 78,78,12,12,  per  la  qual  cosa  1  punti  del  tipo  ^  si  distribui- 
scono nelle  due  coppie  12 ,  78,  che  diremo  di  punti  coniugati  nella  Cf. 

La  Cf.  è  duale  di  sé  stessa  e  sono  coppie  di  piani  associati  le  1,7  ;  2,6. 
Al  gruppo  relativo  alla  Cf.  appartengono  le  due  sostituzioni 

(1728)(36)(45)    ,    (1  7  2  8)  (3  4)  (5  6) , 

perciò  i  punti  del  tipo  a  e  quelli  del  tipo  ^  si  comportano  egualmente  tra  loro. 
Sulla  retta  comune  ai  due  piani  associati  1  e  7  le  tre  coppie  di  punti 

12-56  ,  34-78   ;    13-57  ,  24-67   ;   e4-68  ,  23-58 
appartengono  alla  medesima  involuzione  e  ad  un'altra  involuzione  appartengono 
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12-56  ,  34-78    ;    13-57  ,  14-68    ;    24-67  ,  23-58 , 

tali  involuzioni  sono  armoniche  ed  hanno  la  coppia  comune  12-56  ,  34-78. 

La  stessa  cosa  avviene  sulla  intersezione  dei  piani  2  e  6. 

Sopra  una  retta  a  prendiamo  due  involuzioni  armoniche  colla  coppia  comune 
E, F  e  sia  AB  una  coppia  della  prima,  AB^  una  della  seconda-,  Se  allora  A^B^ 
sono  coniugati  nella  prima  A^  B  lo  saranno  nella  seconda  e  sarà  possibile  co- 
struire in  un  piano  per  a  un  quadrangolo  1  2  3  4  i  cui  lati 

12  ,  13  ,  14  ,  23  ,  24  ,  34 
passino  ordinatamente  per 

E  ,  A  ,  Bi  ,  Al  ,  B  ,  F 
ed  in  un  altro  piano  per  a  un  quadrangolo  5  6  7  8  i  cui  lati 

56  ,  67  ,  58  ,  67  ,  68  ,  78 
passino  ordinatamente  per 

E  ,  A  ,  Al  ,  B  ,  Bi  ,  F. 

Gli  otto  punti  1  ,  2  ,  . . . ,  8  sono  quelli  di  una  Cf.  IV. 

13.  Le  rette  12  ,  35  ,  78 ,  necessariamente  sghembe ,  individuano  una  serie 
rigata  ordinaria  avente  per  direttrici  le  rette  17  ,  28  ,  34  ,  56.  Le  rette  sghembe 
12  ;  46  ,  78  individuano  una  serie  rigata  colle  direttrici  18  ,  27  ,  34  ,  56,  diversa 
dalla  prima,  ed  avente  perciò  in  comune  con  quella  le  sole  generatrici  12  ,  78 
e  le  sole  direttrici  34  ,  56.  Se  diciamo  Mj  Mg  i  punti  in  cui  12  è  segata  dalle 
34  ,  66  ed  N^^Nj  quelli  in  cui  le  stesse  rette  segano  la  78,  vediamo  che  deve 
essere  : 

1  2  Mi  Mj  A  7  8  Ni  Nj    ;     1  2  Mi  Mg  a  8  7  N«  Ng  , 

per  la  qual  cosa  i  gruppi  1  2  Mj  M^  ,  7  8  N^  Ng  sono  armonici.  L'involuzione  as- 
siale di  assi  34 ,  56  trasforma  perciò  in  sé  medesima  la  nostra  Cf. ,  e  tale  pro- 
prietà fornisce  una  nuova  facile  costruzione  della  medesima. 

14.  Con  elementi  di  una  IV  Cf.  si  possono  formare  quattro  tetraedri,  cioè: 

1235    ,    1246    ,    7835    ,    7846, 
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e  con  questi  due  coppie  di  tetraedri  ciascuna  delle  quali  contiene  tutti  i  punti  e 
piani  della  Cf. .  I  due  tetraedri  di  una  coppia  risultano  inscrìtti  e  circoscritti  uno 
rispetto  all'altro.  Ciascuno  di  quei  tetraedri  contiene  due  punti  non  associati  del 
tipo  a  e  due  coniugati  del  tipo  p ,  ora  avviene,  in  ciascuna  delle  due  coppie  no- 
minate ,  che  un  vertice  del  tipo  a  appartiene  alla  faccia  deir  altro  tetraedro  la 
quale  contiene  i  vertici  di  questo  esistenti  nelle  tre  faccie  del  primo  che  pas- 
sano per  esso,  mentre  un  vertice  del  tipo  g  sta  sulla  faccia  dell'altro  tetraedro 
che  contiene  i  vertici  di  questo  esistenti  nelle  tre  faccie  del  primo  le  quali  pas- 
sano pel  vertice  coniugato. 

15.  La  Cf.  V  è  duale  di  sé  medesima,  i  suoi  punti  e  piani  presentano  tutti 
il  caso  p,  e,  rispetto  ad  essi,  la  Cf.  è  regolare,  come-  prova  la  sostituzione 
(13  8  4  2  5  7  6),  che  appartiene  al  relativo  gruppo.  Le  coppie  associate  ai  punti 

1  ,  2  ,  3,  4  ,.5  ,  6  ,  7  ,  8 
sono  ordinatamente  • 

78  ,  78  ,  46  ,  35  ,  46  ,  35  ,  12  ,  12 

donde  risulta  un  accoppiamento  dei  punti  della  Cf. .  Diremo  coniugati  1  e  2  , 
3e5,4e6,7ed8.  Anche  le  coppie  di  punti  coniugati  sono  collegate  due 
a  due ,  12  a  78 ,  35  a  46. 

Le  rette  16 ,  24 ,  38 ,  57  sono  sghembe  due  a  due  e  sono  incontrate  tutte 
dalle  rette  13 ,  25 ,  48 ,  67 ,  però  queste  due  quaderne  di  rette  appartengono  ad 
una  stessa  quadrica  in  sistemi  diversi.  L'ottagono  gobbo  semplice  13842576 
ha  i  suoi  lati  su  questa  quadrica.  Reciprocamente  un  ottagono  semplice  i  cui 
lati  siano  rette  di  una  quadrica  ha  per  vertici  i  punti  di  una  Cf.  V  ;  ciò  che 
dimostra  l'esistenza  di  Cf.  di  questo  tipo. 

Si  noti  che  prendendo  sopra  una  quadrica  due  quaderne  dì  rette  distinte  in 
sistemi  differenti  e  tra  le  loro  sedici  intersezioni  scegliendone  otto,  cosi  che  su 
ciascuna  di  quelle  rette  ve  ne  siano  due,  e  due  sole,  si  hanno  sempre  i  punti 
di  una  Cf.  (84 ,  84)  regolare ,  che  può  essere  del  I  0  V  tipo.  In  ogni  caso  le  ri- 
manenti intersezioni  sono  i  punti  di  contatto  colla  quadrica  dei  piani  della  Cf, 
ed  appartengono  ad  un'  altra  Cf.  del  medesimo  tipo.  Quelle  sedici  intersezioni 
sono  i  punti  di  una  Cf.  (167 ,  I67)  contenente  varie  Cf.  I  e  V. 

16.  Le  tre  rette  12 ,  35 ,  78  sono,  in  generale,  sghembe,  lo  sono  anzi  se  1278 
non  appartengono  ad  un  piano,  ed  allora  individuano  una  serie  rigata  avente 
per  direttrici  17  e  28.  Anche  le  rette  12,  46,78  sono  allora  sghembe  ed  indi- 
viduano una  serie  rigata  colle  direttrici  18 ,  27 ,  e  perciò  diversa  dalla  prima. 
Queste  due  serie  rigate  devono  avere  in  comune  una  coppia  di  direttrici  la  quale 
«■PPOggi^  alle  quattro  rette  12,  35,  46,  78  in 'coppie  di  punti  le  quali  separano 
armonicamente  le  coppie  1 ,  2  ;  3 ,  5  ;  4 ,  6  ;  7  ,  8  :  talché  i  punti  coniugati  della 
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Cf.  sono  coniugati  in  una  medesima  involuzione  assiale ,  la  quale  trasforma  in 
8è  medesima  la  nostra  Cf.  Alla  stessa  conclusione  si  arriva  se  12  7  8  sono  in 
un  piano,  ma  non  lo  sono  34  5  6.  Se  poi  entrambi  questi  gruppi  fossero  in  un 
piano  darebbero  origine  a  due  quadrangoli  aventi  ciascuno  sulla  intersezione  dei 
due  piani  due  punti  diagonali,  in  modo  che  i  due  punti  diagonali  dell'uno  sono 
intersezioni  di  due  lati  opposti  dell'  altro.  Dunque  assai  facilmente  si  costruisce 
questa  Cf.  speciale. 

Se  insieme  agli  elementi  della  Cf.  prendiamo  i  due  piani  dei  quadrangoli, 
abbiamo  una  Cf.  (85 ,  IO4)  ;  se  prendiamo  invece  i  due  punti  diagonali,  che  non 
stanno  sulla  intersezione  dei  loro  piani,  otteniamo  una  (10^  ,85);  e  se  agli  ele- 
menti della  Cf.  aggiungiamo  i  due  detti  punti  e  piani  otteniamo  una  Cf.  (lOgjlOg) 
la  quale  è  trasformata  in  sé  stessa  dairinvoluzione  assiale  avente  per  assi  Fin 
tersezione  dei  piani  dei  quadrangoli  e  la  congiungente  i  due  punti  diagonali  no- 
minati, involuzione  assiale  che  trasforma  in  sé  medesima  anche  la  speciale  Cf. 
(8|  ,  84)  ora  considerata. 

17.  Tetraedri  contenuti  nella  Cf  sono  soltanto  quelli  individuati  da  due  cop- 
pie non  associate  di  punti  coniugati,  cioè  i  quattro  1235,  1246,  3578,  4678. 
Con  essi  possiamo  formare  due  coppie  di  tetraedri  contenenti  tutti  gli  elementi 
della  Cf. ,  ed  i  due  tetraedri  di  una  coppia  risultano  mutuamente  inscritti ,  in 
modo  che  i  tre  vertici  dell'ano  situati  sulle  tre  faccio  dell'altro,  le  quali  passano 
per  un  dato  vertice,  sono  in  un  piano  col  vertice  a  questo  coniugato. 

18.  Nella  Cf.  VI  i  tre  punti  1,2,3  appartengono  a  tre  piani,  i  punti  4,5,6 
a  due ,  ed  i  punti  7 , 8  a  tre  piani  della  Cf. ,  la  quale  perciò  non  può  essere  re- 
golare. Ma  poiché  al  suo  grappo  appartiene  la  sostituzione  (1  2  3)  (4  5  6)  (7  8) 
riconosciamo  che  si  comportano  tra  loro  egnialmente  i  tre  punti  1,2,3,  i  tre 
4,5^6  ed  i  due  punti  7  ed  8. 

Le  tre  rette  14 ,  25  ,  36  sono  incontrate  dalle  rette  123  ,  456 ,  78 ,  vi  è  adun- 
que una  quadrica  che  le  contiene  tutte.  I  piani  della  Cf.  sono  tangenti  alla  qua- 
drica  nei  tre  punti  1,2,3,  in  quelli  dove  la  7  8  è  incontrata  dalle  14 ,  25  ,  36 , 
ed  in  quelli  in  cui  la  4  5  6  è  segata  dalle  rette  della  quadrica  passanti  per  7 
ed  8.  Si  vede  subito  che  la  nostra  Cf.  esiste  eflfettivamente.  Si  noti  che  i  punti 
di  contatto  dei  piani  della  Cf.  colla  quadrica  sono  quelli  di  una  Cf.  VI,  anzi  di 
due  Cf.  VI,  poiché  i  punti  della  data  Cf.  sono  anche  quelli  dell'altra  dello  stes- 
so tipo  : 

12  3  12  3  11 
44445622 
55577733 

66688878 

Tutte  queste  Cf.  sono  poi  contenute  in  una  medesima  Cf.  (155 ,  155). 
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Nella  Cf.  VI  sono  contenuti  i  tre  soli  tetraedri  4578 ,  4678 ,  5678. 

19.  La  Cf.'VII  possiede  le  due  terne  di  punti  in  linea  rettd  12  3,678,  le 
quali  appartengono  a  tre  piani.  Il  gruppo  relativo  ad  essa  contiene  le  sostitu- 
zioni (2  3)  (7  8)  ,  (16)  (27)  (38)  (45)  le  quali  e  la  disposizione  stessa  degli  elementi 
provano  che  i  punti  della  Cf.  si  distribuiscono  nei  tre  gruppi 

1,6    ;    2,3,7,8    ;    4,5. 

Inoltre  i  punti  2  ed  8  ,  come  pure  3  e  7,  sono  tali  che  i  piani   per  essi  sono 

tutti  quelli  della  Cf.  :  le  coppie  1  ,  6^  ;  2  ,  5  hanno  la  proprietà  duale. 

Le  rette  123,45,678  sono  incontrate  dalle  27  e  38,  e  se  noi  prendia- 
mo tre  rette  sghembe  a ,  6 ,  e  e  due  m ,  n  che  le  incontrano  e  diciamo  2,3  le 
intersezioni  di  a  con  m  ed  n ,  7  ed  8  quelle  di  6  con  m  ed  n  e  prendiamo  sopra 
e  due  punti  generici  4  e  5 ,  su  a  un  punto  generico  1  e  su  6  un  punto  6  ab- 
biamo otto  punti  che  appartengono  ad  una  Cf.  del  tipo  nostro. 

Due  soli  tetraedri  sono  contenuti  in  essa  cioè  2345 ,  4578. 

20.  Nella  Cf.  VIII  la  coppia  67  appartiene  a  tre  piani ,  e  la  terna  1  2  3  a 
due  e  risulta  subito  che,  rispetto  al  modo  di  comportarsi,  ì  punti  si  dividono  in 
cinque  specie: 

1    ;    2,3    ;    4,5    ;    6,7    ;    8. 

Le  rette  18 ,  24 ,  35  sono  segate  dalle  123 ,  45  e  67  ,  perciò  la  nostra  Gf.  si 
può  costruire  come  segue  : 

Prendiamo  tre  rette  sghembe  a  ,  6  ,  e  e  tre  m  ,  n  ,  o  che  le  incontrino;  po- 
niamo a«m==l  ,a»7i^2,ao^3,  6«n^4,ò«o^5e  sia  8  un  punto  generico 
di  m  ;  1  piani  3  4  8  ,  2  5  8  seghino  e  rispettivamente  in  6  e  7.  Si  hanno  cosi  gli 
otto  punti  1  ,  2  ,  ...  ,  8  della  Cf. 

Essa  non  contiene  alcun  tetraedro. 

21.  I  punti  della  IX  Cf.  si  distinguono  in  cinque  gruppi: 

1  ,  7    ;    2    ;    3  , 8    ;    4 , 6    ;    5. 

Su  essa  vi  sono  due  terne  ,12  3,278,  che  appartengono  a  due  piani  e  le  due 
coppie  14  ,  67  che  appartengono  a  tre. 

Anche  la  costruzione  di  questa  Cf.  è  semplicissima. 

Siano  a ,  b  ,  e  tre  rette  sghembe  incontrate  dalle  rette  m  ed  n  e  si  ponga 
aw  =  l  ,  &-7w  =  2  ,  c«w  =  3,  6'W  =  7;  sia  8  un  punto  generico  di  b,  il  piano 
a '8  seghi  la  retta  e  in  5 ,  ed  un  piano  generico  per  la  38  seghi  a  in  4  ed  71 
in  6.  Ecco  ottenuti  gli  otto  punti  di  una  Cf.  IX. 
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22.  Si  vede  subito  che  la  Cf.  X  ha  per  piani  le  faccio  di  due  angoli  tetrae- 
dri prospettivi  i  cui  vertici  sono  i  punti  4  e  5  della  Cf.  :  i  rimanenti  punti  sono 
le  intersezioni  degli  spigoli  corrispondenti. 

La  Cf.  è  regolare  rispetto  ai  suoi  piani,  ma  non  rispetto  ai  suoi  punti,  i  quali 
invece  si  distinguono  nei  due  gruppi  1,2,3,6,7,8    ;   4,5. 

La  Cf.  duale  a  questa  è  la  XII,  regolare  rispetto  ai  suoi  punti  ma  non  ri- 
spetto ai  suoi  pianL  Essa  è  costituita  dai  vertici  dei  due  quadrangoli  prospet- 
tivi 1357  y  2468  e  dai  piani  contenenti  i  due  quadrangoli  e  le  sei  coppie  di 
lati  corrispondenti  (*). 

23.  La  Cf.  XI  possiede  due  terne  di  punti  in  linea  retta,  12  3,167  cia- 
scuna sopra  due  piani.  I  punti  12  3  6  7  stanno  in  un  piano  non  della  Cf.,  e  poi- 
ché la  48  non  può  giacere  in  questo  ma  sega  le  due  rette  26  e  37,  così  passerà 
per  il  punto  26-37.  Per  la  stessa  ragione  le  27,  36,  58  passano  per  uno  stesso 
punto. 

Possiamo  individuare  una  Cf.  di  questo  tipo  prendendo  un  quadrangolo  2367, 
coi  punti  diagonali  1^23-67,  A  ^26 -37,  B^27-36,  ed  un  punto  generico  8, 
e  sulle  rette  A  8  ,  B  8  rispettivamente  un  punto  generico  4  e  5. 

Nella  Cf.  i  punti  si  distinguono  nei  gruppi  1  ;  2,3,6,7;  4,5  ;  8,  mentre 
i  punti  della  sua  duale,  cioè  della  XIII,  sono  di  due  sole  specie,  perchè  1,2,3,4 
si  comportano  tra  loro  egualmente,  come  pure  5,  6,  7,  8. 

24.  I  tre  punti  1,  2,  3  della  XIV  Cf.  appartengono  a  due  piani.  Del  gruppo 
relativo  ad  essa  fanno  parte  le  sostituzioni 

(1  2  3)  (6  7  8)     ,     (12)  (45)  (67) 

e  si  vede  che,  rispetto  al  loro  modo  di  comportarsi,  i  punti  si  dividono  nei  tre 
gruppi     1,2,3    ;    4,5    ;    6,7,8. 

Se  6  7  8  è  un  triangolo  qualunque  ed  1  ,  2  ,  3  tre  punti  distinti  su  una  retta 
generica  e  diciamo  4  il  punto  comune  ai  tre  piani  167,278,368e5 
quello  comune  ai  tre  piani  168  ,  267  ,  378,  abbiamo  assegnati  i  punti 
di  una  Cf.  di  questo  tipo. 

Nell'ultima  Cf.,  che  è  la  duale  della  precedente,  1  due  punti  1  e  2  appar- 


(*)  Le  Cf.  X ,  XII  sono  state  incontrate  dal  sig.  De  V r i e s  nella  Nota,  pub- 
blicata nel  VoL  100  dei  Sitzungsber.  der  E.  Akad.  zu  Wien,  «  Ueber  r&umliche 
Conf. ,  welche  sich  aus  den  regelm&ssigen  Polyedem  herleiten  lassen  » ,  che  le 
chiamò  le  Cf.  C  e  B,  mentre  indicò  con  A  la  Cf.  1,  della  quale  si  occupa  anche 
nella  Nota  «  Ueber  gewisse  rttnmliche  Configurationen.  9  (K.  Akad  van  Weten- 
Bchappen  —  Amsterdam  29  Dicembre  1894). 
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ber  Tetraederpaare  »  Zeitschrìft  f.  Math.  (SchlQmilch)  B.  37, 
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tengono  a  tre  piani:  essi  si  comportano  egualmente  come  pure  tutti  i  rimanenti 
tra  loro.  ' 

Nessuna  delle  Cf.  dall'  Vili  alla  XV  contiene  dei  tetraedri. 

25.  Dimostrata  resistenza  di  Cf.  rappresentate  da  tutti  i  simboli  trovati,  le 
quali,  come  appare  dalle  loro  costruzioni,  possono  avere  gli  elementi  tutti  reali, 
vogliamo  fare  alcune  osservazioni  ed  indicare  alcuni  aspetti  sotto  i  quali  esse 
possono  presentarsi. 

Abbiamo  di  volta  in  volta  esaminato  se  le  Cf.  nostre  contenessero  i  vertici 
e  le  faccio  di  tetraedri,  e  trovammo  che  sole  le  prime  cinque  si  possono  riguar- 
dare come  r  insieme  di  due  tetraedri  mutuamente  inscritti.  Alcune  di  esse  con- 
tengono anche  più  di  una  coppia  di  così  fatti  tetraedri,  ma  in  tal  caso  il  modo 
con  cui  essi  risultano  inscritti  uno  neiraltro  è  il  medesimo.  D'altra  parte  è  chiaro 
che  i  vertici  e  le  faccio  di  due  tetraedri  inscritti  e  circoscritti  uno  all'altro  sono 
sempre  gli  elementi  di  una  Cf.  (84 ,  84)  (*) ,  sicché  possiamo  concludere ,  che  si 
possono  in  cinque  maniere  soltanto  avere  due  tetraedri  mutuamente  inscritti  (**). 

È  evidente  che  nessuna  delle  nostre  Cf.  può  contenere  i  vertici  e  le  faccie 
di  un  n-gono  piano  completo  per  n  >  4 ,  ma  possono  contenere  quelli  di  poli- 
goni gobbi  semplici ,  o ,  come  diremo ,  dei  poligoni  gobbi  semplici  ? 

Ci  limiteremo  a  notare  i  risultati  di  questa  ricerca  e  delle  analoghe  che 
faremo  in  seguito,  risultati  che  si  deducono  del  resto  abbastanza  facilmente. 

In  generale  in  una  Cf.  sono  contenuti  più  n-goni,  ma  può  darsi  che  i  sim- 
boli di  alcuni  di  essi  siano  trasformabili  gli  uni  negli  altri  per  mezzo  di  sosti- 
tuzioni del  gruppo  relativo  alla  Cf. ,  per  la  qual  cosa  i  corrispondenti  ?i-goni 
si  comportano  identicamente  nella  Cf. .  Allora  noi  terremo  conto  di  uno  solo 
di  essi.  Ad  es.  diremo  che  nella  III  Cf.  è  contenuto  il  pentagono  13  7  6  4, 
ma  non  è  il  solo,  perchè  vi  sono  anche  i  pentagoni  15386,15786,  etc. . 
Ma  le  sostituzioni  (15  2  7  6  8  4  3)  ,  (18236547),  le  quali  appartengono  al 
gruppo  della  Cf.  Ili ,  mutano  precisamente  il  simbolo  del  primo  in  quello  degli 
altri  due.  Una  cosa  analoga  faremo  nelle  successive  ricerche. 

26.  Le  Cf.  che  contengono  un  pentagono  gobbo  semplice  sono  : 

m  -  (1  3  7  6  4)     ;    V  -  (1  3  7  6  4)    ;    VI  -  (1  3  6  7  4)  ; 
Vn-(1  2  4  7  6)    ;    VHI  -  (l  4  2  7  8)  ,  (2  3  4  8  5)  ,  (4  6  7  5  8)  ; 
IX  -  (2  3  4  8  5)    ,    (4  6  7  5  8). 
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Quelle  che  contengono  un  esagono  sono  : 

1  -  (1  2  3  8  4  6)  ,  (1  2  3  8  7  6)   ;    II  -  (1  3  2  7  6  5)  ; 

IV  -  (1  2  3  8  7  5)  ,  (1  4  3  8  5  6)  ^  (1  5  3  2  4  6}    ;    V  -  (1  2  3  8  7  5)  ; 
V1I-(124686)  ,  (235874)    ;   Vili  -  (2  3  46  7  5)  ; 

IX-(146825)    ;   X-(125874)    ;   XI  -  (1  43  8  57)  ; 
Xn-(124657)    ;    XIII  -  (1  2  8  65  3)    ;    XIV  ^  (1  3  58  6  4)  ; 
XV  -  (1  2  8  6  5  3).    Cioè  tutte  ,  meno  la  III  e  VI. 

Due  sole  contengono  dei  7-goni  gobbi  semplici  la  VIII  —  (1  2  5  7  6  8  4)  e  la 
IX  dei  due  tipi  (12  5  7  6  8  4)  e  (1357864). 

Finalmente  le  Cf.  che  possono  riguardarsi  come  un  8-gono  gobbo  semplice 
inscritto  in  sé  medesimo  sono  : 

I-(l  2  3  84  6  75)    ;    II- (1  2  3  84  6  75)  ; 
III -(15724386)    ,    (15276843)    ;    IV  -  (1  5  7  8  3  2  4  6)  ; 
V- (1378526  4)    ,    (1  574238  6j    ;    Vili- (1  4  2  7  8  6  3  5) 

tra  le  quali  vi  sono  adunque  tutte  quelle,  che  possono  anche. riguardarsi  come 
l'insieme  di  due  quadrangoli  gobbi  inscritti  uno  nell'altro. 

27.  Se  due  quadrangoli  piani,  in  piani  diversi,  sono  tali  che  ogni  lato  del- 
l'uno sega  un  lato  dell'altro ,  i  vertici  e  piani  loro  insieme  ai  sei  piani  conte- 
nenti un  lato  dell'uno  ed  uno  dell'altro,  sono  gli  elementi  di  una  Cf.  (84,84). 
Sotto  questo  aspetto  si  possono  considerare  sei  delle  nostre  Cf.  ed  in  due  di  esse 
si  presentano  varie  coppie  di  siflFatti  quadrangoli  (quattro  nella  I,  due  nella  IV) 
ma  tutte  però  di  un  medesimo  tipo.  I  quadrangoli  in  parola  sono  1234,5678 
per  le  Cf.  I ,  II  e  IV ,  ed  1  3  5  7  ,  2  4  6  8  per  le  tre  altre  XII ,  XIII  e  XV. 

Colle  considerazioni  duali  si  troverebbero  le  sei  Cf.  I,  II,  IV,  X,  XI,  XIV. 

Cercando  se  partendo  da  due  quadrangoli  piani  si  possono  avere  in  altro 
modo  Cf.  (84 ,  84)  che  ne  contengono  i  vertici  ed  i  piani  si  trovano  le  Cf.  XII  e 
XlUy  le  quali  risultano  cosi  prendendo  i  quadrangoli  1234,5678,  (per  la 
Xni  vi  sono  anche  le  altre  coppie  dello  stesso  tipo  : 

1256,3478    ;    1278,345  6)., 
VCL.  xzxv  18 
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^8.  Le  considerazioni  del  n.o  precedente  suggeriscono  di  cercare  se  vi  siano 
delle  Cf.  (84,84)  formate  dai  vertici  di  due  quadrangoli,  in  generale  gobbi,  e 
da  otto  piani  che  contengano  un  lato  dell'uno  ed  uno  dell'altro. 

In  ciascuna  delle  sette  Cf. ,  che  risultano  cosi,  vi  è  un  unico  tipo  di  coppie 
di  quadrangoli  in  detta  relazione,  precisamente  1278  ,  3456  nelle  Cf.  I,  IV,  X; 
1456,2378  nella  VII;  1458  ,  2367  nella  XI;  1368,  2467  nelle  XII 
e  XIII.  Tutte  queste  Cf.  sì  avrebbero  colla  considerazione  duale. 

29.  Se  due  tetraedri  sono  posti  cosi,  che  tre  faccio  di  ciascuno  apparten- 
gano rispettivamente  a  tre  vertici  dell'altro  e  due  spigoli  dell'uno  incontrino  due 
spigoli  dell'altro,  si  hanno  otto  piani  che  contengono  quattro  degli  otto  vertici 
dei  due  tetraedri,  e  potrà  darsi  che  questi  siano  gli  elementi  di  una  delle  no- 
stre Cf.  Si  possono  ottenere  in  questa  maniera  le  seguenti: 

II-(1346  ,  2678)   ;  in-(1345  ,  2678)  ;   IV-(1347  ,  2568) 
VIII  -  (1346  ,  2678) ,  (1348  ,  2667)  ;  IX  -  (1245  ,  3678)  ,  (1468  ,  2357)  ; 
XI  -  (1246  ,  3578)  ;  XH  -  (1347  ,  2568)  ;  XIH  -  (1246  ,  3578) , 

.     (1257  ,  3468)  ,  (1468  ,  2357)  ;  XIV  -  (1256  ,  3478)  ; 
XV -(1246  ,  3578)  ,  (1347  ,  2568). 

30.  Tutte  le  nostre  Cf.  si  possono  riguardare  individuate  dai  vertici  di  due 
tetraedri  cosi  posti  che  quattro  spigoli  dell'uno  ne  incontrino  quattro  dell'  altro 
e  due  faccie  di  ciascuno  passino  rispettivamente  per  due  vertici  dell'altro. 

I  piani  della  Cf.  risultano  queste  quattro  faccie  speciali  ed  i  quattro  piani 
che  contengono  le  dette  coppie  di  spigoli  che  si  incontrano.  Segniamo  qui  sotto 
per  le  singole  Cf.  i  varii  tipi  di  coppie  di  tetraedri  aventi  questa  relazione  : 

I  -  (1236  ,  4578)  ;  U  -  (1236  ,  4578)  ,  (1356  ,  2478)  ,  (1268  ,  3457)  ; 
m  -  (1248  ,  3567)  ,  (1347  ,  2568)  ]  IV  -  (1236  ,  4578)  ,  (1237  ,  4568)  ; 

V  -  (1237  ,  4568)  ,  (1347,2568)  ;  VI -(1347,  2568)  ;  VII  -  (1247  ,  3568), 
(1268  ,  3457)  ;  Vin-(1246  ,  3578)  ,  (1267  ,  3458)  ,  (1278  ,  3456), 
(1356  ,  2478)  ,  (1478  ,  2356)  ,  (1567  ,  2348)  ;  IX -(1246  ,  3578), 
(1247  ,  3568)  ,  (1478  ,  2356)  ,  (1567  ,  2348)  ,  (1578  ,  2346)  ; 
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X  -  (1247  ,  3568)  ;  XI  -  (1248  ,  3567)  ;  XII  -  (1236  ,  4578)  ; 

XIII-(1236  ,  4578)  \  XIV- (1 267 ,  3458)  ,  (1347,2568)  ;  XV-(1346  ,  2578). 

31.  Evidentemente  i  vertici  di  due  tetraedri  sono  i  punti  di  una  Cf.  (84,84) 
anche  quando  ogni  spigolo  dell'uno  incontri  uno  spigolo  dell'altro  ed  un  vertice 
e  la  faccia  opposta  di  ciascuno  appartenga  rispettivamente  ad  una  faccia  ed 
al  vertice  opposto  dell'altro. 

Presentano  questa  disposizione  le  Cf.  XII ,  XIII  e  XV,  ed  i  relativi  tetrae- 
dri sono  1468,  2357. 

Che  se  poi  togliamo  la  restrizione  che  ogni  spìgolo  di  un  tetraedro  ne  in- 
contri uno  dell'altro,  ma  ammettiamo  solo  che  vi  siano  sei  piani  contenenti  uno 
spigolo  dell'uno  ed  uno  dell'altro,  ed  una  faccia  di  ciascuno  che  appartenga  ad 
un  vertice  dell'altro  possiamo  ancora  ottenere  le  seguenti  Cf.  : 

II -(1278,  3456)  ;  IH  -  (1238  ,  4567  ;  ;  IV  -  (1367  ,  2458)  ; 

VI  -(1567  ,  2348)  -,  VII -(1248  ,  3567)  ,  (1457  ,  2368}  ; 

Vili  -  (1256  ,  3478)  ,  (1268  ,  3457)  ,  (1456  ,  2378)  ; 

IX -(1368,  2457)  ,  (1568,2347)  ;  XI -(1278  ,3456)  -,  XIII -(1456  ,  2378); 

XIV  -  (1268  ,  3457)  ;  'XV  -  (1348  ,  2567)  ,  (1458  ,  2367). 

32.  Se  due  faccio  di  un  tetraedro  contengono  ciascuna  un  vertice  di  un 
quadrangolo  piano,  e  se  ciascuno  dei  cinque  spigoli  del  tetraedro,  diversi  da 
quello  comune  alle  due  faccio  nominate,  è  in  un  piano  con  un  lato  del  quadran- 
golo, questi  cinque  piani,  quello  del  quadrangolo  e  le  due  faccio  considerate  del 
tetraedro  insieme  ai  vertici  del  tetraedro  e  del  quadrangolo  possono  essere  gli 
elementi  di  una  delle  nostre  Cf.  :  Cosi  nascono  le  : 

II -(1357  ,  2468)  ;  III -(1357  ,  2468)  ;  IV -(1357  ,  2468)-, 

V-  (1357  ,  2468)  ;  Vili  -  (1678  ,  2345)  ,  (2578  ,  1346)  ,  (2467  ,  1358)  ; 

IX  -  (1467  ,  2358)  ,  (3468  ,  1257)  ;  XI  -  (2468  ,  1357)  ; 

XIV  -  (1467  ,  2358)  ;  XV  -  (1247  ,  3568)  ; 
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il  primo  simbolo  tra  parentesi  essendo  quello  relativo  al  quadrangolo.  Si  hanno 
poi  le  Cf.  : 

VI  -  (1478  ,  2356)  ;  VU  -  (2457  ,  i:^68)  ;  Vili  -  (1458  ,  2367)  ; 

IX  -  (1458  ,  2367)  ;  XIII-  (3456  ,  1278)  ;  XV  -  (3456  ,  1278) 

se  togliamo  la  restrizione  che  ciascuno  di  quei  cinque  spìgoli  del  tetraedro  in- 
contri un  lato  del  quadrangolo,  ed  ammettiamo  solo  che  vi  siano  cinque  piani 
contenenti  un  lato  del  quadrangolo  ed  uno  spigolo  del  tetraedro. 

Messina  8  Dicembre  1896. 
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F.  AHODEO 

A  PROPOSITO  DEI  POSTULATI  DELLA  GEOMETRIA  PROIETTIVA 


Lettera  aperta  al  Direttore  del  Giornale. 


Nella  Nota,  Sulla  introduzione  alla  Geometria  proiettìoa,  pubblicata  in  questo 
Giornale  (voi.  34),  io  feci  due  brevi  osservazioni  alla  Nota  dal  Sig.  Pieri  pub- 
blicata nel  voi.  30  degli  Atti  dell' Acc.  di  Torino  {Sui  principii  che  reggono  la 
Geometria  di  posizione)  :  e ,  avendo  già  detto  che  consideravo  come  esaurita  la 
discussione  sul  primo  gruppo  di  postulati  della  Geometria  proiet. ,  non  sarei  ri- 
tornato su  di  essa,  se  non  mi  ci  costringesse  una  lunga  replica  del  sig.  Pieri 
(cfr.  Sugli  enti  primitivi  della  Geom,  proiet,  astratta,  Atti  Acc.  di  Torino,  voi.  32) 
che  dichiara  prive  di  fondamento  le  mie  osservazioni. 

10  esaminerò  brevemente  le  due  osservazioni  e  le  smentite  e  poi  considererò 
chiusa  la  polemica  per  parte  mia. 

1 .»  OssERv.  il  sig,  Pieri  nella  Memoria  citata  ha  messo  un  postulato  so- 
verchiOy  il  X,  che  dice:  Una  retta  proiettiva  ed  un  piano  proiettivo  hanno  sem- 
pre almeno  un  punto  comune. 

11  post.  IX  del  sig.  Pieri  dice  : 

Se  n  è  un  piano  proiettivo  [  cioè  un  (S^)  ]  fuori  di  esso  giace  almeno  un 
punto  [  cioè  un  (S^)  ]  e  subito  seguono  queste  parole  :  Onde  potremo  liberamente 
parlare  di  punti  o  rette  non  complanari,  di  piani  differenti  fra  loro,  ecc. 

Il  suo  postulato  IX  afferma  resistenza  dello  (S3)  e  i  punti  o  rette  non  com- 
planari e  i  piani  differenti  fra  loro,  di  cui  si  può  parlare,  non  possono  che  far 
parte  di  quelli  che  mediante  il  piano  proiettivo  tc  e  il  punto  fuori  di  esso  si 
possono  costruire.  E  siccome  [  ciò  aveva  io  fatto  vedere  nella  Memoria  :  Quali 
possono  essere  i  postulati  fondamentali  della  Geom.  2^roiet.  di  uno  (Sg),  Atti  del- 
TAcc.  di  Torino  voi.  26,  1891]  in  base  al  postulato  IX  si  dimostra  che  nello  (S3) 
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un  (S2)  ed  un  (S^)  4ihe  non  ai  appartengono  hanno  un  S|  comune  y  risalta  che  è 
inutile  introdurre  il  post.  X. 

Il  sig.  Pieri  risponde  :  Io  non  ho  nominato  lo  (83). 

E  che  perciò  ?  Sol  perchè  non  si  vogliano  dedurre  da  tutte  le  premesse  tutte 
le  possibili  conseguenze  si  può  dire  che  queste  conseguenze  non  sussistono  ? 

Ma,  ammesso  per  poco  questo  principio,  seguiamo  il  sig.  Pieri  nel  suo  ra- 
gionamento. Egli  non  ha  nominato  lo  (83),  perciò  il  suo  postulato  X  suona  di- 
versamente dal  teorema  riferito,  cioè  si  deve  interpretare ,  che  in  uno  spazio  j 
non  definito  di  dimensione,  un  (S^)  ed  un  (S^)  hanno  almeno  un  (S^)  comune,  e 
che  con  questo  postulato  si  chiude  lo  spazio,  lo  si  limita  alla  terza  dimensione. 
Intanto  la  proposizione  contraria  del  suo  postulato  X  sussiste  in  uno  (S^)  o  in 
uno  spazio  di  dimensione  maggiore,  dunque  il  suo  postulato  IX  avrebbe  la  forza 
di  far  supporre  ad  uno  spazio  di  dim.  superiore  alla  terza.  Ed  è  giusto  questo  ? 
quando  si  sa  che  per  ammettere  l'esistenza  del  solo  (84)  bisogna  ammettere  che 
fuori  dello  (Sg)  [  non  già  dello  (Sg)  ]  può  esistere  ancora  un  punto  ?  E  questa 
larghezza  sarebbe  mai  in  armonia  colla  cautela  con  cui  il  sig.  Pieri  ammette 
prima  l'esistenza  di  un  sol  punto  e  poi  resistenza  di  un  secondo  punto  ? 

Dunque,  volendo  giustificare  l'esistenza  del  postulato  X,  bisognerebbe  attri- 
buire al  postulato  IX  una  comprensione  che  non  può  avere. 

Del  resto  il  sig.  Pieri,  mentre  dichiara  priva  di  fondamento  questa  mia 
lA  osservazione,  ha  implicitamente  accettata  altrove  la  soppressione  del  postu- 
lato X,  poiché  non  lo  ha  ripresentato  in  un'altra  sua  Nota,  Un  sistema  di  po- 
stulati per  la  Geom.  proiet.  astratta  degli  iperspazii  pubblicata  nella  Riv.  di 
Matem.  (1896;. 

2.^  OssBRv.  Il  sig.  Pieri  malamente  afferma  avere  io  assegnato  come  po- 
stulato la  proposizione  :  Se  C ,  D  sono  due  S,,  dello  (SJ  AB  è  AB  =  OD ,  perchè 
nella  Memoria,  Quali  possono  ecc.,  io  ho  dedotta  questa  proposizione  dal  postu- 
lato 2.0  (*).  Due  80  indipendenti  A ,  B  individuano  una  (ed  una  sola)  classe  di 
infiniti  80  di  cui  quei  due  fan  parte. 

Di  rimando  il  sig.  Pieri  afferma  che  le  due  proposizioni  suddette  sono 
eguali  e  quindi  che  io  ho  riprodotta  come  teorema  una  proposizione  che  aveva 
già  data  come  postulato. 

L'affermazione  esige  una  dimostrazione  e  fino  a  che  il  sig.  Pieri  non  trovi 
questa  dimostrazione  io  mi  affido  al  buon  senso  geometrico,  che  mi  fa  ricono- 
scere distinte  le  due  proposizioni  da  me  enunciate,  come  mi  fa  riconoscere  di- 
versa ogni  proposizione  che  immediatamente  si  deduce  da  un'altra  per  assurdo. 

(*)  La  dimostrazione  è  la  seguente  : 

Se  non  fosse  AB  =  CD ,  per  gli  S^  C ,  D  passerebbero  due  (S|)  distinti  CD 
e  AB. 
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È  poiché  siamo  a  parlare  di  buon  senso  geometrico  ^  analizzerò  un  poco  i 
postulati  III,  IV,  V  e  VI   che  il  sig.  Pieri   sostituisce  al  mio  postulato  2.o  e 
per  i  quali  dichiara  che  ad  essi  ha  nulla  da  aggiungere  o  togliere. 
Essi  dicono  in  linguaggio  ordinario  : 

III.  Se  AjB  sono  punti  distinti ,  AB  è  una  classe  di  punti. 

IV.  La  classe  AB  contiene  il  punto  A. 

Y,  Se  G  è  un  punto  della  classe  AB  è  AB  =  BC. 

VI.  La  classe  AB  contiene  più,  di  due  punti. 

La  chimica  decompone  1  corpi  composti  in  corpi  semplici  e  si  astiene  dal 
dire  che  ha  trovata  Tultima  decomposizione  ;  tal  quale  succede  per  le  idee  ai 
simboli  logici.  Ma  è  proprio  bene  scelto  quel  postulato  V,  dal  quale  poi  il  sig. 
Pieri  deduce  come  teorema  che  la  classe  AB  contiene  pure  il  punto  B  ? 

Col  postulato  IV  si  afferma  che  in  BO  vi  è  il  punto  B,  non  C  ;  e  che  in  AB 
vi  è  il  punto  A ,  non  B  ;  col  V  si  afferma  che  le  classi  AB ,  BC ,  che  non  hanno 
alcun  punto  comune,  sono  identiche,  per  dimostrare  poi  che  la  classe  AB  con- 
tiene il  punto  B. 

Io  lascio  il  lettore  giudice  dell'opportunità  di  siffatta  decomposizione. 

Napoli,  Febbraio  1897. 
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SULLE  FDNZIONI  A  VARIABILE  REALE 

CHE   GODONO    DELLA   PROPRIETÀ   DISTRIBUTIVA 

DI 

ROBERTO    VOLPI. 

Studente  nella  R,  Università  di  Bologna. 


Lo  scopo  di  questa  breve  Nota  è  di  far  vedere ,  come  possa  esistere  una 
funzione  y=f(x)  della  variabile  reale  se,  che  per  aj  =  0  sia  zero,  che  in  ogni 
punto  al  finito  abbia  un  valore  unico  e  finito  e  che  goda  della  proprietà  distri- 
butiva f{a)+f(b)=-f(a^b)j  senza  essere  necessariamente  della  forma  kx,  con 
k  costante.  Crediamo  di  poter  arrivare  a  questo  risultato  dietro  una  speciale  di- 
visione dei  numeri;  che  si  presenta  naturalmente  nello  studio  di  questa  funzione. 

Il  C  a  u  e  h  y  dimostrò  per  primo,  che,  ponendo  per  la/(x)  anche  la  continuità, 
si  deve  ridurre  alla  forma  kx.  Questo  Teorema  fu  esteso  dal  S  e  g  r  e  alle  fun- 
zioni di  variabile  complessa.  Il  Darboux  poi  fece  vedere  come,  per  conclu- 
dere che  la  /  sia  della  forma  kx ,  basta  ammettere  per  essa  in  un  certo  inter- 
vallo un  limite  superiore  ed  inferiore  finito.  (D  ar  b  o  ux  —  Math.  Annalen  XVII, 
S  e  g  r  e  —  Atti  dell' Accademia  di  Torino  1890). 

§.  1.0  Su  di  una  oerta  divisione  dei  numeri  reali. 

Diciamo  fin  d'ora,  che,  quando  diremo  numero  senz'altro,  intenderemo  sem- 
pre numero  reale. 

Consideriamo  la  totalità  dei  numeri  finiti  e  diversi  da  zero. 

Diremo  che  due  di  essi  appartengono  alla  stessa  classe  od  a  classi  diverse, 
secondochè  il  loro  rapporto  è  un  numero  razionale  od  irrazionale.  Così  l'assieme 
considerato  vien  diviso  in  un  numero  innumerabile  di  classi,  ciascuna  delle  quali 
contiene  un'infinità  numerabile  di  elementi.  Per  es.  i  numeri  razionali  formano 
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una  classe.  Questa  la  indicheremo  costantemente  con  B  e  diremo  p  un  suo  ele- 
mento corrente. 

Risulta  subito  : 

Un  numero  non  può  appartenere  che  ad  un'  unica  classe  :  due  classi ,  che 
hanno  un  elemento  in  comune,  coincidono. 

Ogni  numero  a  determina  pienamente  la  classe  a  cui  appartiene  e  tutti  i 
numeri  della  classe  di  a  sono  della  forma  i  =  pa. 

Rappresentando  come  al  solito  i  numeri  su  di  una  retta,  in  ogni  intervallo 
cadono  infiniti  numeri  di  ogni  classe. 

La  classe  determinata  da  a  V  indicheremo  con  C^  e  la  diremo  più  precisa- 
mente classe  di  l.o  ordine  coir  elemento  fondamentale  a. 

Se  p  è  un  numero  di  C^ ,  avremo  0^=0^ ,  nel  senso  che  C^  e  C^  coincidono. 

Supponendo  poi  che  il  numero  zero  non  ancor  considerato,  sia  un  elemento 
comune 'ad  ogni  classe,  potremo  dire  che  la  somma  di  due  elementi  di  0^  è 
ancora  un  numero  di  C^. 

Siano  a  e  p  due  numeri  finiti  di  classi  diverse  :  allora  a  -h  p  non  appartiene 
né  a  C^  né  a  C^.  Tutti  i  numeri  di  C^^p  si  possono  ottenere  dalla  somma  di  ogni 
numero  pa  col  rispettivo  pp  di  Cp.  Se  si  somma  invece  un  elemento  di  G^^  con 
uno  di  Cp,  che  non  siano  proporzionali  ad  a  e  p  rispettivamente,  si  ottiene  un 
elemento,  che  non  è  di  C^^^.  Sommando  invece  un  elemento  di  C^^  con  uno  di 
C^  in  tutti  i  modi  possibili,  otteniamo  un  assieme  di  numeri  finiti,  che  potremo 
raggruppare  in  un  infinità  numerabile  di  classi.  Il  gruppo  così  ottenuto  lo  indi- 
cheremo con  Cfl  p  e  lo  diremo  classe  di  2.o  ordine  cogli  elementi  fondamentali 
a  e  ^. 

Cqj^P  sì  comporrà  dei  due  gruppi  C^j  e  C^  e  del  gruppo  G,  che  contiene  i 
numeri  della  forma  pj  a  +  p,  p. 

In  questo  caso  e  in  altri  analoghi  scriveremo 

Ca,g  =  Ca  +  G  +  Cp. 

Sommando  due  numeri  qualunque  di  C^  p,  si  ottiene  ancor  un  numero  di  C^^p* 

Sia  ora  ^  un  numero  finito  non  appartenente  a  C^^p  :  di  tali  numeri  ne  esi- 
stono certamente ,  essendo  C^  p  numerabile.  Allora  a  ,  p  e  ^  non  possono  esser 
legati  da  una  relazione  Pi  a  +  pj  p  4-  Ps  Y  =  ^  ì  ^ssia  uno  qualunque  di  essi  non 
può  appartenere  alla  classe  di  2.o  ordine,  che  ha  per  base  gli  altri  due.  Inoltre 
nessun  numero  della  forma  Pia  +  pgf  +  psT  appartiene  ad  uno  dei  tre  gruppi 
^a,p  >  ^a,7  >  ^?a  ®  ^^^^^  ^  possibili  numeri  di  questa  forma  costituiscono  anch'essi 
un  gruppo  H,  numerabile,  con  elementi  finiti  e  diversi  da  zero,  divisibile  in 
classi  di  1.0  ordine. 

L'assieme  H  +  0^,6  +  0^,^  '^^ht  ^^  indicheremo  con  C^^p,^  e  lo  diremo  classe 
del  8.0  ordine  cogli  elementi  fondamentali  a  ,  p  ,  y» 
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La  Bomma  di  due  numeri  qualunque  di  0^,^^  è  ancor  un  numero  di  C^^^p ., 
Cosi  proseguendo  si  può  definire  una  classe  di  ordine  qualunque  n  cogli  eie- 

menti  fondamentali  OL^iCHì^fOLn^  trovando  sempre  verificate  le  proprietà  rilevate 

per  n  =  1  ,  2  ,  3. 

Dato  un  numero  finito  a„. ,  non  appartenente  a  C  ,  se  m  è  relemento 

corrente  di  questo  gruppo,  non  potrà  appartenere  ad  esso  anche  m  -f  poL^^^,  Il 
gruppo  di  punti,  che  ci  fornisce  quest'ultima  formula  per  tutti  i  possibili  valori 
di  m  e  p  ò  tale,  che  aggiunto  a  C  ci  da  C 

Più  generalmente  sia  G  un  gruppo  di  punti  qualunque  divisibile  in  tante 
classi  di  ordine  lo  ^  2o , . . .  :  valga  per  esso  la  proprietà  che  la  somma  di  due 
suoi  numeri  finiti  qualunque  appartenga  al  gruppo  medesimo.  Allora  se  pi  è  un 
numero  finito  non  appartenente  a  G  ed  m  è  l'elemento  corrente  di  G,  ogni  nu- 
mero della  forma  m  +  ppi  non  potrà  esser  compreso  in  G  ed  indicando  con  L  il 
gruppo  di  punti  m  +  p/ ,  avremo  che  l'assieme  G  +  L  godrà  ancora  della  pro- 
prietà, che  la  sogima  di  due  suoi  numeri  finiti  qualunque  è  ancor  un  numero 
che  gli  appartiene. 


Funzioni  a  variabile  reale  che  godono  delia  proprietà  distributiva. 

Consideriamo  una  funzione  y=f(x)   della   variabile   reale   x,  per  la  quale 
siano  valide  le  seguenti  proprietà  : 

Che  per  se  -  0  sia  zero. 

Che  per  ogni  valore  finito  di  x  abbia  un  valore  unico  finito. 

Che  soddisfi  alla  legge  distributiva 

f(a  +  b)^f{a)^f{b) 

qualunque  siano  i  numeri  finiti  a  e  b  uguali  o  diversi  tra  loro. 
Per  la  f{x)  risultano  subito  le  seguenti  proprietà  : 

f{-x)  =  -f{x)  f(ox)^gf(x). 

Se  a  è  un  numero  qualunque  finito  e  diverso  da  zero  e  f  è  l'elemento  cor- 
rente di  Cgj,  avremo 

f(t)  =/(?a)  =  p/(a)  =  ^-^  ooL  -  ^^  =  kt. 

Ossia  la  f(x)  è  della  forma  kx  in  ogni  classe  di  l.o  ordine,  con  k  costarne. 
11  numero  k  lo  diremo  brevemente  coefficiente  di  C^  o  di  a. 
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Se  i  coefficienti  k  delle  diverse  classi  fossero  tatti  uguali  tra  di  loro ,  si 
avrebbe  per  tutti  i  punti  x  considerati  f(x)  =  kx.  Resta  a  vedersi  se  i  numeri  k 
siano  tutti  uguali  tra  loro  necessariamente,  oppure  se  possa  esistere  una  fun- 
zione, per  la  quale  ciò  non  avvenga  e  che  pur  obbedisca  alle  leggi  accennate, 
come  avviene  evidentemente  per  la  kx. 

Dimostreremo  prima  che  se  una  tal  funzione  esiste  non  può  avere  in  nessun 
intervallo  un  limite  superiore  od  inferiore  finito ,  poi  faremo  vedere  che  esiste 
realmente  e  che  si  può  sempre  costruire  per  punti. 

Siano  a  e  p  due  numeri  finiti  appartenenti  a  classi  diverse  e  supponiamo 
che  fci  e  ikj  siano  i  coefficienti  di  C^  e  Cp  rispettivamente  in  f(x).  Allora  il  coef- 
ficiente di  C  ^  sarà 

^  ^  A:,  Px  g  +  k^  Pa  g  ^  ^  _^  h^K  (Ij 

Se  fci  =  fcj  si  ha  anche  k  =  k^  =  k^,  cioè  f{x)  è  della  forma  kx  in  tutto  il 
gruppo  C^^p. 

Se  è  k^-/-  k^  possiamo  dire  che  tutti  i  coefficienti  delle  classi  di  primo  or- 
dine contenute  in  C^^p  son  diverse  tra  loro.  Tutti  questi  valori  si  possono  otte- 
nere, facendo  variare  p^  e  p^  ^^^  campo  R. 

Si  vede  subito  dalla  (1)  (2»  forma  di  k) ,    che  in  quest'  ultimo   caso  k  non 

Pi   a  a 

può  mai  essere  infinito ,  perchè   ~  —  -f  1  non  può  mai  esser  zero ,  essendo  -r- 

irrazionale.  Però  si  potranno  ottenere  dei  coefficienti  k  positivi  e  negativi  in  va- 
lore assoluto  grandi  finché  si  vuole  :  basterà  prendere,  come  è  sempre  possibile, 

^-^  una  volta  a  destra  e  una  volta  a  sinistra  di  —  1    ed  abbastanza  vicino   a 

questo  punto. 

Osservando  allora  che  quando  si  rappresenta  la  f(x)  in  un  piano  Cartesiano 
il  numero  k  non  è  altro  che  il  coefficiente  angolare  della  retta  su  cui  si  trovano 
i  punti  {x  ,  y)  corrispondenti  agli  ac  di  C      ,       ,  avremo  che  in  ogni  intorno  an- 

Pl*TÌ>2fi 

gelare  dell'asse  OT  da  una  parte  e  dall'altra  deirorigine  esisteranno  di  tali  rette 
epperò  la  f{x)  non  potrà  avere  in  nessun  intervallo  un  limite  superiore  od  in- 
feriore finito. 

Quindi,  se  per  la  /",  oltre  a  quelle  accennate,  si  volesse  porre  la  condizione 
di  avere  in  un  certo  intervallo  un  limite  superiore  od  inferiore  finito,  si  dovrebbe 
concludere  l'uguaglianza  di  tutti  i  coefficienti  k  e  dovrebbe  quindi  essere  f(x) 
della  forma  kx  in  tutti  i  punti. 

Questo  è  il  teorema  del  D  a  r  b  o  u  z. 
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Consideriamo  ora  un  numero  a  finito  e  diverso  da  zero  ed  il  gruppo  G^,  che, 
per  fissare  le  idee,  supporremo  rappresentato  sull'asse  delle  x. 

Alla  classo  C^  diamo  un  coefficiente  k^  finito  ad  arbitrio  e  consideriamo  uua 
funzione  y  =  ^(x),  che  nel  campo  0^^  sia  della  forma  k^  x ,  non  facendo  per  or» 
alcuna  ipotesi  sui  valori  di  essa  in  altri  punti. 

Questa  funzione  nel  gruppo  in  cui  è  definita  ha  un  valore  finito  ed  unico  e 
gode  della  proprietà  distributiva.  Inoltre,  non  facendo  alcuna  altra  ipotesi  sulla 
o,  non  si  porta  determinazione  alcuna  sui  valori  di  essa  in  altri  punti,  che  noe 
siano  di  C^^ ,  perchè  sommando  due  punti  qualunque  di  questo  gruppo  si  rimane 
nel  gruppo  medesimo. 

Sia  ora  p  un  altro  punto  al  finito  non  appartenente  a  C^. 

Si  dia  a  C^  un  coefficiente  A:^  finito  e  sia  ^(x)  nel  gruppo  Cp  della  forma 
^•gX.  Allora  la  o  resta  determinata  in  C^  +  C^ ,  avendo  in  questo  gruppo  un  va- 
lore unico  e  finito,  giacché  Cg^  e  Cp  non  hanno  alcun  punto  in  comune,  eccetto 
lo  zero,  dove  la  cp  è  sempre  zero.  Applicando  nel  campo  C^^  +  Co  la  legge  di- 
stributiva, si  esce  dal  campo  medesimo  e  si  arriva  precisamente  a  tutti  i  puutì 
di  Cgjp,  potendosi  ottenere  o  un  punto  di  C^  +  Cp  od  uno  della  forma  pia+p,?. 
Sceo:liamo  per  coefficiente  di  ogni  classe  C  il  numero 

fc  =  Ali LiiX         e  sia,  in       C  ,  «(x)  =  kx. 

Pia  +  PaP  fi^+P2^'^^  ^ 

Allora  la  9  resta  determinata  in  tutti  i  punti  di  C^  a. 

In  ogni  punto  di  C^j^^  ha  un  valore  unico.  Difatti  sia  p^a  -h  p^  P  =  x.  Se  nel 
punto  X  la  9  potesse  avere  più  d'un  valore ,  ciò  dovrebbe  provenire  dal  fatto  , 
che  altre  coppie  di  numeri,  come  la  Pi'a,pj'g,  avessero  per  somma  dei  loro 
elementi  lo  stesso  punto  x.  Ciò  evidentemente  non  può  essere,  perchè  si  avrebbe 
Pi  a  +  p2  P  =  Pi'  a  +  P2'  P)  il  <5b®  avviene  soltanto  se  è  p^  =  p^'  pg  =  p^'. 

In  tutto  il  gruppo   C^^  la   ?   ha  un  valore  finito ,   come   risulta  subito  dal- 
l' essere  k^  ,  k^  ,  Pi»  ,  p^?  numeri  finiti  e  non  potendo  p^oL  +  pg?  esser  zero- 
In  Ca,p  la  9  gode  della  proprietà   distributiva.   Difatti  un   punto   di  C^^^^   è 
della  forma  p^a  +  p^f,  essendo  p,  e  pg  due  numeri  di  R  0  zero. 

Siano  allora  due  punti  qualunque  a  =  p^  a  +  P2  ?  ,  X'  =  p^'  a  +  pg'  p.  Avremo 

/(X)  =  k^pa  +  k^  pg  p,  /(XO  =  k,  p/  a  f  k^  p/  S,  /(X  +  XO  =  A:,(pi  +  p^')  a  +  fe^Cp^  +  p,'j  g 

cioè 

/^(X)+/(X')=/(X  +  X'j. 

Applicando  comunque  la  legge  distributiva  nel  campo  C^^  p ,,  non  sì  esce  dal 
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campo  stessO;  cioè  non  si  porta  alcuna  determinazione  nei  valori  della  9  in  altri 
punti,  pei  quali  si  avesse  in  vista  di  render  valida  la  legge  distributiva. 

Più  generalmente  supponiamo  che  la  9  sia  determinata  in  un  gruppo  G 
di  punti.  In  ogni  punto  al  finito  di  G  abbia  la  9  un  valore  unico  finito  e  in  tutto 
il  campo  G  goda  della  proprietà  9  (w,)  +  9  (m,)  =  9  (m^  +  m^),  essendo  Wj  ed  m^ 
due  punti  al  finito  di  G,  uguali  0  diversi  tra  loro.  Supponiamo  inoltre  che,  ap- 
plicando nel  gruppo  considerato  la  legge  distributiva,  non  si  esca  dal  gruppo 
medesimo. 

Allora  sia  /x  un  punto  al  finito  non  appartenente  a  G.  Diamo  a  C^j^  un  coef- 
ficiente k^  ad  arbitrio  finito  e  sia  9  (ce)  =  k^  x  nel  gruppo  C^.  La  9  resta  così  de- 
terminata nel  gruppo  G  -f  C^^ ,  avendo  in  esso  un  valore  unico  finito  per  ogni 
punto  al  finito,  giacché  G  e  C^^  non  hanno  che  lo  zero  in  comune,  dove  la  9  è 
sempre  zero.  Applicando  in  G  +  Cjj^  la  legge  distributiva  si  esce  dal  gruppo  e 
si  ottengono  tutti  i  punti  della  forma  m  -f  pfx ,  essendo  m  un  elemento  corrente 
di  G ,  che  non  assume  il  valore  zero. 

Se  A;  è  il  coefficiente  di  m ,  si  assuma  per  coefficiente  di  m  f  pii  il  numero 

^  ""     m  +  pii 

e  sia  9(x)  della  forma  k^x  in  tutti  i  punti  di  C^+p^^. 

Dicendo  Gj  l'assieme  dei  punti  m  +  p(*  e  P  T  assieme  G  +  0^^  +  G, ,  avremo 
che  la  9  resta  determinata  nel  gruppo  P. 

In  ogni  punto  al  finito  di  P  ha  un  valore  unico. 

Per  i  gruppi  G  e  C^j^  è  evidente.  Per  G^  basta  osservare  che  un  valore  mul- 
tiplo in  un  suo  punto  x  potrebbe  venire  dairessere  m  4-  p:*  =  m'  +  p'ti.  Allora  si 
avrebbe  m'  =  m  4-  (p  —  0')  (^  il  che  non  può  essere  a  meno  che  non  sia  p  =  p'  e 
quindi  m  =  m'. 

In  ogni  punto  al  finito  di  P  9(0?)  ha  un  valore  finito.  Difatti  k^  è  sempre 
finito ,  essendo  k  ,k^ymy^\i  numeri  finiti ,  e  ,  non  essendo  w  +  pfx  =  0. 

In  tutto  il  gruppo  P  la  9  gode  della  proprietà  distributiva 

9(X)  +  9a')  =  9CX  +  X0, 

essendo  X  e  X'  due  numeri  finiti  qualunque  di  P. 

Infatti  un  elemento  di  P  è  della  forma  w  +  pfx ,  essendo  m  un  elemento  cor- 
rente di  G  e  p  un  numero  di  R  o  zero. 
Sia 

X  =^  m  +  pfA  X'  =  m'  +  pV 

Avremo 

9  (X)  =  k^m  +  A:^  Xfx  9  (X')  =  k^m'  +  A:,  X'/x 

9  (X  +  X')  =  ^5  (»»  +  ^0  +  ^1  (X  +  X')  m 
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ma 

k^  (m  +  m')  =  k^m  +k^m' 
quindi 

9(X)  +  9(X')  =  T(^  +  ^'). 

Applicando  poi  nel  campo  P  la  legge  distributiva ,  non  si  esce  dal  campo 
medesimo,  quindi  in  P  la  cp  gode  delle  stesse  proprietà  che  in  G. 

Dietro  queste  considerazioni  è  facile  costruire  per  punti  una  funzione  y=f  (se), 
che  per  05  =  0  sia  zero,  che  abbia  un  valore  unico  e  finito  in  ogni  punto  al  finito 
e  che  goda  della  proprietà  distributiva,  senza  essere  della  forma  kx. 

Si  può  partire  da  un  valore  iniziale  qualunque  finito  a;  fissare  per  C^^  un 
coefficiente  finito  arbitrario  k  ed  assumere  kx  per  valore  della  f(x)  in  Cg^.  Sce- 
gliere poi  un  altro  punto  al  finito  p ,  non  appartenente  a  C^^ ,  e  dare  a  Cg  un 
coefficiente  k^  diverso  da  A:,  ma  sempre  finito  e  prendere  Aj^x  per  valore  di  f(x) 
in  Cp.  Fissare  poscia  ad  arbitrio  un  numero  finito  -f  non  appartenente  a  C^^  p 
ed  attribuirgli  un  coefficiente  qualunque,  per  es.  lo  stesso  k  di  prima,  e  pren- 
dere f(x)  =  kx  nel  campo  C^  e  così  via.  A  questo  modo  si  può  proseguire  fino 
ad  aver  determinata  la  f(x)  in  una  classe  di  ordine  qualunque  n  grande  fin  che 
si  vuole. 

Immaginiamo  arrestata  Toperazione  ad  un  certo  indice  n  e  consideriamo 
due  punti  finiti  qualunque  x^  ed  x^. 

Se  essi  appartengono  a  C  =  C  allora  è  determinato  /'(xj,  f{x^)  ed 

anche  fix^  +  x^),  verificandosi  la  legge 

/(«i  '^x^)=f(x,)-^f(x^). 

Se  acj  appartiene  a  C  e  non  x^  allora  è  determinato  f(,Xj),  ed  /'(3C2)  venga 
determinato  dall'essere  tale,  che  C      abbia  per  coefficiente  k  e  sia  f(x)  «f  to  in 

C     .  Allora  resta  fissato  pienamente  nel  modo  esposto  in  addietro  fix^  +  x^)  e 
X2 

si  ha  ancora 

f{x,^X,)=f(X,)+f{X2). 

Se  nessuno  dei  due  punti  appartiene  a  C  si  distinguano  i  due  casi  che  x^ 
appartenga  a  C  e  quindi  anche  acj  a  C  o  no. 

Nel  primo  caso  resti  determinato  (f{x^)  (essendo  per  es.  x^  quello  che  ha 
valor  numerico  maggiore  fra  i  due  Xj  ed  x^)  dairessere  f(x)  =  ifcx  in  C      ed  al- 

Xi 

lora  è  già  fissato  fix^)  ed  f(x^  +ac,)  =^(Xi)  ^/'(xg). 
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Nel  secondo  caso  restino  determinati  f{x{)  ed  f{x^  in  modo  che  sia  f{x)=kx 


in  C     +C     . 

Scegliendo  poi  altri  due  numeri  finiti  ad  arbitrio,  si  ragiona  su  di  essi  come 
su  x^  ed  Xg  rispetto  al  gruppo  di  punti,  in  cui  la  f(x)  è  già  determinata. 

Così,  pensando  ad  un  certo  ordine  fisso  di  successione  di  tutte  le  possibili 
coppie  di  numeri  finiti,  che  abbia  per  coppia  iniziale  x^  ac^",  essendo  xj  xj' 
la  coppia  corrente,  con  io  numero  qualunque  finito  o  transfinito  e  \xj\  >  \xj^\ , 
66  è  xJ  =/=  xJ',  colla  legge  accennata  resta  determinata  la  f(x)  in  ogni  punto  al 
finito.  Essa  è  una  funzione  che  per  x^O  è  zero,  per  ogni  punto  al  finito  ha  un 
valore  finito  ed  unico  e  che  gode  della  proprietà  /'(X)  +  /'(X')  =  /'(X +  X')  qualun- 
que siano  i  numeri  X  e  X',  senza  essere  della  forma  kx,  per  quel  k^  scelto  di- 
verso da  k. 

Per  semplicità  di  linguaggio  non  abbiamo  determinata  la  f{x)  nei  punti 
+  Go  e  —  00 ,  ma  possiamo  subito  vedere  che,  supponendo 

/'(oo)=oo  ^(— 0O)  =  —  00 

colla  convenzione  oo  —  oo  =  0 ,  si  possono  introdurre  nel  campo  di  validità  della 
legge  distributiva  anche  i  due  punti  considerati. 

Modena  28  Giugno  1896. 
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SULL'  ESTRAZIONE  ABBREVIATA 

DELLA    RADICE    CUBICA    DAI    NUMERI 

NOTA 

DEL 

Dott.  GIUSEPPE  BERNAflDI. 


Teorema. 

Se  la  radice  cubica  di  un  numero  intero  a,  esatta,  od  approssimata,  a  meno 

di  una  unità  per  difetto,  ha  2n  + 1  cifre  almeno,  e  se  s'indica  con  e  il  numero 

formato  dalle  cifte  di  essa,  escluse  le  n  prime  a  destra  (*),   ed  inoltre  con  q 

a  — e*»  IO''* 
il  quoziente  e  con  r  il  resto  della  divisione         ^  ,'  cioè  se  si  pone  : 


a-c'.lO»'* 


=  ?  +  0^2  i^2n  (1) 


3 

si  ha  in  generale  \j  a-  e*  10**  +  q ,  esattamente,  od  a  meno  di  una  unità  per  di- 
fetto ,  ovvero  a  meno  di  una  unità  per  eccesso ,  secondochè  rispettivamente  è 

r^3$2c-10'*  +  $8. 
Però  per  i  IO''*  numeri  interi  da  (10*'*  +  IO'*)»  -  10»'»   a  (10*'*  +  10'*)»- 1  si 

8 

ha  invece  V^s  c-lO**  +  g',  a  meno  di  due  unità  per  eccesso. 


if)  Si  può  osservare  che  il  numero  e  è  necessariamente  uguale  alla  radice  cu- 
bica,  a  meno  di  una  unità  per  difetto  «  del  numero  che  si  ottiene  dal  numero  a , 
sopprimendovi  i  primi  n  gruppi  di  3  oifre  a  destra. 
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Dimostrazionb;. 

s  

Se  si  indica  con  x  il  numero  formato  dalle  n  prime  cifre  a  destra  di  Va, 

s 

sarà    ^a  =c-10'*  +  a2,  esattamente  od  a  meno  di  una  unità  per  difetto,  e  si  ve- 
rificheranno le  due  relazioni  : 

aSic'lO^'-i'xy      ,      a.^[c.lO'*  +  (aj  +  l)]»-l  (2) 

ossia;  eseguendo  i  cubi  indicati  : 

a  5  e».  IO»'*  +  3c»- 10«^  aj  +  3c .  10'*  x^  +  x^ 

a  ^  e»- 10«'»  +  8c2 .  10»^  {x  -h  1)  +  3c .  IO'»  (x  -h  1)«  +  (a?  +  1)»  -  l. 

Ora,  sottraendo  e'- 10^'*  da  entrambi  i  membri  di  queste  due  ultime  relazio- 
ni ,  e  poi  dividendo  per  3c*  •  IO*'*  le  relazioni  risultanti,  si  ottengono  queste  due 
altre  : 


ossia  : 


g  — c^-lO»^  =         3c  •  IO""  ac*  +  x^ 
3c*.102'*    ^^"^       3c»-10*^ 

a  -  c'-lO»*»  ^         ^       3c.l0"(a;  +  1)«  +  (a  +  !)«  - 1 
3c» .  10*"   ^•^^'■■^  3^8 .  iQ«» 


3c« •  10"»     >'"'^  caO"  '*'  3c».10«" 

o-c»'10»"  .  (a;  +  D»     (g  +  l)»-t 

3c«.i0«"    ^'"+1+   e -IO"    "^     Sc^-lO*" 


(3) 


(4) 


Si  osservi  poi  che  x  avendo  n  cifre  al  più  per  ipotesi,  siveriflcano  lo  due 
relazioni  : 

flc<10'»  ,  a;<10'*-l> 

dalle  quali,  elevando  al  cubo  la  l,»,  ed  al  quadrato  la  2.a,  si  ottengono  le  due 
altre  : 

a?»  <  10»'*  ,  aj*^  10***  -  2  •  10'*  +  1  (5) 
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D'altra  parto,  poiché  per  ipotesi  e  ha  n  +  1  cifre  almeno,  si  verifica  1»  re- 
lazione : 

dalla  quale,  moltiplicandola  per  10*^,  si  ottiene: 

c.lO'*>10«^  (6) 

e  quadrandola  invece,   e  poi  moltiplicando  la  relazione  risultante  per  3«10^^ 
si  ha: 

Ora,  dividendo  la  2.»  e  la  1.»  delle  due  relazioni  (6)  rispettivamente  per  la 
(6)  e  per  la  (7) ,  si  ottengono  le  seguenti  : 


le  quali  sommate  danno  : 

ar»  3-10»^ -5. 10** +  3 


c.l0'*"*"3c«.10*^'^  3.10*** 

Per  conseguenza,  siccome  il  2.o  membro  di  quest'ultima  disuguaglianza  è 
minore  di  1 ,  perchè  il  numeratore  di  esso  è  minore  del  denominatore  manife- 
stamente, anche  il  l.o  membro  sarà  minore  di  1 ,  cioè  si  avrà  : 

<  1.  (8) 


e.  IO'*      Sc^-lO^** 


Ora  in  virtù  di  questa  relazione  la  1.»  delle  (4)  mostra  che  il  quoziente  q 

a -e' •10^'* 
della  divisione     ^  ^  ^^„^     è  uguale  almeno  ad  x. 
3c*-10^ 

D'altra  parte,  venendo  a  considerare  la  2.»  delle  relazioni  (4),  si  distin- 
guano tre  casi,  cioè:  l.o  quando  è  a;  <  10'*  -  1 ,  2.o  quando  è  05  =  10'*— 1  e 
nello  stesso  tempo  c^lO'*  +  1 ,  3.o  quando  è  x  =  10**  -  1  e  nel  medesimo  tempo 
e  =  10^ 

C7a«o  1.0  — Quando  è  aj  <  10**  —  1  ^  ciò  che  accade  più  comunemente,  ne 
consegue  x  +  1  <  10**,  e  perciò,  ponendo  se  -f- 1  in  luogo  di  x  nella  relazione  (8), 
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la  quale  sì  verifica  per  oj  <  KT  come  si  è  sopra  dimostrato,  si  ottiene  Valtrai 


e •10'*   "^3c«.l0«^ 


+  0.9    ^f\^n  ^  1  ì 


e  perciò  si  verifica  pure  la  seguente  a  maggior  ragione  : 

{x  +  iy      (flC-f  1)«-1 


clO^  3c«.10^ 


<1, 


in  virtù  della  quale  la  2.»  delle  relazioni  (4)  mostra  che  nel  caso  ora  conside- 
rato il  suddetto  quoziente  ^  è  al  più  eguale  ad  ce  +  1. 

Caso  2.0  --  Quando  è  a  =  10**  -  1  e  nello  stesso  tempo  e  >  IO**  +  1 ,  dalla  1.* 
di  queste  due  relazioni  si  deduce  : 

x  +  l  =  10^  (9) 

e  dalla  2.»,  moltiplicandola  per  10**  : 

C.10">(10'*  +  1)-10'*  (10) 

Ora,  quadrando  quest'ultima  relazione,  e  poi  moltiplicando  per  3  quella  che 
ne  risulta,  si  ha: 

3c«-  102*»53(10'»+1)«-10*^  (11) 

D'altra  parte,  quadrando  l'eguaglianza  (9),  si  ottiene: 

(«  +  1)^  =  10^,  (12) 

ed  elevandola  invece  al  cubo,  e  poi  sottraendo  l'unità  dai  due  membri  dell'egua- 
glianza risultante,  si  ha  : 

(a;-hl)»-l  =  10»'*-l.  (13) 

Ora,  dividendo  le  relazioni  (12)  e  (13)  rispettivamente  per  le  (10)  ed  (11) , 
risultano  le  seguenti  due  altre  : 

(x  +  1)«  =r        10^  (x  +  ly  -  1-== 10«^  -  1 

c.lO'*''^(lO'*-|-l)-10'*        '  3c«.10^    "^3(10** +  1)».  IO*'*' 

le  quali  sommate  danno  : 

(«+  JL)>      {x  f  Ij» -  1  =r 3(10''-H)»10^'*-H08'*-1 
c-lO'»    '^     8c«.10»'»    ^         8(10'*  +  1)».10«^        ''  - 


Digitized  by 


Google 


X  116  )( 
cioè ,  eseguendo  nel  2.o  membro  le  moltiplicazioni  indicate  : 

e. 10"    "^    3c».102'*     ^^3.10*'*  + 6.10»'*  + 3.10^'»  • 

Per  conseguenza,  siccome  il  2.o  membro  di  quest'ultima  relazione  è  minore 
di  1  ,  perchè  il  numeratore  dì  esso  è  manifestamente  minore  del  denominatore, 
sarà  pure  minore  di  1  il  l.o  membro,  cioè  si  avrà  : 

(«  +  !)«      (g  +  l)»-! 

c-io*»       ac^-io*** 

Perciò  ancora  la  2.^  delle  relazioni  (4)  mostra  che  pnre  nel  caso  ora  con- 
siderato il  suddetto  quoziente  ^  è  al  più  eguale  ad  a?  +  1. 

Caso  3.0  —  Quando  finalmente  è  «  =  10**  —  1  e  nello  stesso  tempo  e  =  10**, 
si  verificano  le  dae  eguaglianze  (12)  e  (13)  che  si  sono  già  dimostrate  vere  pre- 
cisamente per  x  =  10'*  — 1,  e  si  verificano  pure  le  altre  due  contenute  nelle  re- 
lazioni (6)  e  (7);  le  quali  duo  uguaglianze  si  sono  sopra  dimostrate  vere  ap- 
punto per  e  =  10**. 

Ora^  dividendo  le  due  prime  delle  quattro  uguaglianze  testé  ricordate  ri- 
spettivamente per  le  due  ultime  di  esse,  si  ottengono  le  seguenti  : 

c-lO**    ■"  '  3c«a02''     ""  3.10*'*   ' 

le  quali  sommate  danno  : 

(a-H)»     (a?+l)«-l  ^        108'*  "  1 
c.lO**  3cM0«'*  "         "^  3.10*'*"' 

Perciò,  sostituendo  convenientemente  nella  2.»  delte  relazioni  (4) ,  si  ha  : 

a-c».10^   .    ^^^  io«;*-i 
-3^2^15^-^^  +  ^  + "saó^'- 

Ora,  siccome  l'ultimo  termine  del  2.o  membro  di  questa  relazione  è  minore 
df  1 ,  perchè  ha  il  numeratore  minore  manifestamente  del  denominatore ,  con- 
segue  dalla  stessa  relazione  che  nel  caso  ora  considerato  il  suddetto  quoziente 
q  può  essere  uguale  al  più  anche  ad  x  +  2. 

a-c»-l0«'* 

Essendosi  eosì  dimostrato  che  II  quoziente  3  della  divisione  -g^iQin'"  P^* 
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essere  nei  due  casi  l.o  e  3.o  uguale  adas^oadas+l^e  che  nel  caéo  3.»  pu6 
essere  inoltre  uguale  anche  ad   ce  +  2 ,   ed    essendo   d'  altra   parte   per   ipotesi 

3  3 

V a  =  e*  10**  +  X  j  esattamente ,  oppure  V  ^  =  e- 10'*  -f  x ,  a  meno  di  1  per  difetto, 

3_ 
e  quindi  allora  anche  v'a  =  clO" -l-a;+ 1 ,  a  meno  di*  1  per  eccesso,  ed  inoltre 

3 

V  a  =  e  •  10**  4-  05  +  2  ,  a  meno  di  2  per  eccesso,  si  può  concludere  ora  che  in  qua- 

3 

lunque  caso  sarà  y/ a=^C'10^ -{•  q^    esattamente   od' a  meno   di   1    per  difetto, 

3 

quando  si  avrà  qz^Xy  e  che  sarà  invece  V«  =C'10**  +  g,  ameno  di  1  per  ec- 
cesso ,  quando  si  avrà  g  --  se  +  1 ,   e  che  in  fine  nel   caso  3.o  sopra  considerato 

sarà  poi  ^a  =c«10'*  -hg^,  a  meno  di  2  per  eccesso,  quando  si  avrà  5  =  se +  2. 

3 

Inoltre,  quando  sarà  V»  =  e- 10"  4- g,  esattamente  od  a  meno  di  1  per  di- 
fetto ,  si  verificheranno ,  per  a?  =  g ,  rispettivamente  V  uguaglianza  e  la  disugua- 
glianza contenute  nella  1.»  delle  relazioni  (3),  cioè  si  avrà  corrispondentemente: 

e  perciò,  confrontando  quest'ultima  relazione  colla  (1),  risulterà  rispettivamente  : 

r         =r         3^c  .  10**  +  q^ 


^"^'ScMO^'*  ^^'^      3c».10« 


I*»       > 


e  per  conseguenza  si  avrà  corrispondentemente  : 

r  >  Sq^c  .  IO'*  -H  q^ 

Invece ,  quando  sarà  sj  a  =-c.  10'*  +  g^ ,  a  meno  di  1  per  eccesso ,   si  veri- 
ficherà ,  per  a?  +  I  =  g ,  la  2.»  delle  relazioni  (3) ,  cioè  si  avrà  : 


g  -  cMO^'*  ^        3g«c  .  lO'^  +  g^  -  1 


3cM0^'*    ^^  3cM0^ 

e  perciò,  confì*ontando  quest'ultima  relazione  colla  (1) ,  si  otterrà  : 

T  8g»c.lO^-hg»-l 
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e  quindi  anche: 

r^  Sg'c.lO'^  +  ^-l, 

e  per  conseguenza  si  avrà: 

In  fine  nel  caso  speciale  in  cui,  essendo  a?  =  ]0'^-'l  e  nello  stesso  tempo 

3 

e  =  10** ,  è  inoltre  q  =  x-h2  ^  e  quindi  si  ha  V  a  =  e  .  10**  +  se ,  a  meno  di  2  per 
eccesso,  come  si  è  visto  sopra ^  si  osservi  che  si  verifica  necessariamente,  per 
e  =  10**  ed  ac  =  10'*  —  1 ,  la  relazione  : 

g-c».  IO»**  =, 


cioè  si  ha: 


Ora,  moltiplicando  quest'ultima  relazione  per  3.10***,  si  ottiene  la  seguente: 

a-10«'*r3-10«'*  +  3.10*'*, 

dalla  quale,  aggiungendo  10^**  ad  entrambi  i  membri,  e  poi  aggiungendo  e  sot- 
traendo 10^'*  dal  2.0  membro  della  relazione  risultante,  si  ha: 

a  >  W  +  3.105'*  +  3. 10***  +  10»'*  -  IO»** , 

ossia ,   sostituendo  (IO***  +  IO**)*   alla  somma  dei  primi  quattro  termini  del  2.o 
membro  : 

a>"(10«'*4-10'*)»-10»^  (14) 

D'altra  parte,  sostituendo  10**  e  10**  —  1  rispettivamente  a  e  e  ad  a;  nella  2.» 
delle  relazioni  (2),  si  ottiene: 

a<  (10«'*+10V-1. 
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Ora  finalmente  in  virtù  di  quest'ultima  relazione  e  della  (14)  si  può  conclu- 

3 

dere  che  tutti  i  numeri  interi  per  i  quali  si  ha  >/^=  e .  10**  +  g,  a  meno  di  due 
unità  per  eccesso,  sono  i  10'**  interi  da  (10^  +  10**)'—  10***  a  (10*'*  +  10**)* - 1. 

Osservazione.  —  Dalla  precedente  dimostrazione  consegue  facilmente  che  si 

3  

ottiene  yj  a  =e-10**  +  q,  a  meno  di  due  unità  per  eccesso,  solamente  quando  il 

quoziente  q  della  divisione         ^    ^^     risulta  eguale  a  10**  +  1 ,  cioè  eguale  a 

quel  numero  intero  di  n  +  1  cifre,  che  incomincia  e  termina  con  la  cifrai,  e 
di  cui  tutte  le  altre  cift*e  sono  zeri.  Ciò  torna  utile  di  ricordare  neirapplicazione 
del  teorema. 


Ancona,  Luglio  1896. 
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INVILUPPO  DI  UN  SISTEMA  NOTEVOLE  DI  CURVE 


Jf  OT  A 


DEL 


Doti   LUIGI    B  O  S  I. 
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Il  Professor  P  i  n  e  h  e  r  1  e  ,  nella  Nota  che  ha  per  titolo  «  Considerazioni 
geometriche  sul  numero  delle  radici  reali  di  un'equazione  algebrica  »  {Rivista  di 
Matematica  —  Anno  1893 —pag.  Sé—óG) ,  giungeva  per  via  indiretta  al  teorema 
seguente  : 

«  Abbiasi  un  sistema  di  coniche  passanti  per  un  punto  A  e  tangenti  ad  una 

«  retta  BC  nel  punto  B  :  dal  punto  C  fisso  su  BC  si  conducano  le  tangenti  CM 

ni   -  ,  ^ 
«  alle  coniche ,  ed  il  luogo  dei  punti  M  sia  una  paràbola  d  ordine  —  [cioè  una 

«  curva  la  cui  equazione  in  coordinate  omogenee  sia 

I 

«  Questo  sistema  di  coniche  avrà  per  inviluppo  una  seconda  parabola  d*  ordine  —         , 

«  a'5'*$'^-'*-hb'>3"*  =  0.  »  I 

Cercando  di  generalizzare  questo  teorema ,  sono  giunto  a  riconoscere  che 
esso  è  vero  anche  se,  in  luogo  del  sistema  di  coniche,  si  considera  un  partico- 
lare sistema  di  curvo  algebriche  d'ordine  qualunque,  e  in  questa  breve  Nota  mi 
propongo  appunto  di  dimostrare  il  teorema  così  generalizzato. 
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Ad  accrescere  queste  informazioni— che 
possiedono  nn  indubbio  interesse ,  ma  non 
concernono  che  un  periodo  assai  breve 
della  vita  del  grande  geometra  svizzero — 
nello  scorso  anno  vennero  scoperte  due 
abbondantissime  fonti  le  quali^  non  v'ha 
dubbio  y  porteranno  un  fortunato  amplia- 
mento e  forse  anche  una  radicale  modi- 
ficazione nella  letteratura  Steineriana:  il 
primo  centenario  della  nascita  del  grande 
scienziato  (1)  non  poteva  venire  solenniz- 
zato in  modo  più  significante  ! 

La  prima  di  tali  fonti  sta  in  una  ricca 
collezione  di  manoscritti  steineriani  che 
il  prof.  Graf  ha  scoperti  nella  biblioteca 
della  Società  dei  naturalisti  di  Berna ,  e 
che  il  Dott.  Batzberger  sta  attualmente 
esaminando.  Fra  essi  se  ne  trova  uno,  da- 
tato dal  1826  ed  intitolato:  Iheorie  des  Be- 
rilhrens  und  Schneidens  der  Kreise  in  der 
Ebene  y  der  Kugel  im  Raume  und  der 
Kreise  auf  der  Kageloberflàche  in  eineni 
systhematischen  Eniwickélungsgange ,  von 
Jàkoh  Steiner y  Privatléherer  in  Berlin.  E 
l'opera  che  ben  due  volte  (nel  1826  e  nel 
1832)  il  grande  geometra  annunciò  (Ges. 
Werke  p.  21  e  235)  e  che  oramai  si  consi- 
derava irremissibilmente  perduta;  faccia- 
KO  voti  che  essa  venga  a   costituire, 

ASSIEME  AGLI  ALTRI  LAVORI   INEDITI  PRON- 


(l)  Tutti  ricordano  essere  Steiner   nato  il 
18  marzo  1796. 


TI  PER  LA  STAMPA,  CHE  EVENTUALMENTE 
POSSONO     TROVARSI      NELLA      COLLEZIONE 

DI  Berna  ,  un  terzo  volume  delle 
Opere  di  Steiner.  Intanto  i  quaderni 
scolastici  che  fanno  parte  di  tale  raccolta 
vennero  già  accuratamente  analizzati  dallo 
stesso  Dott.  F.  Btltzberger  (i;,  il  quale 
inoltre  ha  pubblicato  una  specie  di  breve 
autobiografia  inviata  da  Steiner  il  3  marzo 
1827  all'Accademia  delle  Scienze  di  Ber- 
lino :  di  essa  ci  sembra  prezzo  dell'opera 
di  riferire  la  chiusa,  che  concerne  il  modo 
in  cui  Steiner  concepiva  la  geometria  ed 
i  metodi  di  insegnarla,  la  quale  mette  in 
chiaro  come  un  unico  concetto  organizza- 
tore abbia  servito  di  guida  costante  al- 
l' autore  della  Systhematische  Entwicke- 
lung  : 

"  Sin  da  quando  io  ero  scolaro  ,  dopo 
che  ebbi  conosciuti  parecchi  trattati  di 
geometria ,  mi  colpi  la  casualità  neir  or- 
dine che  emergeva  soltanto  dal  bisogno 
di  stabilire  una  certa  connessione  fra  le 
varie  proposizioni;  io  vi  trovavo  qualche 
cosa  di  arbiti*ario,  che  dimostrava  la  ne- 
cessità della  scienza  in  base  al  suo  con- 
tenuto materiale,  mentre  che  secondo  un 
sentimento ,  che  allora  era  in  me  an- 
cora oscuro,  tutta  la  varietà  della  mate- 
ria doveva  essere  derivata  e  quindi  creata 
da  una  unità  generale.  Io  capivo  che  sin- 
ché il  metodo  sintetico  fosse  cercato  in 
questa  connessione  superficiale  e  casuale 
dei   vari  teoremi,  si  sarebbe  pempre  con. 


(1)  V.  il  pregevole  articolo  Zum  100  Oeburts' 
tage  Jakob  Steiner  nel  Voi.  XXVII  della  Zeit- 
schr.  f.  mathem.  und  naturw.  Unters.  Un  pro- 
getto di  insegnamento  geometrico  ,  che  fa 
parte  dei  manoscritti  di  Steiner^  darà  mate- 
ria ad  altro  articolo  del  medesimo  autore. 
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dotto  il  discente  alla  falsa  idea  che  le  va- 
rie proposizioni  in  sé  stesse  fossero  il  fine 
della  scienza  ,  e  gli  si  sarebbe  talmente 
impedito  di  percepire  la  unità  sintetica  ge- 
nerale di  essa  che  egli  avrebbe  imparato 
a  considerarne  V  evidenza  soltanto  attac- 
candola alle  varie  proposizioni ,  e  mai  a 
concepirla  nella  sua  forma  primordiale. 
Perciò  come  insegnante  io  mi  proposi  il 
compito  di  trattare,  per  quanto  fosse  pos- 
sibile y  Ogni  disciplina  quale  un  concetto 
unico  e  di  fare  apparire  le  varie  propo- 
sizioni come  semplici  risultati  dello  svi- 
luppo di  esso  concetto  unico.  —  Quasi  in- 
consciamente io  mi  imbattei  cosi  nella 
trattazione  veramente  genetica,  che  dove- 
va essere  in  possesso  dei  geometri  dell'an- 
tichità, ma  che  servi  a  me  in  un  caso  op- 
posto di  loro.  Siccome  a  me  era  data  una 
quantità  di  problemi  risolti  e  di  teoremi, 
cosi  io  non  dovevo  fissare  le  singole  pro- 
posizioni ,  ma  sibbene  stabilire  le  leggi 
generali  della  costruzione  sintetica^  dalle 
quali  scaturiscono  tutte  le  scoperte  di  tal 
fatta,  di  queste  avvertire  le  proprietà  e  con- 
seguentemente esaurirle  ^.         (continua) 

Recensioni  ed  Annunzi 

E.  CESÀRO-6reom.  intrin,— {contiti,  n.  1.) 

Come  i  concetti  fondamentali  dalla  geo- 
metria intrinseca  piana  possano  estendersi 
alle  curve  a  doppia  curvatura  ed  alle  ri- 
gate viene  esposto  nella  IX  delle  Lezioni^ 
alla  quale  serve  di  complemento  indispen- 
sabile la  successiva  consacrata  alle  curve 
storte  notevoli  (curve  sferiche,  eliche,  cur- 
ve di  Bertrand  e  loro  generalizzazione). 
Se  nell'  insieme  queste  due  lezioni  presen- 
tano meno  originalità  di  quelle  analoghe 
nel  piano  gli  è  che  (strano  a  dirsi  !)  la 
geometria  intrinseca  piana  conta  all'incir- 
ca  un  quarto  di  secolo  meno  di  quella  delle 
curve  sghembe  ;  tuttavia  in  molti  punti 
speciali  il  Cesàro  trova  modo  di  mettere  in 
evidenza  quello  spirito  originale  che  tutti 
riconoscono  ed  ammirano  in  lui.  Questa 
stessa  osservazione  può  ripetersi  riguar- 
do alle  quattro  Lezioni  che  incontriamo 
dipoi.  La  prima  di  esse  contiene  gli  ele- 
menti essenziali  della  teoria  generale  delle 
superficie;  va  in  essa  rilevata  una  nuova 
dimostrazione  del  teorema  di  Meusnier. 
La  seconda  ,  sotto  il  modesto  titolo  di 
Esercizii  sulle  superficie ,  insegna  ad  ap- 


plicare quanto  precede  a  molte  questioni 
ri fiet centi  le  superficie  in  generale  ed  al- 
cune speciali  notevoli  (superficie  di  rivo- 
luzione, superficie  a  curvatura  totale  o  me- 
dia, costante,  quadriche,  superficie  di  Wein- 
garten).  Le  deformazioni  infinitesime  delle 
superficie  sono  il  tema  della  seguente  Le- 
zione  y  e  le  congruenze  di  rette  (o  siste- 
mi di  00 2  raggi)  quello  della  XL 

Maggiore  novità  presenta  l'insieme  delle 
Lezioni  di  cui  ancora  ci  resta  a  descrìve- 
re il  contenuto.  Dove,  dopo  aver  trattato 
dello  spazio  in  cui  viviamo  e  dei  sistemi 
tripli  ortogonali  che  si  possono  in  esso 
costruire  (in  particolare  esposta  una  nuo- 
va dimostrazione  del  teorema  di  Dupin  sui 
sistemi  tripli  ortogonali)  TA.  avverte  che 
da  quanto  egli  espose  risulta  come  lo  spa- 
zio a  tre  dimensioni  che  forma  il  campo 
consueto  delle  indagini  del  geometra,  non 
sia  il  più  generale  fra  quelli  di  cui  ogni 
elemento  è  determinabile  mediante  tre  nu 
meri.  E  perciò  condotto  a  considerare  in 
generale  tutti  gli  spazi  a  tre  dimensioni 
e  uno  spazio  lineare  a  quattro  che  tutti 
li  contiene,  ed  a  generalizzare  delle  pro- 
posizioni note  da  tempo  per  le  superfìcie 
ordinarie  (ad  es.  il  teoroma  di  Eulero  sulla 
curvatura  delle  superficie). 

Proseguendo  in  quest'  ordino  di  idee  il 
prof.  Cesàro  dedica  un*  altra  lezione  alle 
Curve  negli  iperspazii  e  l'ultimo  agli  Jper- 
spazii  in  generale ,  completando  cosi  la 
estensione  delle  formolo  stabilite  nei  ca- 
pitoli precedenti  della  sua  opera»  Qui  la 
esposizione  procede  con  grande  rapidità, 
anzi  con  velocità  eccessiva  a  nostro  avviso: 
che  molti  concetti  e  parecchie  formolo,  a 
cui  si  arriva  per  analogia  e  mediante  ge- 
neralizzazioni, non  sono  abbastanza  giusti- 
ficati, sicché  possono  presentare  facile  ber- 
saglio ai  non  rari  oppositori  che  conta  la 
geometria  degli  spazi  a  quante  si  voglia- 
no dimensioni.  Fra  gli  esempi  che  potrei 
citare  a  giustificazione  di  tale  appunto  scel- 
go l'asserzione  "  è  inutile  dì  mostrare  che 
a*^*n\  misura  la  capacità  dell'  (n  -f  1)  —  e- 
droide  fondamentale  „.  Tale  dimostrazione, 
ben  lungi  dall'  essere  superflua ,  avrebbe 
servito  a  soddisfare  un  desiderio  che  da 
più  anni  si  avverte,  e  non  fu  ancora  sod- 
disfatto! (1). 

(1)  V.  infatti  V intermédiaire  dea  mathéma* 
ticieua,  T.  I,  1894,  p.  52,  Qaest.  105  (non  an- 
cora risolta). 
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Malgrado  queste  piccole  mende  scu- 
sabilissime trattandosi  di  un  campo  di 
studii  in  cui  il  prof.  Cesare  può  a  ra- 
gione asserire  ^  je  hois  dans  mon  verve  j^ 
noi  siamo  certi  che  le  Lezioni  discorse 
siano  un'  opera  ottima  del  cui  acquisto  le 
letteratura  matematica  italiana  può  con  ra- 
gione gloriarsi  (1).  La  studino  i  nostri 
giovani:  il  vital  nutrimento  che  ne  ritrar- 
ranno, li  compenserà  ad  usura  delle  dif- 
ficoltà che  talora  presenta  il  penetrare  nel- 
l'intimo pensiero  di  un  autore,  il  quale  di 
regola  procede  rapidamente,  senza  posa, 
sospinto  dalla  quantità  di  pensieri  nuovi 
che  gli  si  affollano  alla  mente. 

Gino  Loria. 

DoTT.  Giovanni  Vailati.  8ulV importan- 
za delle  ricerche  relative  alla  storia  delle 
scienze.  Prolusione  a  un  corso  sulla  Sto- 
ria della  Meccanica.  (Letta  il  giorno  4 
Dicembre  1896  neir  Università  di  To- 
rino). Torino,  Roux  Frassati  e  C.o  1897, 
8o  gr.,  p.  22. 

P,  Mansion.  Notice  sur  les  travaux  ma- 
thématiques  de  Eugène-Charles  Catalan. 
Bruxelles,  1896. 

Necrologio 

La  matematica  ha  subito  il  17  febbraio  di 
quest'anno  una  perdita  immensa  per  la  mor- 
te di  Carlo  Wbibrstrass  (n.  31  ottobre 
1-815).  Benché  la  grave  età  e  le  malattie  da 
tempo  lo  tenessero  lontano  dalla  cattedra  e 
gli  vietassero  la  continuità  nel  lavoro,  pure 
con  qualche  pubblicazione  saltuaria  (si  ricor- 
di quella  di  data  abbastanza  recente  sul  teo- 
rema fondamentale  dell'algebra)  e  collabo- 
rando alla  edizione  delle  sue  Opere  complete, 
egli  dava  segni  non  dubbii  della  propria  vi- 
talità: onde  la  sua  scomparsa  non  è  da  la- 
mentare soltanto  come  il  tramonto  di  un  astro 
di  prima  grandezza,  ma  anche  perchè  "  se  egli 
avesse  vissuto,  noi  avremmo  saputo  qualche 
cosa  di  più„.  Non  è  nell'istante  della  morte 
che  è  dato  misurare  l'opera  di  uno  scien* 
ziato  che  in  tutti  i  campi  che  percorse  la- 
sciò delle  tracce  destinate  a  rimanere;  tanto 

(1)  Essa  6i  chiude  con  tre  note  Sull'uso  dei 
numeri  di  Ch'aasmann  ,  SulV  equilibrio  dei  fili 
fle»9ÌbilÌ  ed  ineatendibili,  e  sulle  equazioni  del- 
V  elasticità  negli  iperspazii;  ove  sono  esposte 
aggiunte  ed  applicazioni  di  quanto  è  esposto 
Del  testo. 


più  che  una  parte  non  piccola  delle  scoperte 
di  Weierstrass  sono  note  in  modo  imperfetto, 
trasmesse  per  tradizione  orale  da'  suoi  disce- 
poli. In  attesa  pertanto  della  fine  della  edi- 
zione delle  memorie  e  delle  lezioni  del  ce- 
lebre analista,  limitiamoci  a  ricordare  come 
a  lui  siamo  debitori  dell'importantissima  os- 
servazione che  "  non  ogni  funzione  continua 
ammette  derivata  „  e  di  un  esempio  di  fun- 
zione continua  in  tale  condizione.  A  lui  dob- 
biamo buon  numero  di  concetti  e  di  teoremi 
fondamentali  concernenti  la  teoria  delle  fun- 
zioni uniformi  di  una  variabile  complessa: 
valga  come  esempio  la  proposizione  affer- 
mante la  possibilità  di  costruire  una  fun- 
zione trascendente  avente  una  data  distri- 
buzione di  zeri.  Né  va  dimenticato  il  nesso 
da  lui  scoperto  fra  la  teoria  di  tali  funzioni 
e  quella  delle  superficie  di  area  minima  ;  chi 
poi  non  ricorda  i  suoi  lavori  sulle  forme 
bilineari  e  quadratiche,  sui  numeri  a  quan- 
tésivogliano  unità,  e  sul  calcolo  delle  va- 
riazioni? Anche  la  teoria  di  speciali  fun- 
zioni è  a  lui  debitrice  di  notevoli  progressi. 
Infatti  egli ,  non  solo  animò  di  vita  no- 
vella la  teoria  delle  funzioni  Abeliane  , 
ma,  da  un  lato  ha  gettato  le  basi  di  una 
nuova  teoria  delle  funzioni  ellittiche  che, 
con  meraviglia  dei  discepoli  di  Jacobi  , 
ha  omai  preso  il  posto  occupato  di  quella 
che  i  Fundamenta  nova  avevano  reso  clas- 
sica. D'altro  lato  egli  ha  aggiunto  due  pro- 
posizioni importantissime  alla  dottrina  degli 
integrali  euleriani'  di  II  specie  avvertendo  es- 
ser 1:  r(z)  una  funzione  trascendente  intera 
e  non  esistere  alcuna  equazione  differen- 
ziale a  cui  soddisfi  la  funzione  T  («).  Per 
queste  e  per  immemorabili  altre  scoperte 
ed  innovazioni  di  metodo  il  nome  di  Weier- 
strass rimarrà  scritto  a  caratteri  indelebili 
nella  storia  dell'analisi  accanto  a  quelli  di 
Cauchy  e  di  Eiemann. 

Notizie. 


L'Accademia  di  Danimarca  ha  posto  que- 
t'anno  come  tema  di  concorso  il  seguente  : 
"  In  una  serie  di  memorie  inserite  nei  vo- 
lumi 1  e  3  degli  Ada  mathematica,  il  Poin- 
caré ha  svolta  la  teoria  mediante  la  quale 
si  formano  i  gruppi  discontinui  di  trasfor- 
mazioni lineari  di  una  sola  variabile.  Nel 
voi.  I  degli  Acta ,  il  Picard  ha  offerto  un 
esempio  della  trasformazione  di  una  classe 
di  gruppi  discontinui  di  trasformazioni  li- 
neari di  due  variabili.  Ora  la  teoria  di  Poin- 
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care  sulla  formazione  di  gruppi  diflcontinui 
di  una  sola  variabile  somministra  effettiva- 
mente i  mezzi  per  costruire  tutti  i  gruppi 
lineari  possibili  di  questo  genere ,  ma  può 
difficilmeute  far  decidere  se  delle  trasforma- 
zioni date  sono  capaci  di  far  nascere  un  tale 
gruppo.  Molte  questioni  essenziali  sui  gruppi 
lineari  discontinui  restano  dunque  da  risol- 
vere. Gli  è  perciò  che  TAccadcmia  propone 
una  medaglia  di  oro  come  premio  pel  mi- 
gliore contributo  importante  alF  estensione 
delle  teorie  di  Poincaré  e  Picard.  Fra  le 
questioni  di  questo  genere  alla  cui  soluzione 
sono  più.  desiderabili  dei  contributi  vanno 
segnalate  le  seguenti  :  A  quali  condizioni 
debbono  soddisfare  due  o  più  trasformazioni 
lineari  per  far  nascere,  colla  loro  combina- 
zione un  gruppo  discontinuo  ?  Come  si  può 
vedere  se  il  numero  delle  trasformazioni  ado- 
perate per  formare  un  gruppo  è  il  minimo 
possibile?  Come  la  teoria  dei  gruppi  discon- 
tinui di  una  sola  variabile  può  essere  gene- 
ralizzata si  da  condurre  alla  soluzione  del 
problema  analogo  per  due  variabili  ?  „.  Le 
risposte  (scritte  in  danese,  svedese,  inglese, 
tedesco,  francese  o  latino)  devono  essere  in- 
dirizzate prima  del  31  ottobre  1898  al  pro- 
fessore H.  G.  Zeuthen  dell*  Università  di  Ko- 
penhagen. 


L*  Accademia  Pontaniana  in  Napoli  ri- 
propone al  concorso  pel  premio  Tenore  di 
Lire  510  il  seguente  tema  :  Le  McUematiche 
in  Napoli  dalla  fondazione  delV antica  R,  Ac- 
cademia delle  Scienze  (1732)  alla  nuova  (1861), 

Il  concorso  è  aperto  per  tutti  gritaliani, 
esclusi  i  soli  soci  residenti  delP Accademia 
Pontaniana. 

I  lavori  dovranno  farsi  pervenire  fran- 
chi da  ogni  costo  ,  al  Segretario  generale 
deir  Accademia  non  più  tardi  del  31  mar- 
zo del  1898. 

Ogni  lavoro  sarà  presentato  chiuso  e 
suggellato ,  con  un  segno  ed  un  motto  sul 
piego.  Insieme  sarà  presentata  una  scheda 
chiusa  e  suggellata,  nella  quale  sarà  notato 
il  nome  e  U indirizzo  dell'autore,  e  sarà  di 
fuori  lo  stesso  motto  e  lo  stesso  segno,  che 
sta  nel  piego.  Gli  autori  che  in  qualunque 
modo  si  faranno  conoscere ,  non  potranno 
aspirare  al  premio. 


* 


Un  giornale  letterario  italiano  avendo  ri- 
ferita sotto  forma  dubitativa  la  scoperta  fatta 


dal  prof.  Studnicka  deirUniversità  di  Praga 
del  manoscritto  della  celebre  opera  di  Coper- 
nico De  revolutionibus  orbium  coele^um^  cre- 
diamo opportuno  riferire  la  storia  di  tale 
manoscritto  che  il  prelodato  matematico 
scrisse  nella  II'  edizione  delle  sue  interes- 
santi Conversazioni  astronomiche  intitolate 
Bi9  an'9  Ende  dcr   WeU!  (Prag,  1896): 

"Gioachino  Retico — il  ben  noto  professore 
tedesco  di  matematica  e  d'  astronomia ,  che 
rinunciò  nel  1539  alla  cattedra  che  occupava 
a  Vittemberga,  per  poter  diventare  allievo 
di  Copernico  a  Thorn  —  ne  fu  il  primo  for- 
tunato possessore,  e  precisamente  egli  ebbe 
Tesemplare  secondo  cui  venne  fatta  la  stampa 
nel  1543,  circa  nello  stesso  tempo  della  morte 
dell'autore.  Dopo  di  lui  ereditò  il  tesoro  il 
suo  collaboratore  Valentino  Otho,  ed  in  se- 
guito Giacobbe  Christmann  professore  ad 
Heidelberg. 

Alla  sua  morte  (11  Gennaio  1614)  Amos 
Comenio ,  che  in  quel  tempo  studiava  in 
quella  celebre  città  universitaria,  lo  ottenne 
per  una  conveniente  somma  dalla  vedova,  e 
lo  portò  seco  in  Praga,  sua  patria.  Questo 
celebre  fondatore  della  pedagogia  moderna, 
dopo  che  per  cause  religiose  fu  costretto  a 
esulare  in  Polonia,  conservò,  a  quanto  sem- 
bra, questo  manoscritto  sinché  glielo  permi- 
sero le  sue  non  molto  brillanti  condizioni 
materiali.  Ma  poi  dovette  venderlo  al  barone 
di  Notist  il  quale,  unitamente  a  molte  altre 
cose  rare  e  notevoli  da  lui  raccolte  durante 
la  propria  residenza  in  Slesia,  lo  dichiarò  pos^ 
sesso  di  famiglia  inalienabile. 

£  da  quel  tempo  le  217  pag.  che  lo  com- 
pongono formano  il  più  prezioso  ornamento 
del  patrimonio  della  famiglia  Notist.  Curio- 
so è  il  fatto  che  nel  1832  gli  impiegati 
incaricati  di  redigerne  il  catalogo  ufficiale, 
lo  valutarono  trenta  carantani  (moneta  di 
convenzione  equivalente  a  lire  1,30  circa) 
affinchè  la  tassa  da  pagare  non  diventasse 
esorbitante  „. 


* 

4c  * 


A  coloro  che  amano  seguire  il  lento  for- 
marsi ed  il  diffondersi  delle  leggende  intomo 
agli  scienziati  ed  alle  loro  più  note  opinioni, 
additiamo  T  interessante  articolo  sopra  Gti- 
lileo  di  G.  Berthold  intitolato  Eppur  si  muo- 
ve, É  inserito  nel  I  fascicolo  del  Voi.  XLII 
(1897)  ^t\U  ZeiUchrift  fur  Mathematik  und 
Physik 
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La  pubblicazione  del  Giornale  è  cominciata  con  Gennaio  1863.  Ogni  due  mesi  si 

pubblica  un  fascicolo  di  pagine  G4  in-8"  grande. 
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Sia  una  curva  algebrica  P  d'ordine  p  che  abbia  un  punto  A  multiplo  d'or- 
dine p  -  ì  ,  con  le  tangenti  in  A  ai  j?  -  1  rami  tutte  coincidenti,  e  in  B  un  con- 
tatto d'ordine  p^l  con  una  retta  BC.  Preso  sulla  BC  un  punto  qualunque  C , 
cerchiamo  quante  tangenti ,  oltre  la  GB ,  si  possano  condurre  da  questo  punto 
alla  F,  e  quali*  siano  le  coordinate  dei  punti  di  contatto. 

Si  prenda  un  sistema  di  coordinate  omogenee  e  siano  A  ,  B  ,  C  i  vertici 
3/r=2  =  0,z  =  aj  =  0,a;  =  y=0  del  triangolo  fondamentale.  L' equazione  della 
curva  P  sarà 

(ay  +  hzf'^  ae  +  £f^  =  0 


e  quella  della  prima  polare  di  C  rispetto  alla  F 

(p  -  1)  ò  (ay  -f  bzy-^  x  +  pz^"^  =  0. 


(1) 


(2) 


Se  delle  soluzioni  comuni  a  queste  equazioni  escludiamo  le  due  x  =  z  =  0 
ed  y  =  z^Of  le  rimanenti  ci  daranno  le  coordinate  dei  punti  di  contatto  delle 
tangenti  (diverse  da  GB)  che  dal  punto  G  si  possono  condurre  alla  F. 

Eliminando  x  tra  le  equazioni  (I)  e  (2)  si  ha 

2^-1  (ay  +  Ò2)P-«  (pay  +  &a)  =  0 

che  si  può  sostituire,  per  esempio,  al  posto  della  (2);  e  siccome  vogliamo  esclu- 
dere le  soluzioni  sc=2=0,  ed  y=«=0,  trascureremo  i  fattori  z^"^  ed  (ay+bz)^"^ 
e  scriveremo  semplicemente 


pay  -{■  bz  =  0. 


(3) 


Eliminando  poi  y  tra  le  (1)  e  (3)  e  sopprimendo  ancora  nella  equazione  ri- 
sultante il  fattore  z^'^y  abbiamo 


(p-  ìy-n^^^x+p^'^z  =  0 


(4) 


che  potrà  sostituirsi  al  posto  della  (1). 
Otteniamo  cosi  il  sistema  di  equazioni 


pay  -h  6^;  =  0 

p^iyH^'^x-hvP'^z^^O 
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che  ci  dà  le  coordinate  richieste.  E  siccome  queste  equazioni  sono  di  primo 
grado,  si  vede  che  da  G  non  sì  può  condurre  alla  F  altro  che  una  tangente  di- 
versa dalla  CB. 

IH. 

Sìa  ora  un  sistema  di  curve  d'ordine  p  definito  dalle  seguenti  condizioni  : 

a)  tutte  le  curve  abbiano  un  punto  A  multiplo  d' ordine  p  -  l  e  per  cia- 
scuna di  esse  le  tangenti  in  A  ai  jp  -  1  rami  siano  tutte  coincidenti  ; 

b)  esse  abbiano  in  un  altro  punto  B  un  contatto  d'ordine  p  -1  con  una 
retta  BC  ; 

e)  il  luogo  dei  punti  di  contatto  M  delle  tangenti  condotte  alle  curve  da 
un  punto  C  della  retta  BC  (e  diverse  da  BC)  sia  una  curva  la  cui  equazione  , 
scegliendo  come  sopra  il  triangolo  fondamentale,  abbia  la  forma 

Cerchiamo  T  inviluppo  delle  curve  dì  questo  sistema. 

L'equazione  dello  curve  che  soddisfanno  alle  condizioni  a)  e  b)  è 

(uy  4-  vzf^^  02  +  2?P  =  0  ,  (5) 

dove  u  ,  V  sono  parametri  variabili. 

Le  coordinate  dei  punti  M  sono  date  dal  sistema 

puy  +  vz  =  0 

(P  -  1)^'^  VP-I  X  i-p^'^  2  =  0. 

Ma  il  luogo  di  questi  punti  dev'  essere  la  curva 

y*"  =  e  x'*  2"*-'* 

che  si  può  anche  rappresentare  per  mezzo  delle  equazioni 

aj  =  X'» 

y  —  kV'y.'^-'* 
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dove  A;  =  >/  e  e  X  ,  |iL  sono  parametri  variabili  :  quindi  si  dovrà  avere 

pk  À"  jii'"-'*  tt  +  H-"*  V  =  0 

(p  -  1)  X***  t;P-i  +  <i?  -  1)  ;j.'"  =  p. 

Ne  risalta 

p-l p-i 

(p^ì)kK*'  VX^^  (p-i/vx^ 

£  sostituendq  questi  valori  nella  (5;  abbiamo 

[^•"(i^feX^a  -  (^~y)''-'a  -  (p  -  l)*»-!  feP-i  X'^+'^P-^  ijP  =  0  (6) 

che  è  l'equazione  del  sistema  di  curve  soddisfacenti  alle  condizioni   a) ,  fc) ,  e). 
Per  avere  ora  l'inviluppo  di  queste  curve,  basta  derivare  il  primo  membro 
della  (6)  rispetto  a  X  e  rispetto  a  jjl  e  far  sistema  delle  equazioni  cbe  si  otten- 
gono eguagliando  a  zero  le  due  derivate.  Si  ha  cosi 

•    z  I  pn^""  {pkVz  -  fit>jP-«  flc  -  (i?  -  l)P-2  A:P-*(m  +  pn  -  n)  \^^p^'^^  «p-i  j  =  o 

(7) 
X  j  j:>A:a'^2j  —  [i-*^y  \^'^  j  mpA:/.**  g  -  (m  +  2>n  —  n)  \x^y  j  =  0. 

In  queste  equazioni  possiamo  sopprimere  i  fattori  z ,  Xj  (pk\**  z  —  /a'*^)^"'*  e 
scrivere  semplicemente 

mpkt*^  z  —  im  ■{■  pn  —  n)  it^y  --  0. 

E  se  ora  dalla  prima  di  queste  equazioni  eliminiamo  y  per  mezzo  della  se- 
conda; abbiamo 

2P-2  j  ^P-l  ^P-l  ^,m^_^^_^^^_  ^^p-l  X*»  2  j  =  0 , 
e  sopprimendo  anche  qui  il  fattore  z^'^y  abbiamo  che  il  sistema  che  ci  dà  l'iu- 
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viluppo  cercato  è 

pmk  X**  «  —  (m  4\pn  -  n)  /x^  y  =  0. 
Eliminando  X  e  fA  otteniamo  infine 


con 


(8) 


c,  = 


^       (m  +  2>»  —  n)" 


— .  «'i'»+J»'»-»* 


m 


Tale  è  V  equazione  dell'  inviluppo  :  esso  è  una  parabola  d'  ordine   — ,  come   il 

luogo  dei  punti  M. 

La  soppressione  di  fattori  che  abbiamo  fatta  nel  passare  dal  sisi^ema  (7)  al 
sistema  (8)  non  ha  portato,  come  è  facile  vedere,  altra  conseguenza  che  di  esclu- 
dere dall'inviluppo  il  punto  isolato  B. 

Supponendo  />  =  2  si  torna  al  caso  già  considerato  dal  prof.  P  i  n  e  h  e  r  1  e 
nella  Nota  sopra  citata. 


Teramo,  novembre  1896. 
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SULLA  INVERSIONE  PER  RAGGI  VETORI  RECIPROCI 


NOTA 


DI 


AMEDEO  GIACOMINI. 


Se  uno  spazio  lineare  di  punti,  a  tre  dimensioni,  viene  rappresentato  sopra 
se  medesimo,  ovvero  due  porzioni  finite  od  infinite  dello  stesso  spazio  vengono 
rappresentate  Tuna  sull'altra,  e  la  rappresentazione  è  biunivoca,  continua  e  cou- 
forme,  tale  cioè  che  due  regioni  infinitesime  corrispondenti  siano  simili,  la  rap- 
presentazione medesima  è  sempre,  a  meno  di  similitudini  e  movimenti,  una  in- 
versione per  raggi  reciproci.  Questo  notissimo  teorema  fu  dimostrato  analitica- 
mente di  L  i  o  u  V  i  1 1  e  {*):  in  esso  non  si  fa  alcuna  ipotesi  circa  la  natura  della 
data  rappresentazione.  Il  Sig.  Bianchi  nel  1878  (**)  dimostrò  sinteticamente 
che  il  teorema  di  Liouville  vale  anche  sul  piano  quando  si  supponga  che 
la  rappresentazione  sia  razionale;  e,  mantenendo  questa  ipotesi  restrittiva,  estese 
la  sua  dimostrazione  al  caso  dello  spazio.  Più  tardi  il  Sig.  Capelli  (***)y  ri- 
conoscendo «  desiderabile  una  dimostrazione  di  natura  più  sintetica  ed  a  cui 
<  corrisponda  una  certa  intuizione  geometrica  della  verità  da  dimostrarsi  »  mo- 
strò dapprima  sinteticamente  che  una  trasformazione  conforme  cangia  sempre 
le  sfere  in  sfere,  e  completò  poscia  con  procedimento  analitico  la  dimostrazione 
del  teorema  di  Liouville;  aggiunse  una  facile  considerazione ,  colla  quale 
sì  prova  essere  sempre  razionale  una  trasformazione  puntuale  biunivoca  e  con- 
tinua che  cangia  le  sfere  in  sfere ,  soggiungendo  che  potevasi  con  ciò ,  e  col 


(♦)  V.  Hong  e.  Applications  de  VAnalyse  à  la  Geometrie.  Paris  1860.  Nota  IV 
di  Liouville. 

(♦*)  Bianchi.  Sulla  trasformazione  per  raggi  vettori  reciproci  sul  piano  e 
néUo  spazio.  Giornale  di  Napoli  T.  XVII. 

(*♦*)  Capelli.  Sulla  limitata  possibilità  di  trasformazioni  conformi  nello 
spazio.  Annali  di  Matematica,  Serie  II,  T.  XIV.  1886. 
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teorema  del  Sig.  Bianchi,  ritenere  stabilito  sinteticamente  V  enunciato  di 
L  i  0  u  V  i  1 1  e. 

Mi  è  sembrato  che  la  considerazione  della  razionalità  indacendo  in  concetti 
estranei  air  argomento,  togliesse  alla  dimostrazione  totalmente  sintetica  qnel  grado 
di  semplicità  che  si  ha  ragione  di  pretendere  in  ogni  quistione  di  geometria  pura. 

Ed  ho  stimato  non  inutile  di  esporre  qui  una  dimostrazione  che  raggiunge 
in  modo  semplice  l'enunciato  di  L  i  o  u  v  i  1 1  e  e  mostra  nel  tempo  stesso  quali 
sono,  (e  fino  a  qual  punto  arbitrarie)  le  trasformazioni  metriche  e  le  inversioni 
strettamente  necessarie  per  costruire  la  data  rappresentazione.  Si  osserverà  che 
in  tale  dimostrazione  non  intervengono  considerazioni  infinitesimali,  poiché  esse 
già  sono  incluse  nella  dimostrazione  del  teorema  di  Dupin  sui  sistemi  tripli 
ortogonali  di  superficie  (*) ,  del  quale  si  fa  uso.  E  la  ragione  intima,  per  la  quale 
il  teorema  di  Liouville  vale  negli  iperspazi  ma  non  vale  sul  piano,  appare 
appunto  questa,  che  il  teorema  di  D  u  p  i  n  (o ,  se  si  vuole,  il  concetto  di  linee 
di  curvatura)  trova  il  suo  corrispondente  negli  spazi  superiori  (**) ,  ma  non 
sul  piano. 

1.  Neirordinario  spazio  a  tre  dimensioni  una  figura  solida  S  che  abbraccia 
tutto  lo  spazio,  sia  riferita  punto  a  punto,  in  modo  biunivoco,  continuo  e  con- 
formo, ad  una  figura  solida  S',  che  abbraccia  egualmente  tutto  lo  spazio.  Ad  un 
sistema  triplo  ortogonale  di  superficie  contenuto  in  8  corrisponde  in  S'  un  ana- 
logo sistema;  e  poiché  una  qualunque  superficie  r  può  sempre  pensarsi  come 
appartenente  ad  un  sistema  triplo  ortogonale,  quello  a  cui  appartengono  le  svi- 
luppabili ad  essa  normali,  alla  superficie  F,  e  al  doppio  sistema  delle  suo  linee 
di  curvatura,  corrisponderà  una  superficie  T',  e  (D  u  p  i  n)  il  doppio  sistema  delle 
sue  linee  di  curvatura.  Se  per  ogni  punto  di  T  partono  infinito  linee  di  curva- 
tura, la  costruzione  del  sistema  triplo  ortogonale  può  farsi  in  infiniti  modi  ;  onde 
anche  per  ogni  punto  di  T'  passano  infinite  linee  di  curvatura.  La  data  trasfor- 
mazione dello  spazio  in  sé  stesso  cangia  dunque  ogni  sfera  in  una  sfera  (caso 
limite  il  piano). 

2.  Il  teorema  di  Liouville,  per  il  caso  delle  due  figure  S  ,  S'  ora  con- 
siderate sarà  pienamente  dimostrato  quando  si  sarà  fatto  vedere  come  dalla  fi- 
gura S  si  possa  passare  alla  figura  S'  (o  inversamente)  mediante  una  inversione 
per  raggi  vettori  reciproci,  combinata  con  opportune  similitudini  e  movimenti. 

Assumiamo  in  S  un  punto  P  e  in  S'  il  punto  corrispondente  P'.  Alle  sfere 
ed  ai  cerchi  passanti  per  P  corrisponderanno  le  sfere  ed  i  cerchi  passanti  per 


(*)  Dupin.  Déueloppements  de  Geometrie^  pag.  239. 

{**)  Klein.  Liniengeometrie  und  metrìsche  Geometrie.  Mathematisohe  Annalen 
Bd.  V.  187-^. 
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P'.  In  particolare,  a  dae  rette  generiche  che  si  tagliano  in  P ,  e  che  giacciono 
dunque  in  un  piano,  corrispondono  due  cerchi  che  stanno  sopra  una  medesima 
sfera,  e  che,  intersecandosi  in  P',  si  incontreranno  in  un  secondo  punto  Q';  a 
tutte  le  rette  passanti  per  P,  le  quali  non  appartengono  ad  uno  stesso  piano , 
corrispondono  dunque  altrettanti  cerchi  per  P',  i  quali,  dovendosi  incontrare  due 
a  due  in  un  punto  diverso  da  P',  e  non  potendo  giacere  sopra  una  medesima 
sfera,  passeranno  tutti  per  Q'.  Qaanto  segue  persuaderà  facilmente  che  il  punto 
Q'  si  deve  considerare  come  corrispondente  a  tutti  i  punti  a  distanza  infinita 
dello  spazio  S,  e  che  esso  è  indipendente  dalla  coppia  P  ,  P'  che  si  sceglie  {*), 
Si  trasformi  infatti  la  figura  S'  mediante  una  inversione  per  raggi  vettori  reci- 
proci, della  quale  Q'  sia  il  centro  e  di  cui  la  sfera  fondamentale  passi  per  P'; 
si  otterrà  una  figura  S",  riferita  biunivocamente  alla  S'  :  in  tale  corrispondenza 
gii  angoli  e  le  sfere  sono  conservate,  e  a  tutti  i  punti  a  distanza  infinita  di  8" 
corrisponde  in  S'  il  punto  eccezionale  Q'.  Con  ciò  le  figure  S  ,  S"  risultano  fra 
loro  riferite  come  già  le  figure  8  ,  8';  però  ora  alle  rette  ed  ai  piani  per  P  cor- 
rispondono conformemente  le  rette  e  i  piani  por  P"  =  P'.  Qui  giova  fare  una 
distinzione. 

In  generale  due  spazi  si  dicono  riferiti  fra  loro  in  modo  conforme  diretto, 
quando  nelle  figure  infinitesime  corrispondenti  si  ha  la  similitudine  diretta  ;  nel 
caso  opposto  la  rappresentazione  dell'uno  spazio  suiraltro  si  dice  conforme  in- 
versa. Inoltre,  la  rappresentazione  essendo  continua,  è  manifesto  che  quando 
accade  che  due  figm*e  infinitesime  corrispondenti  sieno  simili,  p.  e.  direttamente, 
ciò  accade  altresì  per  ogni  altra  coppia  di  figure  corrispondenti  infinitesime. 

Assumiamo  in  8  una  qualunque  sfera  P  ortogonale  a  tutti  i  piani  passanti 
per  P,  cioè  col  centro  in  P  ;  ad  essa  corrisponderà  in  8"  una  sfera  r"  ortogo- 


(♦)  A  tre  rette  formanti  triangolo  nel  primo  spazio  corrispondono  nel  secondo 
tre  cerchi  di  una  sfera  passanti  per  Q':  ed  inversamente.  Onde  si  deduce  che  se 
tre  cerchi  (minori)  di  una  sfera  passano  per  un  medesimo  punto,  nel  triangolo  che 
essi  formano  ,  il  quale  non  abbia  per  vertice  quel  punto ,  la  somma  degli  angoli 
eguaglia  due  retti.  La  reciproca  è  vera;  se  infatti  i  lati  del  dato  triangolo  sferico 
non  passassero  per  un  medesimo  punto,  ma  formassero  un  nuovo  triangolo ,  baste- 
rebbe proiettare  stereograficamente  la  sfera  da  un  vertice  di  questo  triangolo  per 
giungere  ad  un  facile  assurdo.  Si  conclude  :  condizione  necessaria  e  sufficiente  af- 
finché  in  un  triangolo  sferico  (formato  con  cerchi  minori)  la  somma  degli  angoli 
eguagli  due  retti,  ò  che  i  tre  lati  passino  per  uno  stesso  punto ,  il  quale  non  sia 
un  vertice  del  triangolo.  Si  la  condizione  necessaria  come  la  sufficiente  possono  as- 
sumersi come  enunciato  del  postulato  XI  di  Euclide.  Sussiste  altresì  il  seguente 
teorema,  che  si  dimostra  facilmente  :  se  un  triedro  viene  tagliato  da  una  sfera^  nel 
triangolo  sezione  la  somma  dogli  angoli  è  maggiore,  minore  od  eguale  a  due  retti, 
secondo  che  la  sfera  include,  esclude  o  passa  por  il  vertice  del  triedro. 
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naie  ai  piani  per  P",  cioè  col  centro  in  P".  Sulla  figura  S"  si  eseguisca  una 
omotetia  di  centro  P",  la  quale  cangi  la  sfera  r"  in  una  sfera  r'"  di  raggio 
eguale  a  quello  della  sfera  P  ;  però  tale  omotetia  sia  diretta  od  inversa,  secondo 
che  le  dato  figure  S  ,  S'  erano  rappresentate  Tuna  sull'altra  in  modo  conforme 
inverso  o  diretto.  La  figura  solida  S'"  così  ottenuta  è  allora  eguale  ad  S;  se  in- 
fatti si  sovrappone  la  prima  alla  seconda,  in  modo  che  un  qualunque  triedro 
con  vertice  in  P'"  s  P"  cada  sul  suo  eguale  e  congruente  con  vertice  in  P,  ogni 
altro  raggio  per  P'"  cade  sul  suo  corrispondente  per  P,  e  ogni  punto  della  fi- 
gura sferica  T'"  cade  sul  corrispondente  della  figura  sferica  V:  dopo  di  ciò,  ad 
un  piano  di  S'",  il  quale  tagli  T'",  corrisponde  in  S  una  sfera  che  taglia  T  nel 
medesimo  cerchio  e  sotto  il  medesimo  angolo,  cioè  il  piano  stesso,  e  ciò  assicura 
che  ogni  punto  di  S'"  cade  sul  corrispondente  di  S.  La  sovrapposizione  eseguita 
si  può  fare ,  com'  è  noto,  mediante  una  traslazione  ed  una  rotazione  intorno  ad 
una  retta. 

3.  Emerge  dalla  dimostrazione  precedente  che  si  può  scegliere  arbitraria- 
mente l'ordine  delle  trasformazioni  che  fanno  passare  dalla  figura  S'  alla  figura 
S.  Emerge  altresì  che,  la  scelta  della  coppia  P  ,  P'  essendo  arbitraria ,  la  tra- 
sformazione conforme  che  porta  la  figura  S'  sulla  figura  S  si  riduce,  a  meno  di 
movimenti  e  similitudini,  ad  una  qualunque  inversione  per  raggi  i'ecìproci,  il  cui 
centro  sia  quel  punto  della  figura  8^  che  corrisponde  ai  punti  all'infinito  della 
figura  S  ;  ciò  è  in  armonia  col  fatto  che  due  inversioni  di  egual  centro  si  com- 
pongono in  una  omotetia. 

Si  scorge  inoltre  che  se  i  punti  a  distanza  finita  P ,  P',  corrispondenti  nelle 
due  figure,  sono  tali  che  alle  rette  ed  ai  piani  per  P  corrispondano  le  rette  ed 
i  piani  per  P',  ciò  accade  altresì  per  ogni  altra  coppia  di  punti  :  la  inversione 
per  raggi  reciproci  che  trasforma  la  figura  S'  nella  S"  si  rende  inutile,  e  la  data 
trasformazione  conforme  si  riduce  a  sole  similitudini  e  movimenti;  in  tal  caso 
i  punti  Q  ,  Q',  che  corrispondono  ai  punti  all'infinito  di  S' ,  S ,  non  esistono,  poi- 
ché ogni  punto  a  distanza  infinita  nell'una  figura  trova  il  suo  corrispondente  a 
distanza  infinita  nell'altra  ;  inversamente,  se  si  sappia  che  ciò  accade,  si  può  as- 
serire che  le  figure  date  sono  simili  (*). 


{*)  Analiticamente,  se  il  sistema 

Ìa;,  =  a?!  (5i  ,  Jj  ,  .  ,  . ,  i^) 
(w>2) 

^    a^/»  =  »n  (fi  ;  fa  ^  •  •  •  »  f «) 
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Il  prodotto  di  due  trasformazioni  conformi  è  nuovamente  una  trasformazione 
conforme;  onde^  in  particolare,  la  risaltante  di  due  o  più  trasformazioni  per  raggi 
vettori  reciproci  è  una  trasformazione  della  medesima  specie,  combinata  con 
opportuni  movimenti  e  similitudini  (*);  e  precisamente,  se  n  inversioni  portano 
dalla  figura  S  successivamente  alle  figure  S^ ,  Sg  , . .  . ,  S,, ,  basterà  trovare  in 
qual  punto  Q^  della  figura  S^  viene  portato  un  qualunque  punto  a  distanza  in- 
finita di  S,  per  avere  tutte  le  inversioni  che  possono  riportare  la  figura  S^  sulla 
figura  S. 

4.  Le  considerazioni  esposte  nei  tre  numeri  precedenti  si  trasportano  subito» 
quasi  letteralmente,  al  caso  in  cui  i  due  spazi  fì*a  loro  riferiti  conformemente, 
siano  due  spazi  sovrapposti  ad  n  dimensioni  (n  >  3). 

Gioverà  solo  avvertire  esplicitamente  che  anche  in  tal  caso  la  similitudine 
delle  parti  infinitesime  dei  due  spazi  S  ,  S'  può  essere  soltanto  di  due  specie  : 
diretta  ed  inversa.  Per  mostrarlo  chiaramente,  basterà  far  vedere  che  se  due 
n-edri  di  uno  spazio  ad  n  dimensioni,  Ox^x^ .  .  .x^  ,  ^^  Si  Sg  •  •  •  5«  j  hanno  gli 

A  A 

angoli  Xi  Xn  rispettivamente  eguali  agli  angoli  §<  ik  7  ^^^  ^^  ^^^^  ^  sempre  so- 
vrapponibile all'altro ,  ovvero  al  suo  simmetrico  :  nel  tempo  stesso  risulterà  di- 
mostrato che  invece  due  r-edri  0«,  a?2  •  •  •  ^r  ?  ^Si  §2  •  •  •  5r  »  (^^®  r  <  n),  i  quali 

A  A 

soddisfino  pure  alle  condizioni  Xf  x^  =  ^ ^  ^^ ,  sono  sempre  sovrapponibili,  e  quindi 
sn  particolare  ogni  r-edro  è  congruente  al  suo  simmetrico. 


soddisfa  alla  condizione 

dx^^  +  dx^^+...'¥dx^^ 

e  si  verifichi  che  assegnando  un  valore  infinito  a  qualcuna  delle  variabili  indipen- 
denti i ,  qualcuna  delle  funzioni  x  diviene  infinita,  il  sistema  (1)  è  certamente  della 
foi*ma  : 

f  »1  ^  «U  Si  +  «18  ?»  +  ..•  +  «in    <n  +  Pi 


P«n  =  «ni  f  1  +  «n2  5»  +  •  •  •  +  ^nn  Ìn  +  ^ny 

ove  le  aij^  sono  i  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale  ;  e  la  funzione  9  si  ri- 
duce necessariamente  ad  una  costante. 
(♦;  Cfr.  Capelli  (1.  e). 
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SI  sovrapponga  il$j  ad  Ox^  ;  facendo  niotare  V  n-edro  a  intorno  ad  Ox^ , 
lo  spìgolo  Si  descriverà  un  cono  di  rotazione,  assumendo  oo*»"*  posizioni,  rag- 
giungendo fra  le  altre  la  posizione  a;^;  quando  il  piano  §,  ^^  coincide  col  piano 
x^x^y  si  faccia  ruotare  intorno  ad  esso  Tn-edro  il  finché  lo  spigolo  5j,  nel  per- 
correre oo**-^  posizioni,  raggiunga  lo  spigolo  a:,;  cosi  continuando,  gli  spigoli 
5i }  Sa  !•••>  5n-i  si  potranno  sovrapporre  rispettivamente  agli  spigoli  x^ ,  x^ ,...,  ac^-i. 

A  questo  punto  però  Tn-edro  il  non  si  può  più  muovere  nello  spazio  ad  n 
dimensioni  ;  allora  i  due  spigoli  «„  ,  S^  ^  coincidono,  o  sono  simmetrici  rispetto 
airìperpiano  x^  a;^  >  • . .  ,  as^^i  (poiché  infatti  ciascuno  di  essi  è  generatrice  co- 
mune agli  n  —  1  coni  di  rotazione  ecc.).  Nel  primo  caso  i  dati  w-edri  0 ,  il  sono 
congruenti;  nel  secondo  caso  invece,  si  consideri  Tn-edro  Òx^  x^  .  .  .  x^  sim- 
metrico dell'  n-edro  Ox^  a?, ,  ...  x^  :  osservando  che  i  due  iperpiani  x^  x^  , ...  x^ 
x^  X2 ,  ...  aj^»i  sono  identici ,  e  che  rispetto  a  quest'  unico  iperpiano  gli  spigoli 
^n  y  ^n  giacciono  (per  diritto)  da  bande  opposte  ,  sovrapponendo  V  (n  —  l)edro 
^  fi  ,  fg  •••  ?n-i  *^^'  ("  ■"  l)edro  Oxi  acj  . . .  aj^_i ,  lo  spigolo  J„  cadrà  sopra  x„. 

Con  ciò  rimane  anche  dilucidato  come  si  possa,  e  in  modo  unico,  nel  caso 
presente,  eseguire  la  sovrapposizione  della  figura  S'"  sulla  figura  S. 

Osservo  poi  che,  sia  nel  caso  dello  spazio  ordinario,  sia  nel  caso  generale, 
la  più  generale  trasformazione  conforme  diff'erisce  dall'inversione  per  raggi  re- 
ciproci per  una  sola  omotetia  e  una  sola  rotazione  intorno  ad  una  retta.  È  chiaro 
infatti  che  (ti.  2)  la  sfera  T"  può  trasformarsi  in  una  sfera  eguale  e  sovrapposta 
alla  r  mediante  una  omotetia  che  ha  per  centro  il  vertice  di  uno  dei  due  coni 
circoscritti  alle  due  sfere.  Quanto  alla  rotazione,  è  ben  noto  che  ogni  movimento 
dello  spazio  ordinario  intorno  ad  un  suo  punto  ^  0 ,  ciò  eh'  è  lo  stesso,  ogni  mo- 
vimento della  sfera  in  sé  stessa,  si  riduce  ad  una  rotazione  intorno  ad  un  dia- 
metro :  se  infatti  due  punti  A ,  B  di  una  sfera  si  trasportano  nei  punti  A' ,  B' 
della  medesima  sfera  (il  centro  rimanendo  fisso),  e  se  i  cerchi  massimi  che  bi- 
secano ortogonalmente  gli  archi  AA',  e  BB'  si  incontrano  nei  punti  P|P'i  la 
rotazione  intorno  al  diametro  PP',  la  quale  porta  A  in  A',  compie  il  dato  mo- 
vimento della  sfera  in  sé  medesima.  Al  modo  stesso,  se  lo  spazio  ad  n  dimen- 
sioni R„  si  muove  in  sé  stesso  intorno  ad  un  suo  punto  fisso  P,  tale  movimento 
non  si  riduce  ad  un  movimento  semplice  (cioè  intomo  ad  un  R„«2)  ^*  bensì 
ad  una  rotazione  intorno  ad  una  retta;  e  precisamente,  se  r(n— l)edro  Pa;iXg...x^_i 
deve  portarsi  suir(n  —  l)edro  PJ,  f j  . .  .  ?^_i  (con  che  è  fissata  la  posizione  ini- 
ziale e  la  posizione  finale  dello  spazio  KJ  Tasse  di  rotazione  é  la  retta  comune 

A 

agli  iperpiani  che  bisecano  ortogonalmente  gli  angoli  x^  i^  ;  si  può  dire  con  altre 
parole  che  il  movimento  più  generale  di  una  ipersfera  in  sé  medesima  lascia 
fermi  due  soli  pxmti  diametralmente  opposti. 

5.  La  dimostrazione  esposta  del  teorema  di  L  i  0  u  v  i  1 1  e  ,  la  quale  presup* 
pone  che  le  figure  S  ,  S'  riferite  conformemente  abbraccino  tutto  lo  spazio  a  cui 
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entrambe  appartengono ,  si  ripete  senz'  altro  pel  caso  in  cui  le  figure  ad  n  di- 
mensioni S  y  S',  immerse  nel  medesimo  spazio  lineare  ad  n  dimensioni  (n  >  2) 
siano  invece  finite,  ovvero,  pur  essendo  infinite,  non  riempiano  tutto  il  loro  spazio. 
Solamente  accadrà  che  i  punti  eccezionali  Q  ,  Q'  (n  —  2)  potranno  non  essere 
inclusi  nelle  figure  date  S  ,  8'  ;  la  qual  cosa  non  toglie  niilla  alla  dimostrazione 
Ne  risulta  indirettamente  che,  data  la  rappresentazione  conforme  di  una  por- 
zione finitii  p.  es.  dello  spazio  ordinario  sopra  un'altra  porzione  del  medesimo 
spazio,  ne  rimane  unicamente  definita  la  rappresentazione  conforme  di  tutto  lo 
spazio  in  sé  medesimo.  Per  costruirla,  basta  prolungare  le  porzioni  di  sfere  che 
si  corrispondono  nelle  date  figure. 

6.  Osservo  infine  che  il  teorema  di  Liouvllle  non  vale  solamente  pel 
caso  che  le  due  date  figure  finite  od  infinite  ad  n  dimensioni  (n  >  2)  siano  im- 
merse in  uno  stesso  spazio  lineare  ad  n  dimensioni ,  ma  anche  se  i  due  spazi 
lineari  ad  n  dimensioni  a  cui  appartengono  siane  distinti,  poiché,  nello  spazio 
'R^^p  in  cui  giacciono,  si  può  con  un  movimento  portarli  l'uno  sull'altro.  Ma, 
ciò  che  più  importa,  il  teorema  di  Liouville  vale  anche  se  le  date  figure , 
anziché  appartenere  a  spazi  lineari,  appartengono  a  spazi  sferici  ;  poiché  infatti 
una  inversione  preliminare  riconduce  questo  caso  a  quello  sopra  trattato. 

# 
Pisa,  Agosto  1896. 
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SULLE  FUNZIONI  DERIVABILI  IN  OGNI  PUNTO 

ED   INFINITAMENTE    OSCILLANTI   IN    OGNI   INTERVALLO 

PER 

ITALO  PERENO  a  Pavia. 


Tutte  le  ordinarie  funzioni  non  aventi  derivata  in  infiniti  punti^  riconosciate 
sino  a  poco  tempo  fa,  avevano  sempre  la  proprietà  di  presentare,  in  ogni  tratto 
finito,  un  numero  infinito  di  massimi  e  di  minimi  (*). 

Venne  perciò  spontanea  Tidea  di  ricercare  se  questi  infiniti  massimi  e  mi- 
nimi fossero  la  causa  della  mancanza  della  derivata,  cioè  so  potessero  esistere 
anche  funzioni  finite  continue  e  derivabili  (almeno  da  una  parte) ,  con  infinite 
oscillazioni  in  ogni  intervallo. 

H  a  n  k  e  1  credette  di  avere  risoluta  la  quistione^  mostrando  un  esempio  (**); 
ma  come  è  noto,  la  funzione  da  lui  costruita  non  è  infinitamente  oscillante. 

Du  Bois  Reymond  dubitò  che  non  avessero  ad  esistere  funzioni  della 
specie  indicata  (**♦). 

Il  D  i  n  i   invece  credette  molto  probabile  la  loro  esistenza  (♦♦♦♦;. 

Infine  il  K  0  p  e  k  e   sostenne  con  un  esempio  la  presunzione  del  Din!  (^). 

La  funzione  da  lui  costruita  nel  primo  dei  lavori  citati  ha  solo  derivata  a 
destra  ed  a  sinistra. 

Nel  secondo  deduce  da  tale  funzione  un'altra  avente  derivata  ordinaria  in 
ogni  punto. 

Nel  terzo  corregge  alcuni  errori  del  secondo. 


(*)  Vedi  p.  es.  Jordan,  Analyse,  Voi.  Ili  pag.  580.  H  a  r  n  a  e  k ,  Matb.  Ann. 
23  ,  pag.  285. 

(**)  Math.  Ann.  Bd.  20 ,  pag.  83. 

(***)  Giom.  di  Creile,  t.  79. 

(****)  D  i  n  i.  Fondamenti  etc.  §.  200 ,  pag.  283. 

Ò)  Math.  Ann.  Bd.  29,  pag.  123  ;  Bd.  34,  pag.  161  ;  Bd.  35,  pag.  104. 
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Le  considerazioni  che  quest'Aatore  ha  sparse  successivamente  in  questi  tre 
lavori,  sono  per  la  maggior  parte  espresse  sotto  una  forma  complicata,  ed  in 
alcuni  punti  e'  è  qualche  inesattezza. 

Stante  l'importanza  della  questiono  il  Prof.  Pascal  nel  libro  intitolato  : 
esercizi  e  Note  critiche  di  calcolo  infinitesimale  (  Milano ,  Hoepli  1895  ) ,  dopo 
aver  riferito  tutta  la  storia  sopra  ricordata,  esprime  il  desiderio  che  si  esponga, 
sotto  una  forma  più  facile  l'esempio  del  K  5  p  e  k  e ,  per  modo  che  la  quistione 
dell'esistenza  di  una  tale  funzione^  colle  indicate  proprietà,  possa  dirsi  messa 
fuori  discussione.  È  a  questo  desiderio  che  io  intendo  di  soddisfare. 

Modificando  in  parte  la  costruzione  indicata  dal  K  ò  p  e  k  e ,  io  mi  propongo 
di  esporre  in  modo  rigoroso,  e  sotto  un'altra  forma,  più  ridotta,  più  piana  e  più 
uniforme,  questo  notevole  esempio  di  funzione  avente  derivata  ordinaria  in  ogni 
punto  ed  infinitamente  oscillante  in  ogni  intervallo. 

Mi  è  frattanto  riuscito  di  aggiungervi  qualche  utile  osservazione. 

§  1.  Costruzione  della  funzione.  (*) 

Prima  di  definire  la  funzione  conviene  indicare  la  costruzione  seguente  : 
Dato  in  un  piano  un  segmento  rettilineo  AB ,  si  prenda  sul  segmento  stesso 

AA'  =  BB'  =:  —  AB.  Diviso  per  metà  in  0 ,  si  conduca  per  A'  una  retta  Vq  il  cui 

coefficiente  angolare^  rispetto  alla  direzione  di  AB  scelta  come  direzione  positiva 

dell'asse  di  a?,  sia  —;  e  per  0,  2**  +  1  rette  r^^r^^r^,,..^  r  i  cui  coefficienti 

angolari  sieno  rispettivamente 

-i-      -.—      -A  2^*  +  l 

Per  {Vf^T^  ^  punto  d'incontro  di  Vq  con  r, ,  conduciamo  una   retta  r/  parallela 
ad  r^  \  per  (r^'  r^)  una  retta  r,'//  r,  e  così  via.  Allora  le  rette 


'     2^-1»    2'*4l 


^0  j  ^1  ,  »•«  ,  V  ,  •  •  •  >  ^  «*.  ,    r 


formano  una  spezzata  che  sta  tutta  da  una  stessa  parte  di  A'O.  Si  costruisca 
poi  sopra  OB'  e  dalla  banda  opposta  la  spezzata  simmetrica ,  che  colla  prima 
formerà  una  spezzata  unica.  Si  prenda  ora  sopra  r^  A'A"  =  AA',  e  si  descriva 
l'arco  di  cerchio  tangente  ad  AB  e  ad  r^  in  A  ed  A".  Lo  stesso  si  faccia  in  B'. 


(*>  Lasciamo  al  lettore  la  cura  di  disegnare  la  figura. 


Digitized  by 


Google 


)(  134  )( 

Per  ciascuno  dei  vertici  rimanenti  si  prendano  sopra  i  due  lati  che  lo  formano, 

a  partire  dal  vertice,  segmenti  eguali  ad  —  della  lunghezza  del  minore  fra  i 

due  lati,  e  si  descriva  l'arco  di  cerchio  che  è  loro  tangente  negli  estremi  dei 
segmenti  presi.  Del  resto  questi  vertici  si  potrebbero  rotondare  con  una  legge 
qualsiasi.  Avremo  così  da  A  sino  a  B  una  linea  mistilinea  continua  che,  come 
funzione,  indicheremo  con  (A fi)„. 

Evidentemente  tale  funzione  è  in  ogni  punto  finita,  continua  e  derivabile. 
La  sua  derivata  è  inoltre  continua ,  nei  punti  A  e  B  è  zero ,  e  nel  punto  0  è 
2^+1 

2^  • 

Preso  ora  in  un  piano  un  sistema  di  assi  coordinati  ortogonali^  si  descrìva 
nel  primo  quadrante  un  quarto  di  circonferenza  avente  i  suoi  estremi  rispetti- 
vamente nell'origine  delle  coordinate  e  nel  punto  x  —  \  ,  ^  =  0. 

SI  indichi  con  Fo(x)  la  funzione  rappresentata  da  questo  arco  di  cerchio, 
e  con  Fq\x)  la  derivata  rispetto  ad  x. 

Allora  Fq  {x)  ha  in  a?  =  ~  un  massimo  e 

Fo'(0)  =  +  l        ,        P/(l)  =  -l. 
Detto  A,  il  valore  di  Fft'(x)  in  x  =  —,  descriviamo  le  curve 


Ao 


(» U  •  -va 0.-. 


il  loro  insieme  formerà  una  curva  continua  che,  come  funzione,  indicheremo  con 
f^  (fic).  Avremo  : 

/i'(0)  =  A'  (I)  =  A'(i)  =  0  .  A'(|)  =  -  I Ao ,  A'  (I)  .-=  +  !-  Ao. 

Allora  la  funzione  : 

Fi(a)  =  Fo(a^)+A(a^) 

1  13 

ha  in  X  =  --  una  derivata  negativa  —  —  Ao ,  ed   in  a;  =  —  una  derivata  posi- 
tiva —  Ao.  Ne  segue  che  Fi(x)  ha  prima  di  x  =  -  un  massimo  e  dopo  un  mi- 
nimo, in  a;  =  —  un  massimo,  prima  di  x  = -^  un  minimo  e  dopo  un  massimo. 
Si  divida  ora  il  tratto  di  asse  delle  ce  da  0  ad  1  in  intervalli  minori  per 
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mezzo  dei  punti  nei  quali  F/(x)  è  eguale  a  zero.  Se  Fi'{x)  fosse  zero  in  tutti 
1  punti  di  un  certo  tratto,  nel  quale  caso  si  avrebbe  un  tratto  di  invariabilità 
di  Fj  (x) ,  consideriamo  gli  estremi  {punti  limiti  di  invariabilità).  Dividiamo  poi 
ognuno  di  questi  intervalli  minori  successivamente  in  2,4,8...  parti  eguali 
fino  a  che  F^'  (x)  abbia  in  ciascuna  di  queste  parti  un'oscillazione  non  maggiore 

di  — .  Ciò  si  potrà  fare  poiché  F^'(x)  è  dovunque  finita  e  continua.  Siene  a,^ ,  aj*, 

a^^ ,  ...  etc.  tutti  e  quanti  i  punti  di  divisione  che  in  questo  modo  dividano  il 
tratto  da  0  ad  1  in  piccoli  intervalli.  Allora  la  funzione  F^{x)  in  un  intervallo 
Oj*"^ a^'  qualunque  può  soltanto  o  crescere  o  diminuire   od  essere  costante , 

e  la  sua  derivata  ha  un'oscillazione  non  maggiore  di  — .  Dividiamo  per  metà 
tutti  questi  intervalli: 

0 a^     ,    a^* a^*  ,  etc. 

ed  indichiamo  con  Aj* ,  A^* ,  etc.  rispettivamente  i  valori  di  F/  (x)  nei  punti  di 
mezzo.  Se  esistono  tratti  d'invariabilità  di  Fi(x)  prendiamo  come  corrispondente 

ad  A  il  valore  —-  se  questo  tratto  si  trova  fra  x  =  0  ed  x  =  — - ,  e se  in- 

2  ^  2  '  2 

vece  trovasi  fra  «  =  —  ed  x=l.  Descriviamo  poi  successivamente  le  curve 

Ai^(0 a/)g    ,    A,^.{a,^ a^»),,  etc. 

il  loro  insieme  formerà  una  curva  continua  che  come  ftmzione  indicheremo  con 
f^{x)  allora: 

P,(x)  =  Fo(x)+A(a^)+A(a^) 

ha  in  ogni  Intervallo  aj*"* . . .  a^*  un  nuovo  massimo  ed  un  nuovo  minimo  ;  l'am- 
piezza di  ciascun  intervallo  è  evidentemente  minore  di  ^ . 

Si  continui  con  questa  legge  :  dunque  segnati  i  punti  in  cui  F^'(x)  è  zero, 
ed  i  punti  limiti  di  invariabilità  nel  caso  che  vi  siano  tratti  di  invariabilità 
della  funzione,  si  divida  ciascuno  degli  intervalli  che  si  vengono  cosi  ad  avere 
successivamente  in  2,4,8...  etc.  parti  eguali  fino  a  che  F„'(x)  abbia  in  cia- 
scuna di  queste  parti  un'oscillazione  non  maggiore  di  — .  Ciò  si  potrà  fare  poi* 

che  la  ftmzione  P^'(a?)  è  finita  e  continua.  Si  indichi  con  a^^  ,  a„* ,  a^' . . .  etc. 
tutti  e  quanti  i  punti  di  divisione  che  in  tal  modo  dividono  l'intervallo  da  0 
ad  1  in  intervalli  minori.  Allora  la  funzione  F^(x)  in  un  Intervallo  a,' 
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qnalanqae,  può  soltanto  o  crescere  o  diminuire  od  essere  costante,  e  la  sua  de* 

rivata  ha  un'oscillazione  non  maggiore  di  ~. 

Divisi  per  metà  tutti  questi  intervalli ,  e  detti  A„* ,  A^* ,  •  •  .  A^* ,   etc.  ri- 
spettivamente i  valori  dì  TJ(x)  nei  punti  di  m<  zzo  (nei  tratti  di  invariabilità  di 

F^{x)  si  prenda  come  corrispondente  ad  A  11  valore—  ovvero  —  ^n,  a  seconda 
che  il  tratto  si  trova  fra  0  ed  —  oppure  fra  —  ed  1),  descriviamo  le  curve 
k^ .  («n*'*  •  •  •  ^n')n+i  "^  ^^^0  iusiemc  forma  la  funzione  /'„+i  (ac) ,  e 

ha  in  ogni  intervallo  a„*'*  .  .  .  a^  un  nuovo  massimo  ed  un  nuovo  minimo.  L'am- 
piezza di  ciascun  intervallo  è  minore  di  t^^tj. 

Si  immagini  di  continuare  con  questa  legge  indefinitamente.  Vogliamo   di- 
mostrare che  la  serie: 

Fo(^)  +  A  (a?)  +  A  (x)  + +  rn(«)  +  •  •  • 

che  si  ottiene  rappresenta  una  funzione  F  (a?) ,  finita  continua  e  derivabile  in 
tutto  l'intervallo  da  a;  =  0  ad  x  =  1 ,  che  in  ogni  tratto  finito  ha  un  numero  in- 
finito di  massimi  e  di  minimi. 


§.  2.  La  funzione  F(a;)  è  finita  e  continua  in  tutto  T  intervallo. 

Consideriamo  la  funzione  Ai+i(x)  neirintervallo  a^*'* ......  a^*.  Il  suo  più 

grande  valore  numerico  corrisponde  ad  un  x  alla  sinistra  del  punto  di  mezzo 

1       1      A  * 
dell'intervallo,  ed  è  perciò  minore  di  "X"*  ^^^^i*  onVi»   Poiché   l'ampiezza  di  eia- 

scuno  di  questi  intervalli  è,  come  si  sa,  minore  di  —^^ . 

Ora  tutti  gli  A„*  sono  numericamente  minori  del  prodotto  infinito  (♦): 


(♦)  Vedi  §  seguente. 
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evidentemente  convergente,  perciò  qualunque  sia  x  fra  0  ed  1  è 


Similmente  : 


,       1       1       P 


.1  1        1  P 


£  così  via. 
Onde  : 

I  ^n+l(«)  +rn+2(a?)  +   .  .  .  I  <  P  I  2j;rrs+  2»^  +  ...}<  P  ^p^^  . 

Ora  il  primo  membro  è  il  resto  della  serie  corrispondente  all'indice  n  + 1 
cioè  Rn+i(^)  ?  Quindi  dato  o  piccolo  a  piacere  e   determinato  n  in  modo  che 

P 
g.^^1  sia  minore  di  o ,  per  ogni  indice  m  >  n  + 1 ,  e  qualunque   sia  ce  fra  0  ed 

1  ;  si  ha  : 

I  Rm(a^)  I  <  0. 

Dunque  la  serie  non  solo  è  convergente,  ma  equiconvergente. 

Di  qui  si  ricava  (poiché  i  termini  della  serie  sono  funzioni   continue)   che 
F(x)  è  una  funzione  continua  di  x  in  tutto  il  tratto  da  se  =  0  ad  x  =  1. 

§.  3.  —  F(cc)  è  derivabile  in  tutto  l'intervailo. 

Basterà  dimostrare  che  la  serie  soddisfa  a  tutte  le  condizioni  contenute  nel 
Teorema  Xo ,  §  103 ,  del  D  i  n  i  (♦)  (Fondamenti  etc). 


(*)  Per  chiarezza  di  esposizione  ne  riportiamo  l'enunciato. 

«  Affinchè  la  somma  f{x)  di  una  serie  2  u^  ,  i  cui  termini  sono  funzioni  de- 
«  rivabili  di  x  néìV  intervallo  (a  —  s^  ,  a  +  e^) ,  ammetta  una  derivata  finita  e  de- 
«  terminata  per  x  =  a  e  questa  sia  la  somma  della  serie  ^u'^  delle  derivate  di 
<  «1  ;  Uj  ,  •  • .  u^  ,  è  necessario  e  sufficiente  : 

«  1.0  che  questa  serie  ^u^n  <^6lle  derivate  sia  convergente. 

«  2.0  che  per  ogni  numero   positivo   e   arbitrari  emente   piccolo   o ,   si   possa 

€  trovare  un  numero  differente  da  zero  e  positivo  e,  tale  che  per  ogni  valore  spe- 

«  ciale  di  S  numericamente  inferiore  ad  s  e  pel  quale  il  punto  a  +  o  cade  neirin- 

«  tervallo  (a  -  Sj  ,  a  +  Sj)  esista  un  numero   finito   m  (variabile  con   S)   non   infe- 

VOL.    XXXV.  18 
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I  termini  della  serie  u^  =  F/ac)  ,  u^^f.^x)  ,  ri^  =  f^{x)  eto.  sono,  per  la  co- 
struzione  fatta,  derivabili  in  tutto  l'intervallo  da  a  =  0  ad  aj  =  1. 
Consideriamo  la  serie  delle  derivate,  e  poniamo  per  brevità  : 

Fo'(3c)  +  2  f,\x) .-.  S,« 

nel 

Allora  S^^  rappresenta  la  somma  dei  primi  w  + 1  termini. 
Possiamo  dimostrare  facilmente  che  per  ogni  n  tutte  le   S„*  sono   numeri- 
camente minori  del  prodotto  infinito: 

evidentemente  convergente. 

Dopo  questo  sarà  anche  dimostrato  che  tutti  gli   A^'  sono  numericamente 
minori  di  P. 

Faremo  perciò  vedere  che  se  per  un  certo  indice  n  tutti   i  valori   di  S"^ 

n 

sono  in  valore  assoluto  minori  di  JJ^l  +  --j  =p^^  io  stesso  accade  per  r  in- 

fi=i 

dice  ?i  +  1 ,  cioè  tutte  le  S*,,+i  sono  numericamente  minori  di  P^^^.  Allora  sic- 
come questa  proprietà  si  verifica  per  n  =  0  ed  n^l ,  sarà  vera  sempre.  (In- 
fatti F/(a?)  è,  in  tutto  Tintervallo  da  0  ad  1,  numericamente  minore  di  1;  F  '(ac) 

numericamente  minore  di  1  +  -5-  )  • 

Indichiamo  d'ora  innanzi  con  a^  "^  quello  fra  i  punti  di  divisione  a  *   che 

segue  immediatamente  Xy  e  con  a^  ^^  quello  che  lo  precede.  Allora  per  la 
costruzione  fatta  si  ha  : 

A  '^ 

^   n+1  -  ^n     +  ^+r  *n 


«  riore  ad  un  numero  dato  m'  e  pel  quale  le  tre  quantità  : 
m 


«  siano  tutte  numericamente  inferiori  a  e, 
(Fondamenti  etc.  §  103  pag.  113). 
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dove  l>«„>-(2"+i  +  l). 

Sapponiamo  dunque  : 

1S„*|<P„. 

8   ~*1  S 

Neirintervallo  a^  ^      ...  a^  ^ ,  S^"*"  (se  è  =/-  0)  ha   segno   costante  ed  eguale   a 

quello  di  A^  *  che  non  può  essere  zero.  Ma  S^^-^-i  ^^^  ^^  segno  costante;  il 
suo  segno  dipende  dalla  posizione  del  punto  a?,  ed  a^  può  essere  positivo  o 
negativo. 

Se  a^  è  positivo  i  due  termini  del  2^  membro  hanno  segni  eguali  e  perciò: 


!S^.+J<P„  +  |?ì  =  P„(i  +  2éri) 


Se  a^  è  negativo  essi  hanno  invece  segno  contrario,  ed  è: 

.    I  s*„+ J  <  I  s\  I  <  P„ 


ovvero  :  |  S'*,,^,  |  < 


a  seconda  che  il  l.o  od  il  2.o  termine  del  secondo  membro  è  il  numericamente 
maggiore. 

Dunque  in  ogni  caso  : 

I  S^n+,  I  <  P„+,  se  I  S- J  <  P„. 

Dimostriamo  ora  che  la  serie  delle  derivate  è  convergente. 

Preso  un  punto  x  neirintervallo  da  0  ad  1  potrà  darsi  che  esista  un  indice 
m  a  partire  dal  quale  tutte  le  S^'„  ,  sino  airinfinito ,  sieno  sempre  diverse  da 
zero  e  dello  stesso  segno,  ovvero  che  questo  non  avvenga. 

Supponiamo  dapprima  il  primo  caso,  e  sieno,  per  fissare  le  idee, 

fino  all'infinito  tutte  positive. 

Mettendo  per  a^  il  massimo  valore  positivo,  nel  caso  in  cui  non  abbia  questo 
valore ,  si  ha  : 


^■^OT+l  <  S'^'m  +  -^ 


A  '^ 
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Similmente  : 

e. 


A      ^^ 


S*«+,<S-«,j  +  >-V  (I) 


E  cosi  via. 
Onde  : 


A     *a;         A          *x                               A*« 
m+p  <  ^   m  +  2*»+ì'  ^     2"^^^"  "^   •    •   •    +  2^  i'  ^  *• 

E  poiché  tatti  gli  A^'  sono  numericamente  minori  di  P  , 


P^ 

m-»-p  ^  •^  m  T"  2"* 


S"m^p<S"«+-ji  (1) 


Fissato  ora  un  numero  positivo  e  piccolo  a  piacere,  si  determini  n  in  modo 
che  sia: 

Se  l^  è  il  limite  inferiore  (♦)  degli  infiniti  numeri  :   S^"*" ,  S^n+i  >  •  •  •  t  e^<^- 
potremo  sempre  trovare  un  indice  n^  in  modo  che  : 


'»^^Vi>"'-^^ 


ed  allora  per  la  (1)  si  avrà  : 


ed  in  valore  assoluto: 


S^  -8*         <e.  p>\ 

Dato  e  piccolo  a  piacere  possiamo  quindi  sempre  determinare  un  indice  n, 
in  modo  da  soddisfare  a  questa  disuguaglianza. 


f^)  Si  noti  che  i  numeri  del  gruppo  sono   sempre  compresi  in  un  intervallo 
finito. 
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Dunque  S^"^  al  crescere  di  n  ammette  un  limite  determinato  e  finito,  e  però 
la  serie  è  in  questo  caso  convergente. 

Se,  pur  essendo  tutte  le  S^*  dello  stesso  segno,  supponiamo  che  alcune  fra 
esse  sieno  zero,  dobbiamo  aggiungere  le  osservazioni  seguenti. 

Se  S^*  per  un  certo  valore  dell'indice  n  è  eguale  a  zero ,  allora  as  è  o  un 
punto  di  divisione  a^',  ovvero  un  punto  di  invariabilità  di  F^(a;).  Nel  l.o  caso 
tutte  le  fn\x)  con  indice  superiore  sono  zero,  e  però  anche  tutte  le  S„^.  Nel  2.o 
caso  può  essere  ancora  S^n+i  ©gasile  a  zero  se  x  corrisponde  ad  un  massimo 
o  ad  un  minimo  di  fn+i{x),  ed  allora  a:  è  un  punto  di  divisione  a'^^j ,  così  che 
di  nuovo  tutte  le  S^"^  con  indice  superiore  si  annullano. 

Se  dunque  due  S^^  successive  si  annullano  tutte  quelle  che  vengono  dopo 
sono  zero,  e  però  il  loro  limite  è  zero. 

In  seguito  perciò  supporremo  che  quando  S^'^'^O,  né  S^^^i  né  S*„+i 
sieno  zero. 

Se  allora  una  fra  le  S„^  ,  S^^+ì  >  —  ®*®'  considerate  precedentemente  è  nulla, 
ad  es.  S^*,  si  ha  in  ac  un  punto  di  invariabilità  di  F^(a;),  e  fra  le  disugua- 
glianze (I)  abbiamo: 

o  g+i  S  2?  V    "^  2^+1/      2«+i 

e  si  possono  ripetere  le  stesse  considerazioni. 

Infine  supponiamo  che  le  S^^  abbiano  a  cambiare  indefinitamente  di  segno 
e  che  siano  zero  per  qualche  valore  deirindice  n. 

Diciamo  w^ ,  n,  ,  . . .  etc.  quei  valori  di  n  per  i  quali  in  S^*  si  ha  un  can- 
giamento di  segno,  e  contiamo  S^^  =  0  per  lo  stesso  segno  di  S^.^.  Per  fissare 
le  idee  sia  S*^     negativa  o  zero   e  S""^     ^  positiva  ;  8"*^^    positiva  o  zero  e 

S*     ,  I  negativa,  e  cosi  via. 

Se  S*^    è  zero,  ed  allora  a  è  un  punto  di  invariabilità  di  F^  (se) ,  si  ha  : 

&\^1  ^  -^  (l  +  '^,)  <  —  '. 


Se  invece  S*      è  negativa,  siccome: 


A** 
»  =S-     +~^a^  l>a     >-(2^^^'  +  l) 
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8  8  "*!  8 

deve  essere  a      negativo,  perchè  A  *  neirintervaJlo  a  *       ...  a  *  ha  lo  stesso 
n^  '  "^  «j  ni  tij 

segno  di  S*    .  Se  quindi  si  pone  per  a      il  valore  -  (2^*  + 1),  nel  caso  che  esso 
n,  n^ 

non  abbia  questo  valore,  il  2.o  membro  diventa: 

e  poiché  roscilla.zione  di  F'     (x)  in  questo  intervallo   non  è  maggiore  di  , 

avremo  : 

1  P  P 

Dunque  in  ogni  caso  : 

P  P  P 

S^'  <gA;  .  ^< — ^ ^  /i  =  l,  2,  3,  ...  ,n,-ni 

«i+p  n^+l      ^n^+l      2^1      ^«1+1  ^        I    7     J       >  -^        1 

potendo  applicare  la  (1)  poiché  per  qualunque  indice  compreso  fra  n,  +  1  ed  n, 
le  S^^  corrispondenti  sono  per  ipotesi  sempre  positive. 
Allo  stesso  modo  : 

S 

2 


«2+11         o^« 


tanto  nel  caso  di  S'*''^  =  0 ,  che  di  S*^  >  0 ,  e  : 


A^^'n  4.1I  +  "^TTì  <"^  +  "Trrr      ;>  =  i,  2, 3 , ... ,  n,^n,. 

I      «2+l|      2^  2  *      2  * 


Potendo  cosi  seguitare  indefinitamente  si  vede  che  dato  e,  piccolo  a  piacere 
ò  possibile  determinare  un  indice  n  in  modo  che  per  ogni  n">n  sia  in  valore 
assoluto  : 

I  Sv^  I  <  6. 

Il  limite  dì  S,j^  è  però  zero. 
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Dunque  in  ogni  caso  la  serie  delle  derivate  è  convergente  {*;. 

Si  deve  ora  dimostrare  che  la  serie  soddisfa  alle  rimanenti  condizioni  del 
Teorema  del  Dini. 

Sia  quindi  dato  a  piccolo  a  piacere,  ed  il  numero  m'. 

Fissato  un  punto  qualunque  x  deirintervallo,  determiniamo  w  ^  m' in  modo 
cbe  sia: 

2^<|-  e  |8„.«-S„..-|<-|- 

per  ogni  n'  ed  n"  non  inferiore  ad  n.  Ciò  è  sempre   possibile  poiché  la  serie 
delle  derivate  è  convergente. 

Allora  dico  che  per  ogni  4aj  per  il  quale  il  punto  2c  +  Aac  cade  nell'intervallo 

*  —1  8 

a„  *      .  . .  a^  *  =  6  ,  si  può  determinare  il  numero  m. 

Consideriamo  per  es.  un  \x  positivo,  e  determiniamo  n^  in  modo  che  sia 


x<a^%l<a:-H4x<o*     < 


a^    . 


£ 


Allora  possiamo  dimostrare  che  m  è  eguale  ad  n^  +  2.  Evidentemente  non 
è  inferiore  al  numero  dato  m',  poiché  n^  >  n. 
Dalla  costruzione  fatta  si  ha  : 

f  (a^^      ^  =  0. 

Ir  (a""      ±h)\<  —^ h  2^>1 


Ora  il  punto  a^       cade  in  generale  fra  x  ed  ce  +  4x ,  vi  determina  quindi 
due  segmenti  ?^  ed  Ti^i  ;  onde  : 

S  8  * 


(*)  Avvertiamo  che  in  tutte  queste  considerazioni  si  suppone  sempre  che  x  non 
sia  uno  dei  punti  di  divisione.  Per  un  punto  di  divisione  la  funzione  F(x)  è  evi- 
dentemente finita,  continua  e  derivabile.  (Infatti  allora  : 
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g 

(Se  in  particolare  a  *       cade  proprio  nel  punto   »  +  Aa? ,   allora  A,  =  0  ed 

h^sisc,  e  ciò-' che  segue  ancora). 
E  quindi: 


k„,+i+i^"'>l<i^-*^ 


Vl+2^"') 


„ni+l+2 


•  h. 


E  cosi  via. 
Onde: 


I  \^2 <=«)  I  <  ^-^^ i  ^^Uì  ■" -ii^ur2  +  •  •  •  1  <  X:a-*'- 


Similmente  : 


E  poiché  Ti^  ed  k^  sono  minori  di  Ì2c: 


io; 


.^1+1 


<  a 


V2^"'-'^"'^ 


ia; 


,^1+1 


<G. 


Si  deve  ora  dimostrare  che  anche  ; 


ni+2 


è  in  valore  assolato  minore  di  o. 

Osserviamo  anzitutto  che  nel  nostro  caso  tale  sommatorie  è  eguale  a  : 


_3_+_!Vri_-F     (a:)-/'     ,^ 
Ax  Aa  ^1  ^1+1 


(ce) 


«  -1  « 

e  poiché  X  ed  X  '{-  Ix  sono  due  punti  dcirìntervallo  a  *     ...  «  *  la  differenza 


«i' 
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^^n  («)  1 

— -* F'    (x)  non  può  essere  in  valore  assoluto   maggiore  di  — .    Basterà 

perciò  considerare  l'altra  differenza. 

8   ""1  8 

Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  F^  (x)  crescente  da  a^      fino   ad  a^ ,  e 
ricordiamo  la  costruzione  della  curva 

a'-.(«'«-^   ...a' a    ^,, 
che  è  quella  parte  di  ^         (x)  che  a  noi  interessa. 

8    ~*1  8 

Si  ha  subito,  qualunque  sia  la  posizione  di  x  nell'intervallo  a  ^      ...  a  *  : 


"   àx         ~,ni+l  (^> 

2  * 

Infatti  è  per  il  primo  ed  ultimo  lato  della  spezzata  che  il  coefficiente  an- 
golare è  positivo:  per  i  rimanenti  lati  è  sempre  negativo. 

Vediamo  ora  di  trovare  per  questo  rapporto  incrementale  anche  un  limite 
inferiore. 

La  curva 


a'-. fa'--'  ...a'-)    ^, 


sta  parte  al  disopra  e  parte  al  disotto  dell'asse  di  x.  Per  intenderci  diciamo 
queste  due  parti  arco  positivo  ed  arco  negativo  rispettivamente.  Evidentemente 
e  X  corrisponde  ad  un  punto  dell'arco  negativo,  e  se  per  esso  la  derivata  è  ne- 
gativa, si  ha: 


Immaginiamo  la  spezzata  che  serve  per  la  costruzione  di  questa  corva,  ed 
indichiamo  brevemente  con  : 

V  ,  '•i'  ,  r;  ...r'  „^4.i-  1  ,  r'  _  ,  ^  +  1,  z'_  ^,-  1.  •  •  V  ,  »i'  .  V 


V^+l-^'^'Wl^ ''%«.+!■ 


i  suoi  lati.  Sarà  r'^  =  e  //  «'„j. 

VOL.  zxzv  19 
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Prendiamo  sul  prolungamento  di  r,'  a  partire  da  {,\'  r,')  un  segmento  eguale 
ad  r^'  :  allora  questo  segmento  ed  s^  sono  eguali  e  paralleli ,  e  però  la  con- 
giungente  restremo  di  questo  segmento  con  («^'«s')  sarà  parallela  ad  rj,  e  ta- 
glierà r^'  in  un  punto  p^. 

Ma  anche  s^'  è  //  r,  e  passa  per  («,'  «3') ,  dunque  questa  congiungente  è  il 

prolungamento  di  «3 ,  ed  ha  quindi  per  coefficiente  angolare  -  3  — rT«   Allora 

g 
per  un  punto  qualunque  dell'arco  positivo  compreso  fra  a  *  e  p^  (p^  escluso) , 

si  ha  evidentemente  : 


a'" 

Ma  il  più  grande  valore  che  f    ,  ^  (x)  ha  in  tale  caso  è  • — -i- ,  danqne  : 
*  «1+1  2"»+^ 


Se  si  fa  ora  per  rj'  la  costruzione  analoga,  e  si  determina  sopra  r/  il  punto 
/?, ,  si  ha  per  ogni  punto  dell'archetto  p^  p^  (p,  escluso)  : 


«1+1       ^      . ^ 


Ax  2**' 

Ma  il  massimo  valore  della  derivata  h  allora V-  ,  quindi  la  (4)  vale 

anche  in  questo  caso. 

Ora  siccome  questi  limiti  inferiori  insieme  ai  massimi  valori  della  derivata 

vanno  successivamente  diminuendo  di  — ^,  così  si  capisce  che  la  (4)  vale 

per  qualunque  punto  dell'arco  positivo. 

E  vale  anche  per  ogni  punto  dell'arco  negativo,  perchè  intanto  nei  punti 
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in  cai  la  derivata  è  negativa  sussiste  la  (3)  e  quindi  a  maggior  ragione  sta  la 
(4),  e  per  i  punti  in  cui  la  derivata  è  positiva  il  secondo   membro   della  (4)  è 

/  a;-\ 

allora  negativo  l  poiché  il  massimo  valore  della  derivata  è ^  |  mentre  il  pri- 

mo  è  positivo. 

Dnnqae  la  (4)  sta  qualunque  sia  la  posizione  del  punto  x  nell'intervallo 


«n,       •  •  •  «n,  " 


Abbiamo  quindi  per J- la  seguente  limitazione  : 


('««L^i-*: 


a'*        Af         («)        A*' 


"i+l         g"»"*"^  ^'^         ~2"»"^^ 


Ora  per  eid  che  si  è  già  osservato: 


AF     {x) 

—4^ =  F'    (a:)+0—  +1>6>-1 

àx  n*  ^n^  ~ 

1  2  ^ 


Sommando  : 


.*«       AF         (x)  A*« 


Od  anche  : 

«^       «1+2  s„ 

1  ^«,         V  àu„(x)     „^  .1  -^n, 

«1+1        2"»         2"''^^      n=l      ^'^      ~      "'        2"»      2**!+^ 
Onde: 

n=.l  *  ■*  ^ 
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hl< 


S*     -  8*     , ,  +  5  — Jt 


2o 


h'K 


A 


2"i         o«t+l 


Da  ciò  segue 


ni+2 


sr-"#'-«')i 


n=l 


<  0. 


La  funzione  F(aj)  soddisfa  dunque  a  tutte  le  condizioni  espresse  nel  teo- 
rema del  D  i  n  i ,  ed  è  però  derivabile  in  ogni  punto  delVintervaUo. 


§  4.  F(ac)  ha,  in  ogni  tratto  finito,  un  nunnero  infinito  di  massinfii 

e  di  minimi. 


Sappiamo  che  la  funzione  F^(x)  in  ogni  intervallo  a^_i  ...  a^_, ,  la  cui  am- 
piezza è  minore  di  —,  ha  un  nuovo  massimo   ed  un  nuovo  minimo  (punti   o 

tratti). 

Sia  x  =  Xq  uno  dei  punti  in  cui  ha  un  massimo.  Allora  si  sa  clie  : 

F,(xo)  =  F^+,(aro)     ,     r^{xo}=F',:^,{x,)=0, 

e  che  la  funzione  f^+ii^)  ì^  ^^  intorno  qualunque  del  punto  Xq  è  negativa.  Si 
può  quindi  sempre  trovare  un  numero  positivo  k  tale  che,  per  ogni  A  in  valore 
assoluto  non  maggiore  di  A: ,  la  diflPerenza  'Pn+iip^o  +  ^)  "*  ^n^i(^o)  (s^ii^a  essere 
sempre  nulla)  sia  sempre  negativa  o  nulla. 

La  F^^.i(cc)  ha  perciò  nel  punto  Xq  pure  un  massimo.  Analoglic  considera- 
zioni si  potrebbero  fare  nel  caso  di  un  minimo. 

Bicaviamo  dunque  ;  «  Se  F^(x)  ha  in  un  punto  x  =  Xq  un  massimo  od  un 
minimo ,  io  ha  pure  F^+i^^)  *• 

Che  se  invece  Xq  è  per  F^(a;)  un  un  punto  di  invariabilità  non  lo  è  più  per 
^/«+i(^)  j  ®  solo  in  casi  speciali  potrà  avvenire  che  lo  sia  per  una  funzione  F„(a?} 


/ 
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con  Tin  indice  superiore  ;  e  se  os^  è  un  punto  limite  di  invariabilità  allora  F^+i(sc) 
avrà  iu  esso  certamente  o  un  massimo  od  un  minimo  ovvero  un  flesso.  In  cia- 
scuno di  questi  due  casi  però  F^^i(a3)  avrà  certamente  nel  tratto  di  invariabi- 
lità (di  F^(a;))  un  massimo  od  un  minimo. 

Ed  ora  poiché  dato  un  intervallo  t,  piccolo  per  quanto  si  voglia,  si  può 

(determinando  n  in  modo  che  sia  ^<n)  ^^^^  ^^®  ^^  ®sso  sia  contenuto  uno 

«-1 
degli  intervalli  a»-i ,...,  0*^-1 ,  si  ricava  per  ciò  che  si  è  detto  sopra,  che  la 

funzione  F{x)  ha  in  ogni  tratto  finito  un  numero  infinito  di  massimi  e  di  minimi. 

Vogliamo  infine  aggiungere  queste  poche  osservazioni  che  seguono  imme- 
diatamente dalle  considerazioni  ora  fatte. 

Nella  maggior  parte  dei  casi  quando  in  ogni  intomo  di  un  punto  a  y  o,  de- 
stra od  a  sinistra  0  dalle  due  parti,  una  funzione  f{x)  ha  un  numero  infinito, 
di  massimi  e  di  minimi  (punti  o  tratti) ,  Tuna  0  l'altra  delle  differenze 

f{a^h)^f{a)    ,    f{a^h)^f{a) 

o  tutte  due  cambiano  infinite  volte  di  segno.  Per  la  funzione  da  noi  costruita 
ciò  non  si  verifica.  Se  consideriamo  infatti  un  punto  di  massimo  0  di  minimo 
si  può  sempre  scegliere  un  intorno  di  questo  punto  in  modo  che  la  differenza 
Y{x±h)-^Y(x)  abbia  segno  costante  (positivo  o  negativo  rispettivamente),  seb- 
bene in  tale  intorno  esista  sempre  un  numero  infinito  di  massimi  e  di  minimi. 

Si  ha  però  che,  per  quanto  piccolo  sia  Tintomo,  esistano  sempre  valori  h^ 
di  h  pei  quali  il  valore  assoluto  di  quella  differenza  è  minore  del  valore  asso- 
luto della  stessa  differenza  per  alcuni  h  inferiori  ad  h^ ,  come  del  restò  deve 
essere. 

Se  si  considerano  invece  fra  i  punti  di  divisione  a*„  quelli  in  cui  F^'(2c)  è 
diverso  da  zero  (ed  allora  Y^^^{x)  ha  evidentemente  in  essi  un  flesso),  si  veri- 
fica per  F(x)  la  suddetta  particolarità  a  destra  ed  a  sinistra  separatamente. 

Allora  F'{x)j  come  sappiamo,  è  diversa  da  zero:  in  tale  punto  avrà  ne- 
cessariamente una  discontinuità  di  seconda  specie  (*). 

Pavia,  luglio  del  1896. 


(♦)  D  i  n  i  —  Fondamenti  etc.  §  130  pag.  168. 
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LE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 

A  COEFFICIENTI  ALGEBRICI  INTEGRABILI  ALGEBRICAMENTE  , 
STUDIATE   IN    BASE   ALLA    TEORIA   DELLE    «FUNZIONI    PUCHSUNE 

DEL   POINCARÉ. 


MEMORIA 

DEL 

D.r  ADOLFO  VITERBI 


Nel  presente  lavoro  mi  propongo  di  studiare  le  equazioni  differenziali  lineari 
a  coefficienti  algebrici  integrabili^  In  base  alla  teoria  delle  funzioni  fuchsiane  del 
Po  ine  are.— Potremo  però^  nelle  considerazioni  che  seguono  limitarci  a  studiare 
un'  equazione  a  coefficienti  razionali,  poiché  si  sa  che  V  integrazione  d'un'equa- 
zione  differenziale  lineare  a  coefficienti  algebrici  può  sempre  essere  ricondotta  a 
quella  d'  un'  equazione  a  coefficienti  razionali  d'  ordine  più  elevato. 

Nel  primo  capitolo  di  questo  lavoro,  dopo  aver  ricordato  come,  mediante  la 
teoria  delle  funzioni  fuchsiane  del  Poincaré,  si  giungono  ad  esprimere  le  varia- 
bili e  gli  integrali  d'  un'  equazione  differenziale  lineare  a  coefficienti  algebrici 
come  funzioni  uniformi  d'una  variabile  ausiliaria,  stabilisco  quale  sia,  conside- 
rando la  questione  sotto  il  pxmto  di  vista  da  me  scelto,  la  condizione  necessaria 
e  sufficiente  affinché  una  data  equazione  differenziale  lineare  della  forma  suac- 
cennata sia  integrabile  algebricamente. 

Nel  secondo  capitolo,  basandomi  sul  fatto,  il  quale  emerge  dalle  conside- 
razioni svolte  nel  capitolo  precedente ,  che  se  1'  integrale  generale  d'  una  data 
equazione  differenziale  lineai*e  é  funzione  algebrica  della  variabile  indipendente, 
esso  é  altresì  funzione  fuchsiana  della  variabile  ausiliaria  introdotta  mediante 
r  accennata  teoria  del  Poincaré,  rispetto  ad  un  certo  gruppo,  m'occupo  della 
determinazione  effettiva  di  questo  grappo  e  dello  studio  delle  sue  proprietà  fon- 
damentali. 
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Nel  terzo  capitolo  m'  occupo  della  determinazione  degli  integrali  d'un' equa- 
zione integrabile  algebricamente,  come  fanzioni  algebriche  della  yariabile  indi- 
pendente. 

Nel  quarto  capitolo  m'  occnpo  deir  estensione  alle  equazioni  algebriche ,  a 
cui  soddisfano  rispettivamente  i  suaccennati  integrali,  d'an  principio  della  teoria 
generale  dei  gruppi  di  sostituzioni,  riguardante  le  equazioni  abeliane. 


1.  Sia  r  equazione  differenziale  lineare  : 

in  cui  i  coefiScienti  f  ^ ,  9, ...  9p  siano  funzioni  algebriche  della  yariabile  x,  siano 
cioè  funzioni  razionali  delle  due  variabili  a? ,  y  le  quali  alla  lor  volta  siano  le- 
gate da  una  relazione  algebrica: 

(10  4;(aJ,y)  =  0. 

La  (1)  abbia  per  punti  singolari  n  punti  analitici  (oc  =  a^ ,  y  =  &J....  (aj=a^, 
y  zsh^  e  siano  in  generale  le  radici  deir equazione  determinante  relativa  al  punto 

singolare  (a^- ,  &,)  {i  =  1,  2...,  p)  multiple  tutte  di  —,  ki  essendo  un  numero  intero. 

Nei  casi  speciali,  in  cui  non  si  possa  trovare  un  numero  intero ,  tale  che  dette 
radici  siano  multiple  della  sua  inversa^  si  supporrà  A;^  —  00 . 

Ora  in  alcune  Memorie  pubblicate  negli  Ada  Mathematica  (Teoria  dei  Gruppi 
fnchsiani,  t.o  I  pag.  1-62.  Memoria  sulle  Funzioni  fuchsiane.  ibid.  pag.  193-294. 
Bui  gruppi  delle  equazioni  lineari  t.  IV  pag.  201-311.  Memoria  sulle  Funzioni 
zetafuchslane  t.  V  pag.  209-278) ,  il  Poincaré  mostrò  come  ,  data  che  sia  la 
relazione  (l')  fra  le  variabili  x  ,  ^  si  possano  le  x  ^y  stesse  esprimere  come  fun- 
zioni uniformi  del  rapporto  z  di  due  integrali  linearmente  indipendenti  d'  una 
certa  equazione  differenziale  lineare  del  II  ordine  : 

dH 

($  designi  una  funzione  razionale  di  as ,  y  equazione  che  egli  mostrò  come  si  de- 
termini, sempre  essendo  data  la  corrispondente  equazione  (1';.  Di  più  x ,  y  espresse 
in  funziooe  di  z  hanno  la  proprietà  di  rimanere  inalterate  allorché  z  subisce  qua- 
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lunque  sostituzione  appartenente  ad  un  certo  gruppo,  il  quale  ha  le  seguenti  pro- 
prietà caratteristiche. 

l.A  Le  sue  sostituzioni,  le  quali  sono  in  numero  infinito,  hanno  la  forma: 


i'^ò 


^                                                                                                                ae  +  B  \ 
(cioè  trasformano  in  generale  z  in  un'  espressione  della  forma —^  j,  essen- 
do a ,  p  ,  7 ,  S   quantità  complesse  e  costanti  ottenuti  dai  cojBflScienti  d'  un  certo 
gruppo  discontinuo  di  sostituzioni  a  coefficienti  reali  moltiplicandone  tutte  le  so- 
stituzioni per  una  speciale  a  coefficienti  complessi. 

2.A  Esso  è  discontinuo,  cioè  non  contiene  sostituzioni  infinitesimali. 

3.»  Le  sue  sostituzioni  lasciano  inalterata  la  circonferenza  d'un  certo  cerchio 
che  si  dice  «  Cerchio  fondamentale  ».  Come  tale  s'  assumerà  il  cerchio  avente 
per  centro  0,  per  raggio  V  unità,  potendosi  ogni  altro  caso  ricondurre  a  questo 
con  un  semplice  cambiamento  di  variabile. 

4.<^  Le  sostituzioni  in  parola  conservano  gli  angoli,  come  risulta  dalla  loro 
stessa  forma. 

5.^  Ciascuna  di  dette  sostituzioni  trasforma  un  punto  z  interno  al  cerchio 
fondamentale  in  un  punto  intemo,  un  punto  esterno  in  uno  estemo. 

Un  grappo  siflfatto  fu  dal  Poincaré  detto  «Gruppo  fuchsiano»  e  un'equazione 
della  forma  (2)  la  quale  sia  atta  a  definire  x ,  y  come  funzioni  uniformi  del  rap- 
porto de'  suol  integrali,  le  quali  rimangono  inalterate  allorché  questo  subisce  le 
sostituzioni  d'  un  dato  gruppo  fuchsiano ,  fu  detta  «  equazione  fuchsiana  ».  Il 
Poincaré  dimostrò  poi  che  ad  ogni  gruppo  fuchsiano  corrisponde  sempre  una  ed 
una  soia  equazione  fuchsiana  la  quale  definisce  appunto  le  variabili  che  in  essc% 
compaiono  come  funzioni  del  rapporto  di  due  suoi  integrali,  aventi  rispetto  al 
grappo  in  parola  la  proprietà  testé  accennata.  Le  funzioni  uniformi  d'  una  data 
variabile,  che  rimangono  inalterate,  allorché  questa  subisce  ciascuna  dello  sosti- 
tuzioni d'  un  gruppo  fuchsiano,  furono  dallo  stesso  Poincaré  dette  «  funzioni 
fuchsiarie  »  di  detta  variabile. 

Inoltre  le  funzioni  fuchsiano  relative  a  un  certo  grappo  hanno  la  proprietà 
che  fra  due  di  esse  passa  una  relazione  algebrica,  in  guisa  che  ciascuna  di  queste 
funzioni  può  esprimersi  razionalmente  mediante  due  di  esse  costruite  nel  modo 
più  generale,  dal  che  deriva  che  tutte  le  funzioni  fuchsiane  relative  ad  uno  stesso 
gruppo,  appartengono  ad  uno  stesso  corpo  algebrico.  Ciò  posto,  quando  in  un'equa- 
zione della  forma  (1),  x  ,  y  siano  espresse  come  funzioni  fuchsiane  di  «,  saranno 
funzioni  fuchsiane  di  z  anche  i  coefficienti  di  quest'  equazione,  mentre  i  suoi  ìn- 
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tegrali  risulteranno  funzioni  uniformi  di  z  aventi  la  proprietà  che  detti  u^  ,  u^ 
Up  p  di  questi  costituenti  un  sistema  fondamentale,  quando  z  subisce  una  qual- 
siasi delle  sostituzioni  del  corrispondente  gruppo  fuchsiano,  Uf^{h  =  l,2,..V)  venga 
trasformato  in  una  combinazione  lineare  a  coefficienti  costanti  di  w^,  u^,  ...  tip. 

Un  sistema  qualunque  di  funzioni  uniformi  della  variabile  z  che  abbia  la 
proprietà  testé  enunciata  si  dice  «  sistema  zetafuchsiano  »,  le  singole  funzioni  che 
lo  compongono  furono  dette  dal  Poincaré  funzioni  zetafuschsiane  e  l'insieme 
delle  sostituzioni,  che  subiscono  dette  funzioni  in  corrispondenza  alle  sostituzioni 
del  relativo  gruppo  fuchsiano ,  fu  detto  dallo  stesso  Poincaré  «gruppo  zeta- 
fuchsiano ». 

Un  gruppo  zetafuchsiano  è  sempre  isomorfo  mcriedricamente  al  corrispon- 
dente gruppo  fuchsiano.  Inversamente  partendo  dalla  considerazione  d'un  sistema 
zetafuchsiano  si  può  dimostrare  che  i  suoi  elementi  sono  integrali  d'  una  certa 
equazione  differenziale  lineare  a  coefficienti  algebrici.  Il  Poincaré  dimostrò 
anche  che  esistono  sempre  funzioni  zetafuchsiane  relative  ad  un  gruppo  zeta- 
fuchsiano dato.  Ma  su  questo  avremo  da  ritornare  più  innanzi. 

2.  Ora  vediamo  come  si  stabilisca  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  af- 
finchè un'  equazione  della  forma  (1)  sia  integrabile  algebricamente. 

Nelle  considerazioni  che  seguono  possiamo,  come  già  fu  detto,  limitarci  a 
considerare  un'  equazione  a  coefficienti  razionali;  perciò  prenderemo  in  esame 
un'  equazione  della  forma  (1)  nella  quale  però  i  coefficienti  9  siano  funzioni  ra- 
zionali della  sola  variabile  x,  lasciando  tuttavia  inalterate  tutte  le  altre  ipotesi 
e  condizioni  (*}.  Ciò  posto  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  gli  in- 
tegrali dell'  equazione  in  parola  siane  funzioni  algebriche  è,  come  sappiamo  dalla 
teoria  delle  funzioni  [V.  P  i  n  e  h  e  r  1  e,  Lezioni  (  litografate  )  sulla  Teoria  delle 
Funzioni  pubblicate  da  E.  Maccaferri,  pag.  237]  che  essi  in  ogni  punto 
regolare  x  ammettano  un  numero  finito  e  costante  di  valori  e  non  abbiano  altre 
singolarità  che  poli  e  punti  singolari  algebrici.  Un  integrale  qualunque  della  no- 
stra equazione  integrale  che  in  generale  designeremo  ancora  con  u^^ ,  per  sodi- 
sfare alla  prima  di  queste  condizioni,  dovrà,  nell'intorno  del  punto  singolare  a,-, 
aver  la  forma  : 


(*;  Sarà  data  cioè  anche  una  relazione  algebrica  della  forma  (1')  la  quale  leghi 
X  ad  un'  altra  variabile  y,  in  base  alla  quale  va  determinata  1'  equazione  (2)  che 
serve  a  definire  x  ,  y  come  funzioni  fuchsiane  del  rapporto  z  de'  suoi  integrali.  I 
punti  singolari  dell'equazione  ora  presa  in  esame  saranno  n  punti  a|,(24...a^  del  piano  se, 
fra  i  quali  può  esser  compreso  anche  il  punto  oc;  =  oo . 
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ove  8  designi  un  numero  intero  positivo  o  nullo,  rispottiviunente  a  seconda  che 
%  ò  finito  o  infinito  per  a;  =  a^  e  |jl  designi  V  indice  del  sistema  circolare  di  ra- 
dici dell'  equazione  algebrica  che  lega  x  ,  n,^  al  quale  appartiede  U;^  stessa  (v. 
P  i  n  e  h  e  r  1  e,  op.  cit.,  pag  221).  Pertanto  iicH'ipotesi  che  tutti  gli  integrali  della 
nostra  equazione  (cioè  un  numero  d'  integrali  uguale  al  suo  ordine,  che  siano  li- 
nearmente indipendeti,  che  tutti  gli  altri  integrali  s'  esprimono  mediante  combi- 
nazioni lineari  a  coefficienti  costanti  di  questi)  abbiano  forma  analoga  ad  m^,  per 
X  =  a,-  diverranno  finiti  quando  si  moltiplichino  per  una  certa  potenza  d' indice 
finito  di  x  —  Gi.  Me  viene,  come  risulta  dalla  teoria  delle  equazioni  dififerenziali 
lineari  (v,  Fuchs,  Memoria  sulle  Equazioni  difFerenziali  lineari  a^  coefficienti 
variabili  nel  t.  66  del  GJ®  di  Creile)  che  detto  ancora  p  l'ordine  della  nostra 
equazione ,  detto  in  generale  9^  (A:  =  1  ,2,3  ...  p)  il  coefficiente   che  in  essa  ha 

-  -  ^-7: ,  sarà  : 

_.    Pfn-l)(p-ft) 

^*      \(x-'a^){x^a^)...{x-a^Y-^ 

ove  in  generale  per  P^  s'intenda  un  polinomio  razionale  intero  in  x,  al  massimo 
del  grado  a.  E  analoghe  considerazioni  valgono  se  fra  i  punti  singolari  dell'  e- 
quazione  vi  è  il  punto  ac=Qo,  poiché  allora  basterebbe  neir  intorno  di  tale  punto 

considerare  lo  sviluppo  degli  integrali  in  serie   di  potenze  di  -• 

x 

La  condizione  che  la  nostra  equazione  abbia  gli  integrali  tali  da  non  am- 
mettere neirintorno  di  ciascun  punto  regolare  x  che  un  numero  finito  e  costante 
di  valori,  porta  con  sé  1'  altra  che  il  suo  gruppo  non  possa  contenere  che  un 
numero  finito  di  sostituzioni  :  infatti  ciascuna  di  queste  sostituzioni  corrisponde 
a  un  dato  sistema  di  funzioni  nel  quale  trasforma  un  certo  sistema  fondamentale 
dell'  equazione  in  esame 


e  questi  integrali,  per  essere  funzioni  algebriche  non  possono  avere ,    come  ab- 
biamo visto,  che  un  numero  finito  di  trasfarmate  intere. 

È  poi  evidente  che  V  essere  sodisfatta  quest'  ultima  condizione  porta  con 
sé  che  sia  sodisfatta  anche  quella  precedente  enunciata,  nel  senso  che  se  gli  in- 
tegrali della  nostra  equazione  avessero  singolarità  logaritmiche,  contenessero  cioè 
logaritmi,  nei  loro  sviluppi,  ammetterebbero  per  ciascun  punto  regolare  x  un  nu- 
mero infinito  di  trasformate  distinte,  che  la  parte  imaginaria,  ad  e.  dilog(2c— a,) 
aumenta  sempre  di  2Td  per  ogni  giro  della  variabile  intorno  ad  a^  in  senso  po- 
sitivo.—Ora  la  classificazione  che  dei  gruppi  fuchsiani  diede  il  Poincaré  per- 
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mette  di  stabilire,  espresso  che  sia  la  x  come  funzione  fuchsiana  della  variabile 
ausiliaria  z^  se  la  nostra  equazione  sia  o  non  sia  integrabile  algebricamente. 

3.  Per  raggiungere  lo  scopo  prefissoci  dobbiamo  ora  esporre  alcune  gene- 
ralità riguardanti  i  gruppi  fuchsiani.  —  Designeremo  in  generale  le  sostituzioni 
d'  un  gruppo  siflFatto  con  s^(z)  (sempre  intendendo  che  z  rappresenti  la  variabile 
a  cui  queste  vengono  applicate)  l  essendo  un  indice  suscettibile  d'assumere  tutti 
i  valori  0,  1 e  per  uniformità  designeremo  con  8q{z)   la   sostituzione  iden- 

/      az  +  ^\ 
ti ca.  —  Essendo   (a, ^  I  il  simbolo  generale  delle  sostituzioni  in  parola  de- 
signeremo   con   Si{z)   la   sostituzione    (  z ,  -^ 1^^  ,    con    «^(z)    la    sostituzione 

cosicché,  rappresentando  8i{z)  anche  la  quantità  -^ ^^ ,  il  sim- 
bolo in  parola  serve  a  rappresentare  sia  una  certa  sostituzione  d'un  gruppo  fuchsiano, 
sia  il  risultato  di  questa  sostituzione  stessa.  Sovente  poi,  per  brevità,  designere- 
mo la  sostituzione  8^{z)  semplicemente  con  s^.  Con  8f\z)  si  designerà  la  sosti- 
tuzione inversa  a  «,(s)  :  con  8i^(2)  la  sostituzione  8i{z)  ripetuta  k  volte  (*).  Un 
gruppo  siffatto  darà  luogo  ad  una  suddivisione  del  piano  o  d'  una  porzione 
d'  esso  in  un  infinità  di  regioni  corrispondenti  una  per  una  alle  sue  diverse  so- 
stituzioni, quando  s'  assuma  come  una  regione  una  parte  del  piano  nella  quale 
non  siano  due  punti  ottenuti  Tuno  dall'altro  mediante  una  sostituzione  del  gruppo 
in  parola. 

S'indicherà  col  simbolo  R^  la  regione  corrispondente  al  valore  iniziale  di  z, 
vale  a  dire  alla  sostituzione  identica  del  gruppo  studiato,  e  in  generale  col  sim- 
bolo R,.  quella  corrispondente  alla  sostituzione  «,  (z)  (/=  1,  2  .  .  .)  e  che  risulta 
da  infiniti  punti  ottenuti  uno  ad  uno  dai  singoli  punti  di  R^,  mediante  la  sosti- 
tuzione 8i{z).  —  Il  Poincaré  indicò  quindi  un  procedimento,  mediante  il  quale, 
detto  normale  un  poligono  Rq,  i  cui  lati  siano  tutti  o  porzioni  della  circonfe- 
renza del  cerchio  fondamentale  o  archi  ortogonali  a  questa  circonferenza,  si  ri- 
duce ogni  poligono  Rq  ad  essere  normale  convesso.  —  Quando  si  conoscano  le 
sostituzioni,  secondo  le  quali  sono  coniugati  i  lati  d'un  dato  poligono  Rq  ,  si  co- 
nosce anche  il  corrispondente  gruppo  fuchsiano,  onde  il  poligono  Rq  relativo  a 
un  dato  gruppo  se  ne  dice  il  «  poligono  generatore  ».  Il  piano  o  la  porzione  di 
questo  suddiviso  mediante  un  gruppo  fuchsiano  è  ricoperta  per  intero  ed  una 
sola  volta  dalle  regioni  corrispondenti  alle  sin  gole  sostituzioni  del  gruppo  stesso. 
Ciò  posto  il  Poincaré  diede  una  classificazione  in  famiglie  di  gruppi  fuch- 
siani :  quelli  che  in  base  alia  sua  classificazione  appartengono  alla  1.»  famiglia 
sono,  come  vedremo,  quelli  che  hanno  per  il  nostro   problema,  speciale   impor- 


(♦)  8i\z)  si  dirà  potenza  d' indice  *  della  sostituzione  s^iz). 
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tanza.  —  Cosi  appartengono  a  quella  classe  di  grappi  fachsiani,  mediante  i  qnali 
resta  suddivisa  solo  la  parte  del  piano  interno  al  cerchio  fondamentale.  —  Le 
loro  proprietà  caratteristiche  sono,  oltre  questa,  le  seguenti  : 

l.a  I  lati  del  poligono  generatore  d'un  gruppo  di  questa  famiglia  sono  tutti 
di  l.a  sorte,  intendendosi  per  tali  i  lati  d'  un  poligono  Kq  ,  lungo  i  quali  esso 
confina  colla  parte  del  piano  suddivisa  mediante  il  corrispondente  gruppo  (*)  e, 
come  tali,  sono  archi  di  cerchio  ortogonali  alla  circonferenza  del  cerchio  fonda- 
mentale e  di  più,  come  dimostrò  il  Poincaré,  sono  in  numero  pari  e  coniu- 
gati due  a  due  secondo  certe  sostituzioni  del  grappo,  aventi  la  proprietà  che 
tutte  le  altre  sostituzioni  del  gruppo  stesso  si  possono  rappresentare  mediante 
combinazioni  e  reiterazioni  di  queste.  Siffatte  sostituzioni  si  dicono  le  sostituzioni 
fondamentali  del  corrispondente  gruppo. 

2.^  I  vertici  del  polìgono  generatore  d'  un  grappo  dell'  accennata  famiglia 
sono  tutti  della  1.»  categoria  (por  vertici  della  l.a  categoria  s'  intendono  quelli 
situati  entro  il  cerchio  fondamentale,  per  vertici  della  2.a  categoria  s'intendono 
quelli  situati  sulla  circonferenza  del  cerchio  fondamentale  e  separanti  due  Iati 
di  l.a  sorte,  mentre  appartengono  alla  3.»  categoria  quelli  situati  pure  sulla  cir- 
conferenza del  cerchio  fondamentale  e  separanti  un  lato  di  1.»  sorte  da  uno  di 
2.»).  —  Di  più,  detto  ciclo  T  insieme  dei  vertici  d'un  dato  polìgono  generatore 
coniugati  ad  uno  di  essi,  secondo  sostituzioni  del  gruppo,  in  un  tale  poligono 
compaiono,  come  fu  dimostrato  dal  Poincaré  solo  cicli  chiusi  e  tali    che   la 

2i: 
somma  degli  angoli    corrispondenti  sia  =  ad  una  parte  aliquota  di  2tc,  -==  ,    in 

cui  sia  K  un  numero  intero  finito  che  può  essere  anche  =  1.  Tali  cicli  contenenti 
cioè  soltanto  vertici  della  l.»  categoria  furono  detti  dal  Poincaré  cicli  della 
l.a  categoria.  —  Questa  categoria  si  divide  poi  in  due  sottocategorie,  ponendosi 
nella  prima  di  queste  quei  cicli  in  cui  la  somma  degli  angoli  è  =  2tc  (cioè  K=l), 
nella  seconda  quelli  in  cui  K  >  1.  —  I  cicli  della  2.a  sottocategoria  hanno  un'im- 
portanza speciale,  poiché,  considerata  un'equazione  fuchsiana  essa  ha,  come  di- 
mostrò il  Poincaré  un  punto  singolare  in  corrispondenza  a  ciascuno  dei  cicli 
della  2.»  sottocategoria,  nei  quali  si  distribuiscono  i  vertici  del  poligono  gene- 
ratore relativo  al  gruppo  fuchsìano  corrispondente  (si  noti  che,  dato  un  grappo 
fuchsiano  qualunque  esiste  sempre  e  si  può  sempre  determinare,  come  fu  mo- 
strato dal  Poincaré,  un'equazione  fuchsiana  ad  esso  corrispondente).  Di  più 
la  differenza  delle  radici  dell'equazione  determinante  di  quest'equazione  fuchsiana 

relativa  ad  un  suo  punto  singolare  è  =  ~ ,  ove  sia  •:^  la  somma  degli  angoli 


(*)  Per  lati  di  2.»  sorte  del  polìgono  generatore  d'  un  dato  grappo  fuchsiano 
s'intendono  quelli  lungo  i  quali  tale  poligono  confina  colla  parte  del  piano  non 
suddiviso,  mediante  il  gruppo  corrispondente. 
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relativa  al  ciclo  corrispondente.  —  II  poligono  generatore  d' un  grappo  della 
1.»  famiglia  si  dirà  esso  pure  <ic  poligono  generatore  della  l.^  famiglia  i>.  Assunto 
come  punto  di  partenza  un  dato  vertice  A  d'  un  siffatto  poligono,  che  designe- 
remo ancora  con  R^ ,  servendoci  di  questo  simbolo  per  rappresentare  in  generale 
il  polìgono  generatore  d' un  gruppo  fuchsiano  qualsiasi  :  costruendo  successiva 
mente  tutti  i  coniugati  di  R^j  che  hanno  in  A  un  vertice  comune  ed  hanno  la 
proprietà  che,  mentre  essi  ricoprono  tutta  la  porzione  di  piano  intorno  ad  A,  la 
ricoprono  però  una  sola  volta,  si  trova  un  numero  finito  di  siffatti  poligoni  di- 
stinti. —  Tale  proprietà  appartiene  esclusivamente  ai  gruppi  fuchsiani  della  1.»  fa- 
miglia, cosicché  tutti  e  soli  i  gruppi  fuchsiani  della  1.»  famiglia  si  possono  ri- 
guardare come  isomorfi  a  gruppi  di  sostituzioni  d'ordine  finito.  —  Cosicché  l'equa- 
zione differenziale  lineare  da  noi  preso  in  esame  dianzi  sarà  integrabile  algebri- 
camente sempre  e  soltanto  quando  sia  della  1.»  famiglia  il  gruppo  fuchsiano  re- 
lativo all'equazione  fuchsiana  ad  essa  corrispondente,  poiché  solo  allora  il  gruppo 
zctafuchsiano  che  ad  esso  corrisponde  sarà  d'ordine  finito,  il  che  è  necessario  e 
sufficiente  affinché  i  suoi  integrali,  che  sono  funzioni  uniformi  di  z,  abbiano  solo 
un  numero  finito  di  valori  distinti  per  ogni  valore  di  ce. 

I  gruppi  fuchsiani  del  Ut  1.»  famiglia  hanno  poi  quest'  altra  proprietà,  che 
cioè,  detti  punti  doppi  della  sostituzione  «,(z)  le  radici  dell'equazione  (di  2.o  grado) 
s/z)  =  z,  essi  non  contengono  che  sostituzioni,  i  cui  punti  doppi  non  sono  sulla 
circonferenza  del  cerchio  fondamentale,  sostituzioni  che  vengono  dette  ellittiche, 
a  differenza  di  quelle  i  cui  punti  doppi  sono  su  questa  circonferenza  e  distinti 
le  quali  vengono  dette  iperboliche  e  di  quelle  i  cui  punti  doppi  sono  sulla  cir- 
conferenza stessa  e  coincidenti,  le  quali  vengono  dette  paraboliche.  —  La  pre- 
senza in  un  gi'uppo  fuchsiano  d'una  sostituziono  parabolica  od  iperbolica  basta 
ad  escludere  la  possibilità  che  esso  sia  isomorfo  ad  un  gruppo  d'  ordine  finito  ; 
mentre  l'assenza  di  sostituzioni  siffatte  basta  a  stabilire  che  esso  é  isomorfo  ad 
un  gruppo  d'ordine  finito;  talché  quest'ultima  proprietà  dei  gruppi  della  1.»  fa- 
miglia può  dirsi  equivalente  alla  precedente.  —  Di  questo  si  ha  una  conferma 
nel  fatto  che  la  variabile  x  espressa  come  funzione  fuchsiana  di  z,  conterrebbe 
ne'  suoi  sviluppi  degli  esponenziali  nel  caso  che  il  corrispondente  gruppo  fuchsiano 
contenesse  sostituzioni  paraboliche:  ciò  avverrebbe  anche  degli  integrali  della 
equazione  differenziale  da  noi  studiato,  i  quali  perciò  espressi  in  funzione  di  x, 
conterrebbero  evidentemente  nei  loro  sviluppi,  dei  logaritmi,  caso  questo  che  non 
può  verificarsi  se  il  gruppo  fuchsiano  relativo  all'equazione  fuchsiana  che  servi 
ad  esprimere  variabile  ed  integrali  della  nostra  equazione  in  funzione  di  z,  é 
della  1.»  famiglia.  —  Di  più  le  funzioni  fuchsiane  relative  a  gruppi  contenenti 
sostituzioni  iperboliche,  hanno  in  certi  punti  del  piano  z^  singolarità  d'  una  na« 
tura  più  elevata.  Sicché  : 

«  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  data  equazione  differen- 
ziale lineare  sia  integrabile  algebricamente,  è  che,  espressa,  nel  modo  sovra 
esposto,  la  variabile  indipendente  che  in  essa  compare,  come  funzione  fticbsiana 
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d'nna  variabile  ausiliaria,  il  corrispondente  gmppo  fachsiano  sia  della  1.»  fa- 
miglia >. 

4.  Da  quanto  precede  derivano  conseguenze  notevoli.  —  Per  giungere  a  sta- 
bilire queste  conseguenze  è  mestieri  accennare  ad  alcuni  risultati  contenuti  nei 
già  citati  lavori  del  Poincaré.  —  In  detti  lavori  è  dimostrato  cioè  : 

l.o  Che,  dato  un  gruppo  zetafuchsiano  r  isomorfo  a  un  certo  gruppo  fuch- 
siano,  che  per  brevità  designeremo  con  G,  della  1.»  famiglia  esistono  sempre  p 
Bene:  5i  ,  Sg  •  •  •  ?p  convergenti  assolutamente  per  tutti  i  valori  di  z  situati  nella 
parte  del  piano  suddivisa  mediante  G,  aventi  in  generale  la  forma: 

5,(2)  =  2:,2:,A»*),A  (^^)  (t*^  +  ^^)-*"   (|i^  =  i,  2 . . .  i^) 

(Hy  è  simbolo  di  funzione  razionale,  la  sommatoria  riferentesi  ad  i  va  estesa  a 
tutte  le  sostituzioni  di  G,  i  coefficienti  A^*>  ^^  sono  i  reciproci  rispettivamente  def 
singoli  coefficienti  della  sostituzione  S,-  nel  determinante  da  essi  formato,  desi- 
gnandosi con  Sj  la  sostituzione  di  r  a  cui  dà  luogo  la  sostituzione  «,(z)  di  G, 
ove  per  G  si  mantengano  tutte  le  notazioni  adottata  nel  numero  precedente,  par- 
lando d'un  gruppo  fuchsiano  in  generale).  —  La  proprietà  caratteristica  di  queste 

serie  è  che,  per  ciascuna  sostituzione  [z,  -^ "j^J  di  G,  si  ha: 

\     V  +  0^/ 

p 

•^  0 


p 
essendo   (5,iSjJ  -.  X  ^^'^Vv^v  (P^  =  1>  2  .  .  .  p).  Ora  il  Poincaré  dimostrò   pure 

0 

che,  dato  il  gruppo  fuchsiano  G,  esistono  sempre  funzioni  &(«),  atte  a  rappresen- 
tare una  funzione  analitica  uniforme  di  z  per  tutti  i  valori  di  questa  variabile 
situati  nella  porzione  del  piano  suddivisa  mediante  G,  la  cui  proprietà  caratte- 
ristica è  che  per  qualunque  sostituzione  Iz,-^ ^*ij  di  G  si  abbia: 

in  essendo  un  numero  intero.  Tali  funzioni  si  dicono:  funzioni  thetafùchsiane  ed 
il  numero  m  si  dice  il  grado  della  corrispondente  funzione  thetafuchsiana. — Ciò 
posto  è  evidente  che  i  quozienti  lispettivi  di  §j ,  gg  .  • .  Sp  P©r  ^na  funzione  the- 
tafuchsiana qualunque  relativa  a  O  soggetta  alla  sola  condizione  che  il  suo  grado 
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sia  =  al  numero  m  che  compare  nel  secondo  e  nel  terzo  membro  dell'equazione 
della  forma  (3)  relativa  alla  serie  5  in  parola,  saranno  funzioni  zetafuchsiane. 

Dalla  prima  delle  proprietà  enunciate  deriva  che  con  un  dato  gruppo  fuchi 
siano  G  della  1.»  famìglia  e  con  un  gruppo  zetafuchsiano  r  ad  esso  isomorfo  si 
possono  costruire  infiniti  sistemi  zetafuchsiani,  potendosi  far  variare  in  infiniti 
modi  le  funzioni  thetafuchsiane  e  le  serie  $  relative  rispettivamente  a  questi 
gruppi  e  quindi  (v.  1)  esistono  infinite  equazioni  differenziali  lineari  a  coefficienti 
algebrici,  ciascuna  delle  quali  ha  per' integrali  le  funzioni  zetafuchsiane  costi- 
tuenti uno  speciale  di  questi  sistemi.  Queste  equazioni  saranno  (v.  2)  integrabili 
algebricamente.  —  Ora  T  è  d'ordine  finito  e  meriedricamente  isomorfo  al  gruppo 
G  ;  e  alla  sostituzione  identica  di  r  corrisponderanno  infinite  sostituzioni  di  G 
costituenti  un  sottogruppo  contenuto  in  G.  —Supposto  dunque  che  una  data  equa- 
zione differenziale  lineare,  presa  in  esame,  soddisfi  alla  condizione  posta  per  es- 
sere integrabile  algebricamente,  e  mantenendo  per  il  gruppo  fuchsiano  e  per 
quello  zetafuchsiano  relativi  ad  essa  le  precedenti  notazioni,  le  serie  5  che  ser- 
vono a  costruire  i  suoi  integrali,  si  riducono  a  serie  thetafuchsiane  rispetto  a  un 
certo  sottogruppo  g  contenuto  in  G,  e,  come  tali,  avranno  grado  =  a  quello  della 
funzione  thetafuchsiana  per  la  quale  esse  si  devono  dividere  per  ottenere  tali 
integrali.  —  Questi  integrali  alla  lor  volta  si  ridurranno  evidentemente  a  funzioni 
fuchsiane  della  variabile  z  rispetto  a  g,  onde  ciascuno  d'  essi  sarà  legato  ad  x 
(v.  1)  da  una  relazione  algebrica.  —  Naturalmente  g  sarà  tale  che  dalle  sue  so- 
stituzioni si  potranno  ottenere  tutte  le  sostituzioni  di  G,  moltiplicandole  per  un 
numero  finito  di  sostituzioni  ;  questa  proprietà,  giusta  una  definizione  data  dalla 
teoria  generale  delle  sostituzioni  si  esprime  dicendo  che  g  è  sottogruppo  d'indice 
finito  di  G.  —  Le  precedenti  osservazioni  ci  permettono  dunque  d'afl'ermare  che, 
dato  un  gruppo  fuchsiano  della  1.»  famiglia  e  un  gruppo  zetafuchsiano  isomorfo 
a  questo,  gli  infiniti  sistemi  zetafuchsifini  relativi  a  tale  gruppo  che  si  possono 
costruire  sono  sistemi  fondamentali  rispettivamente  d'altrettante  equazioni  diffe- 
renziali lineari  integrabili  algebricamente,  delle  quali  è  cosi  stabilita  l'esistenza, 
laddove  quando  si  studiò  il  problema  che  ci  siamo  proposti,  dal  punto  di  vista 
della  determinazione  dei  gruppi  finiti  di  sostituzioni  contenute  nel  gruppo  lineare, 
non  si  potè  stabilire  se  effettivamente  esistessero  equazioni  ammettenti  gruppi 
siffatti. 


II. 


1.  Ora  prendiamo  di  nuovo  in  esame  un'equazione  della  forma  (1),  ma  a 
coefficienti  razion  ali,  che  designeremo  brevemente  con  equazione  (a).  —  Suppor- 
remo che  essa  sodisfi  alla  condizione  posta  per  essere  integrabile  algebricamente 
e  all'altra  che  le  radici  di  ciascuna  delle  sue  equazioni  determinanti  siano  tutte 
multipli  deirinversa  d'uno  stesso  numero  intero  ;  di  più  manterremo  per  rappre- 
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sentare  i  suol  punti  singolari,  le  notazioni  stesse  adottate  per  le  equazioni  stu- 
diate nel  capitolo  precedente.  —  Cosi  pure,  espressa  la  variabile  che  compare 
neirequaziono  (a),  come  funzione  fuchsiana  d'una  variabile  ausiliaria,  che  desi- 
gneremo ancora  con  Zy  e  detto  ancora  G^  il  corrispondente  gruppo  fuchsiano, 
manterremo  anche  qui  per  questo  gruppo  le  notazioni  adottate  quando  si  parlò 
d*un  gruppo  fuchsiano  generale.  —  Designeremo,  per  brevità  con  equazione  (a') 
l'equazione  fuchsiana  che  serve  ad  esprimere  la  variabile  indipendente  a;  come 
funzione  fuchsiana  di  z.  —  Ciò  posto  sappiamo  che  la  {<£)  ha  fra  i  suoi  ponti 
singolari  i  punti  analitici  {x ,  y)  corrispondenti  ai  valori  di  x  che  sono  punti  sin- 
golari della  (a)  (poiché  il  coefficiente  che  compare  nella  (a!)  è  funzione  razionale 
di  due  variabili  x  ,  y  legate  da  una  relazione  algebrica)  e  che  può  averne  anche 
altri  in  numero  finito  oltre  a  questi:  e  sappiamo  di  più  che  i  punti  singolari  della 
(pi)  in  numero  =  a  quello  dei  cicli  della  2,*  sottocategoria,  nei  quali  si  distri- 
buiscono i  vertici  del  poligono  generatore  di  G,  corrispondono  uno  per  uno  a 
questi  cicli.  —  In  base  a  ciò  e  in  base  all'  altra  proprietà  già   accennata  e   che 

fu  dimostrata  essa  pure  dal  Poincaré,  che  cioò  se  -^^  è  la  somma  degli  an- 

^* 
goIL  relativi  al  ciclo  corrispondente  ad  uno  qualunque,  a^  dei  punti  singolari  co- 
muni alle  (a)  ,  (a'),  allora  la  differenza  delle  radici  dell'equazione  determinante 

della  (a')  relativa  ad  a^  è  —  e  le  radici  dell'  equazione  determinante   della  (a) 

relativa  allo  stesso  punto  sono  multipli  interi  di  /c^,  si  giunge  a  risolvere  facil- 
mente la  seconda  delle  questioni  che  ci  siamo  proposti,  di  determinare  cioè  il 
gruppo  g  (il  quale  è  sottogruppo  di  G),  le  cui  sostituzioni  lasciano  inalterati  gli 
integrali  della  (a).  Preso  infatti  in  esame  uno  qualunque  a^^  dei  punti  singolari 
comuni  alle  (a) ,  (a')  siano  A^^''^  ,  A^^''^  .  .  .  A/''^  i  vertici  di   R^   (poligono   gene- 

2t: 
ratore  di  G)  appartenenti  al  ciclo  corrispondente  a  a^ ,  e  sia  —  la  somma  degli 

angoli  relativi  a  questo  ciclo.  Il  Poincaré  dimostrò  che  v'è  una  sostituzione 

di  G,  della  quale  K^^"^  è  punto  doppio,  e  che,  detto  A,^'*^,  il  simmetrico  di  A^^*^ 

z  —  A  ^^^ 
rispetto    alla    circonferenza    del    cerchio    fondamentale ,   trasforma  z^ —  in 

z-A^t*^ 

2»3^ 

^h    ^J-Ai^'') 
e        — =— .  Quale  sia  questa  sostituzione  si  determina  facilmente  mediante  U 

procedimento  stesso  che  serve  a  determinare  i  vertici  di  Rq  appartenenti  allo 
stesso  ciclo,  di  cui  fa  parte  k^^^K  Preso  infatti  a  considerare  questo  vertice  e, 
detto  a^*^^  il  lato  che  gli  tien  dietro,  sia  a^^^  il  coniugato  di  a/*^  secondo  una 
delle  sostituzioni  fondamentali  di  G,  sostituzione  che  indicheremo  con  s,    (A,   è 
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un  certo  numero  della  successione  di  numeri  interi  1,2,,..  »)(*)  ;  A2^*^  sarà  una 
delle  estremità  di  a^^^^  e  sarà  il  coniugato  di  A^^*)  secondo  «.   :   detto  ora  a^^^^ 

l'altro  lato  di  E^ ,  a  cui  appartiene  A^^^^ ,  sia  a^^'^^  il  coniugato  di  a^<'*^  secondo 
un'altra  delle  sostituzioni  fondamentali  di  6,  sostituzione  che  indicheremo  con  8, 

Zig 

(h2  abbia  lo  stesso  significato  di  A,)  ;  una  delle  estremità  di  «3^^*^  sarà  un  vertice 
appartenente  allo  stesso  ciclo  che  A^^^*^ ,  vertice  che  supporremo  essere  Ag^''^  È 
allora  evidente  che,  mentre  è  a^^^^  coniugato  ad  a^^^^  secondo  la  sostituzione  s,   s, 

è  Aj^*^  coniugato  ad  A^^^*^  secondo  questa  stessa  sostituzione.  —  Procedendo  in 
questo  modo^  dopo  aver  trovati  successivamente  i  vertici  A^^''^  .  .  ,  A^^'*^ ,  il  quale 
ultimo  sarà  coniugato  ad  A^^^^^^  secondo  una  sostituzione  che  in  base  a  prece- 
denti convenzioni  e  notazioni,  designeremo  con  «,       ,  ad  A,^'*^  secondo  la  sosti- 

tuzione  8,       81,        ...  «1,  si  ricadrà  su  A^^^^  ottenuto  da  AJ^>  mediante  un'altra 

/»r-l    '♦r-2 

sostituzione  fondamentale  di  G,  la  quale  andrà  designata  con  8,    .—  Così    A^^^^ 

sarà  coniugato  di  sé  stesso  secondo  la  sostituzione  8,   sj,        ...«,,  la  quale  è 

quindi  la  sostituzione  che  ha  A^^*^  per  punto  doppio.  Ciò  posto  dobbiamo  ricor- 
dare avere  il  Poincaré  dimostrato  che  una  qualunque  funzione  thetafuchsiana 

:=:?—  )   («  —  Ai^'^^)"^  , 

la  sommatoria  andando  estesa  a  tutti  i  valori  di  p  tali  che  p  -h  m^kf^.   Quindi 


tale  funzione  si  potrà  porre  =  (— -^)     2  V  -  m  {^T^J  '(^-A,(^)) 

*  v=0  * 


{h)\-im 


Ora,  si  possono  come  dimostrò  il  Poincaré,  rappresentare  le  funzioni  fuch- 
siane  relative  a  un  certo  gruppo  fuchsiano,  sia  come  quoziente  di  due  funzioni 
thetafuchsiane  di  pari  grado,  sia,  generalizzando,  come  quoziente  d'un  polinomio 
razionale  intero  omogeneo  rispetto  a  certe  funzioni  thetafucshiane  ©1,0,...  S^ 
per  un  polinomio  avente  analoga  proprietà  rispetto  a  certe  altre  funzioni  theta- 
fuchsiane *i  ^,  . .  .  *,k ,  purché   detti   rispettivamente    V-i  ,  V-2  -  •  '  V-i   i    gradi    di 

d=i  d=k 

©1  ©2  .  .  .  ©i ,  Vi  ,  Vg .  .  .  v^  quelli  di  «1  ,  Og  .  .  .  Ofc  sia  ^  V-a^^  ^d-  Cosi  in  virtù 


d=l 


(*)  Denoti  28  il  numero  dei  lati  di  R^ ,  i  quali  sappiamo  appunto  essere  coniu- 
gati fra  loro  due  a  due  secondo  le  diverse  sostituzioni  del   corrispondente  gruppo. 
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della  forma  sotto  cui  abbiamo  vieto  potersi  porre  le  fUuzioni  tethafach&iane  re- 
lative al  gruppo  G,  la  funzione  fuchsiana  x  si  potrà  rappresentare  mediante  una 

(z— A  ^^Kfc 
— =i  -  1  *.  Ciò  posto  neirinterno  del  punto  singo- 
lare af^  corrispondente  al  ciclo  da  noi  preso  in  esame,  la  (a)  ammette  (v.  Fucbs, 
mem.  cit.)  p  integrali  linearmente  indipendenti  della  forma  : 

(1)  (a;  -  a^)Pi      ^,(x  -  a^) (x  -  a^^^     %{x  -  a^ , 

ove  siano  p^^^^  .  .  ,  p^^*^  le  radici  deir  equazione  determinante  della  (a)  relativa 
ad  a^ ,  e  ¥i(a?  —  a;J  .  .  .  ^^(a:  -  a^^)  rappresentino  altrettante  funzioni  uniformi  di  ac 

di  più  come  già  si  disse  in  generale:  p^^^^  =  r^  (^  =  1;  2  .  .  .  p) ,   yi^  designando 

un  numero  intero.  —  Perciò  se  in  ciascuno  dei  p  integrali  (1)  sostituiamo  ad  x 

/^  — A  ^'^K* 
il  suo  sviluppo  secondo  le  potenze  di  (  — =—  j  *  otterremo  per  le  serie  ^^ ...  fj, 

z  —  A  ^*^ 
altrettante  espressioni,  che  non   mutano   quando    — :^^  viene  trasformato   in: 

z-Ai<*> 

2  ni 

e         — =é —  ,  poiché  abbiamo  visto  che  sono  funzioni  uniformi  di  x,  laddove  per 
z  -  Ai^> 

ciascune  dei  termini,  aventi  in  generale  la  forma:  (x  —  af^Y^  (d  =  1 ,  2  .  .  .  p)  , 
otterremo^  come  risulta  da  un  calcolo  materiale,  un'  espressione  coatenestte  ler- 

mini  della  forma  :   (  — rn— -  )      ,  (  — ^~—  )     .  ,  ,  .  e  termini  in  cui  compaiono 
^z-AjtV         ^^-Ai^^^V 

2-Ai('*^ 
potenze  di  — zie—  ,  i  cui  indici  differiscono  da  Uj  o  da  suoi  multipli  per  numeri 

interi.  —  Cosi  mentre  le  singole  sostituzioni  *i,  >  *;^    •  •  •  «^     ®  quelle  che  da  esse 

s'ottengono  combinandole  fra  loro  in  vario  modo  e  ripetendole,  trasformeranno 
in  generale  (v.  Cap.  I)  ciascuno  degli  integrali  (1),  una  volta  che  a  questi  si  sia 
data  la  forma  di  funzioni  zetafuchsiauje  di  z  nel  modo  anzidetto,  in  combinazioni 
lineari  a  coefficienti  costanti  degli  stessi  p  integrali:  la  sostituzione  «,   «,       ...  s^ 

^    z-AJ'^)  .         h   z-^AA^i                              /z-^AJ'^KiL,  ^^^ 

trasformando  — = —  in  e        — = — ,   moltiplicherà   i — \      per  e  e 
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2  — A  ("> 
moltiplicherà  per  questo  stesso  fattore  tutte  le  potenze  di — = — ,  il  cui  indice 

differisce  da  jjl^  per  un  multiplo  intero  di  fc^.  In  tal  guisa  (  ""_^  .y'^  riacqui- 
sterà  il  proprio  valore  solo  quando  si  eseguisca  la  sostituzione:  8,  g,       . .  .  <r ,    un 

numero  X  di  volte  che  sia:  e     *    X  =  1,  ossia  tale  che  :  —  sia  =  ad  un  numero 

K 

intero.  —  Solo    quindi   in   questo    caso   rimarrà   inalterato  ciascuno   dei  fattori 

fi  (*) 
(x—af^y^       e  i  singoli  integrali  (1),  a  cui  competono  rispettivamente  quei   fat- 
tori. —  Indicato  ora  con  ì.^^^^  V  indice  della  minima  potenza,  a  cui  si  deve  ele- 

vare   in  generale  e       '^  (d  =  1,  2  ,  .  .  />)  onde  ottenere  l'unità,  è  agevole  ricono- 

scere  che  (x  —  afj^  ^Jx  —  a^)  riprenderà  il  valore  iniziale  quando  gli  si  ap- 
plichi la  sostituzione  «^  «^  •  •  •  **  ^^^^^  ^^®  ^^  numero  di  volte  =  X^^*),  an- 
che un  numero  di  volte  =  ad  un  multiplo  intero  di  X,,^'^).  —  E  i  j?  integrali  (1) 
saranno  lasciati  contemporaneamente  inalterati  da  quelle  sostituzioni  di  G  che  si 

hanno  ripetendo  la  sostituzione  s.    8,         •  •  •  */i    ^^   numero    di   volte    che   sia 

r=  \^^)  oppure  ad  un  multiplo  intero  di  X^'*^ ,  ove  con  questo  simbolo  si  designi  il 
minimo  multiplo  comune  dei  numeri  \^^>  ,  Xj^'*^  .  .  .  Xp^'*^. 

Ora  ciascun  integrale  della  (a)  si  potrà  esprimere  (v.  F  u  e  h  s  mem.  cit.)  me- 
diante una  combinazione  lineare  a  coefficienti  costanti  degli  integrali  (l)  ;  un  in- 
tegrale cosi  rappresentato  subirà  quindi  la  sostituzione  identica,  quando  la  subi- 
scano detti  p  integrali.  —  Ripetendo  questo  procedimento  per  tutti  i  punti  sin- 
golari della  (a)  mantenendo  sempre  le  convenzioni  già  poste,  si  trova  che,  dette 

8.    ,  «.    .  ,  ,  8.     le  g  sostituzioni  che  fanno  ottenere   successivamente  i   singoli 
li       ij  ig 

vertici  di  R^  compresi  nel  ciclo  corrispondente  al  punto  singolare  a^ ,  da  uno  di 
essi  assunto  come  punto  di  partenza  e  detto  X^^)  il  numero  che  per  il  sistema 
fondamentale  d'integrali  canonici  esistenti  neirintomo  di  a^  ha  significato  ana- 
logo a  quello  che  ha  X<*J  per  il  sistema  esistente  neir  intomo   di  a^^ ,   apparter- 

ranno  a  ^  le  sostituzioni:  (2)  («-    ,  «.     ...  «,    r      ,  (»,    ,  *-    .  .  .  «-  )*^     .... 

Al       ig  ig  11       1^  ^g 

E  cosi  di  seguito,  ragionando  in   modo    analogo   per   gli   altri   punti   singolari 

a,  ,  a,  .  .  .  a^  si  vede  che  g  sarà  costi  tuito  di  sostituzioni  della  forma  (2),  poi  d^ 

^(2)  .(2) 

sostituzioni  della  forma:  («,.    ,  «„    ...«.,)'      ,  (s,^    >  «o    •  •  •  *o  )        ....    e  di 

^1         ^2  ^t  ^\        ^2  ^t 
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trasformate  di  queste  sostituzioni,  mediante  altre  sostituzioni  lineari  (si  ricordi 
che  X^^J  e  t  hanno  per  Og  significato  analogo  rispettivamenle  a  quello  che  hanno 
X<*)  e  q  per  a^  ecc.  ecc.).  —  Vi  sono  poi,  nel  nostro  caso  fra  i  cicli  nei  quali  si 
distribuiscono  i  vertici  di  Rq  ,  anche  quelli  della  2.»  sottocategoria  corrispondenti 
a  punti  singolari  della  (a')  che  non  siano  tali  per  la  (a),  e  ve  ne  possono  essere 
anche  della  1.»  categoria.  —  Ora  i  valori  di  x  corrispondenti  a  questi  cicli  sono 
punti  regolari  per  la  (a):  perciò  per  tali  valori  di  a?  e  neir  intorno  dei  valori 
stessi  si  sa  dalla  teoria  delle  equazioni  diflPerenziali  lineari  che  gli  integrali  della 
(a)  ivi  esistenti  sono  funzioni  uniformi  di  x  :  sono  quindi  lasciati  inalterati  da 
quelle  sostituzioni  di  G  secondo  le  quali  sono  coniugati  i  vertici  di  Rq  apparte- 
nenti ai  cicli  in  parola.  Queste  sostituzioni  quindi  faranno  parte  anche  di  g.  — 
Così  dunque  rimane  determinato  g,  —  Dico  poi  che  esso  è  sottogruppo  distinto 
di  g.  —  Infatti  detto  in  generale  u^^^  un  integrale  qualunque  della  (a)  si  avrà  de- 
signata con  8i  una  sostituzione  qualunque  di  g,  con  «,-  una  sostituzione  pure  ar- 
bitraria, di  G,  con  S^  la  sostituzione  corrispondente  di  V:  u{z8i)  =  u(z)  ,  tt(z«j)  = 
=  \u{z)\S^  y    u(z8i8i)  =  \u{z)\Si ,  da  cui  u(z8i8ri)  =  u{z)  =  u{z8ì8ì''^)  =  u{zSi''^)Si  y 

donde  t/(2s,.9,-«<"^)=  w(z)  e.  d.  d.  Di  più  il  modo  stesso,  con  cui  si  giunse  a  de- 
terminare le  singole  sostituzioni  di  g,  prova  che  tale  sottogruppo  è  d'indice  finito. 

2.  Del  sottogruppo  g,  riguardato  come  gruppo  a  sé  si  determina  facilmente 
il  poligono  generatore.  —  Designeremo  il  poligono  in  questione  con  P^.  —  Per 
ottenerlo  si  avranno  aggregate  a  Rq  prima  i  suoi  trasformati  secondo  sostituzioni 
di  G  non  appartenenti  a  g,  ad  essi  limitrofi  e  così  di  seguito  continuare  a  pro- 
cedere in  questo  modo,  aggregando  ai  poligoni  aggiunti  a  R^  quelli  ad  essi  li- 
mitrofi e  coniugati  secondo  sostituzioni  non  appartenenti  a  g,  arrestandosi  però 
sempre  quando  si  giunga  a  coniugati  di  Rq  secondo  sostituzioni  appartenenti  al- 
tresì a  <7,  poiché  sappiamo  che  una  delle  condizioni  essenziali,  a  cui  deve  sod- 
disfare Pq  è  che  nel  suo  interno  non  vi  siano  mai  due  punti  coniugati  secondo 
sostituzioni  di  g.  Detto  R^^  V  ultimo  dei  poligoni  di  tale  aggruppamento  che  si 
trovò  prima  di  giungere  ad  un  poligono  R^  avente  il  coniugato  secondo  una  so- 
stituzione di  g,  entro  Pq  ,  sarà  il  lato  che  hanno  in  comune  R^^  ,  R^^  un  lato  ap- 
partenente al  perimetro  di  Pq.  Tale  procedimento  giungerà  evidentemente  a  ter- 
mine dopo  un  numero  finito  d'operazioni^  poiché  essendo  Tindice  del  nostro  sot- 
togruppo un  numero  finito  si  potrà  nella  suddivisione  del  piano  corrispondente 
a  G,  trovare  consecutivamente  un  numero  di  poligoni  al  massimo  =  all'  indice 
di  gj  senza  che  due  di  essi  siano  coniugati  secondo  una  sostituzione  di  g  stesso. 

In  base  a  ciò  è  facile  vedere  come  si  debbano  scegliere  i  trasformati  di  R^  che 


(1)  col  simbolo  ùj  in  generale  si  deve  intendere  l' integrale  u  espresso  in  fun- 
zione di  z* 
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devono  aggregarsi  a  questo  per  ottenere  P^.  Infatti,  mantenendo  fisse  le  prece- 
denti convenzioni  è  evidente  che  le  sostituzioni  : 


(3)«-     ,8^    S       ...   «       ...  -      ,...(«       ...*       Y  8.  ...8       ...{8        ...8      Y  8  ...8 

(l  abbia  per  il  ciclo  corrispondente  al  punto  singolare  a^  lo  stesso  significato  che 
ha  q  per  il  ciclo  corrispondente  ad  a^)  e  tutte  le  sostituzioni  che  risultano  rag- 
gruppando queste  a  due  a  due,  a  tre  a  tre  ecc.  ecc.  in  tutti  i  modi  possibili 
non  daranno  luogo  in  r  alla  sostituzione  identica.  Questo  avverrà  di  tutte  le  so- 
stituzioni ottenute  prendendo  le  disposizioni  con  ripetizione  degli  elementi  (3)  a 
1  a  1,  a  2  a  2,  a  X^^^q  +  \^^H  ...  +  X^^»)  i  -  w  a  X^^^q  f  X^«)  t  ...  +  X^**)  l  -  n,  lasciando 
soltanto  fuori  quelle  in  cui  entrino  consecutivamente  due  potenze  di  «-  8.  s^ 

o  due  di  »Q  «o      •  •  •  *o  ^^^'  ®^^'  Iii^atti  si  dovranno  riguardare  come  diversi 

anche  gli  aggruppamenti  formati  cogli  stessi  elementi,  ma  disposti  con  ordine 
diverso,  poiché  in  generale  due  sostituzioni  di  G  non  appartenenti  a  g,  non  sa- 
ranno permutabili.  —  Così  per  ottenere  il  poligono  generatore  P^  di  g  basterà, 
come  s'è  detto,  aggregare  a  Eq  i  suoi  trasformati  mediante  le  sostituzioni  fon- 
damentali di  G  non  appartenenti  a  ^,  ciascuno  dei  quali  confina  con  esso  lungo 
un  certo  lato,  e  ripetere  tale  procedimento  per  ciascuno  di  questi  poligoni  e  per 
quelli  che  successivamente  se  ne  ottengono,  arrestandosi  sempre  a  regioni  otte- 
nute mediante  sostituzioni  di  g.  —  In  tal  guisa  si  vede  che  il  lato  a^^^^  di  Rq  sarà 

coniugato  secondo  la  sostituzione  («,  «,  ...«,)*  (v.  pag.  13)  col  lato  che 
nel  poligono  ottenuto  da  Rq  mediante  («,    ...  «,  )^«,       •  •  •  **     ^    omologo    al 

"2  "'l       "r-l  '*! 

suo  coniugato  secondo  «,    •  •  •  *»»    ®  i°  modo  analogo  trovansi   neir  aggregato 

che  si  costruì,  i  coniugati  degli  altri  lati  di  R^,  rispettivamente  secondo  altret- 
tante sostituzioni  di  g.  —  È  evidente  che  i  lati  del  poligono  P^  cosi  ottenuto  sono 
al  pari  di  quelli  di  Rq  archi  di  cerchio  ortogonali  alla  circonferenza  del  cerchio 
fondamentale.  —  Così  esaurendo  l'insieme  delle  sostituzioni  ottenute  aggruppando 
le  (3)  nel  modo  dianzi  detto  si  viene  a  determinare  P^.  —  Per  provare  che  i  suoi 
lati  sono  in  numero  pari  e  per  vedere  al  tempo  stesso  come  debbano  essere  di- 
stribuiti in  paia  di  lati  coniugati,  basta  osservare  che  detto  a  un  lato  qualunque 
di  Pq  ,  questo  poligono  confinerà  lungo  a  con  un  certo  poligono  R^  (*),  il  quale 


(*)  Colla  lettera  R  affetta  da  indici  diversi  s'intende  che  sono  rappresentate  le 
regioni  corrispondenti  alla  suddivisione  del  piano  in  temo  al  cerchio  fondamentale 
relativo  a  G. 
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avrà  entro  P^  stesso  il  suo  trasformato  Ry  ottonato  mediante  una  certa  sostita- 
zione  «  di  ^  ;  di  più  detto  Er  il  poligono  ottenuto  da  R^,  mediante  una  certa  so- 
stituzione di  G  e  facente  parte  di  P^^  il  quale  è  limitrofo  a  R^^  lungo  a^  esso 
sarà  da  a  trasformato  in  un  altro  poligono  Rg  il  quale  per  il  modo  stesso,  con 
cui  fu  costruito  Pq  sarà  estemo  ad  esso,  e  limitrofo  ad  R^  lungo  il  lato  ottenuto 
da  a,  mediante  a.  Si  applichi  tale  procedimento  a  tutti  gli  altri  lati  di  P^  e  cosi 
rimarrà  dimostrato  quanto  si  voleva  e  rimarrà  anche  determinata  la  distribuzione 
in  paia  di  lati  coniugati  dei  lati  di  P^.  In  base  a  quanto  si  disse  nel  N.o  1  vi 
saranno  lati  e  vertici  di  Rq  ,  i  quali  saranno  lati  e  vertici  anche  di  P^  e  saranno 
quelli  coniugati  fra  loro  secondo  sostituzioni  fondamentali  comuni  a  G  ,  ^. 

3.  Come  risulta  poi  dalla  teoria  svolta  dal  Poincaré,  P^  per  poter  ge- 
nerare un  gruppo  fuchsiano,  dovrà  esser  tale  che  la  somma  degli  angoli  relativi 
a  ciascuno  dei  cicli,  nei  quali  si  distribuiscono  i  suoi  vertici  sia  una  parte  ali- 
quota di  2ii,  oppure  =  2tc  stesso.  —  Ora  tale  condizione  risulta  sodisfatta.  —  Per 
dimostrarlo  possiamo  considerare,  per  semplicità,  un  vertice  di  P^  appartenente 
anche  a  R^ ,  poiché  il  ragionamento  che  vale  per  un  vertice  siffatto  vale  anche 
per  un  vertice  di  P^  appartenente  ad  un'altra  qualunque  delle  regioni  R.  Infatti, 
come  risulta  dalla  teoria  generale  dei  gruppi  di  sostituzioni  lineari,  la  distribu- 
zione del  lati  in  paia  di  lati  coniugati  e  la  riunione  dei  vertici  in  cicli  non  varia 
dall'una  all'altra  delle  regioni  R.  Cosi  se  ad  es.  a^a  sono  due  lati  di  R^  coniu- 
gati secondo  una  certa  sostituzione  fondamentale  «  di  G,  e  se  a^^  ,  a^^  sono  ri> 
spettivamente  i  loro  omologhi  nella  regione  R;^  ottenuta  da  R^  mediante  una  certa 
sostituzione  «^  di  G  ,  Rj,  si  può  riguardare  come  il  poligono  generatore  del  tra- 
sformato del  gruppo  G  mediante  «;, ,  e  Of^  ,  a^  saranno  coniugati  secondo  la  so- 
stituzione 8f^'~^88f^  chc  è  uua  delle  sostituzioni  fondamentali  del  gruppo  generato 
da  R;^ ,  mentre  ragionamento  analogo  vale  per  le  sostituzioni  secondo  le  quali 
sono  coniugati  i  diversi  vertici  di  R;^.  Prendiamo  pertanto  in  esame  il  vertice  Ai<*> 
di  Rq  ,  il  quale  appartiene  a  quel  ciclo  della  2.»  sottocategoria  che  corrisponde 
al  punto  singolare  af^  comune  alle  equazioni:  (a)  ,  (a'). —  Si  indicarono  con  a^^'^^ 
il  lato  che  gli  tien  dietro  in  R^ ,  con  Ajt'^^  ,  A^^^^  .  .  .  A^t'^^  gli  altri  vertici  di  R^^, 
appartenenti  allo  stesso  ciclo.  —  Ora  per  raggiungere  il  nostro  scopo  dobbiamo 
riprodurre  il  procedimento,  del  quale  si  servi  il  Poincaré  per  determinare  la 
somma  degli  angoli  corrispondenti  a  un  certo  ciclo.  Descritto  pertanto  un  ciclo 
infinitamente  piccolo  intorno  ad  A^^^^ ,  questo  ciclo  uscirà  da  R(,  per  a^^*^ ,  en- 
trando in  un  altro  poligono  R,  che,  come  vedremo  fra  breve,  dovremo  designare 

con    R,   (♦;:  a^^^^  considerato  come  appartenente  a  R,     è  omologo  al  lato  o^^*^ 


(*)  Col  simbolo  R,-  si  designerà  in  generale  la  regione  R  ottenuta  da    Rq   me- 
diante la  sostituzione  S:~*  di  G. 
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di  Rg,  che  (v.  1)  è  il  suo  coniugato  secondo  la  sostituzione  s,     di  G.  Perciò  da 
quanto  fu  stabilito  dal  Poincaré  risulta  essere  rT     il  coniugato  di  ^ ,    se- 
condo la  sostituzione  s^  ~\  Indi,  detto  o^^*)  il  lato  che  tien  dietro  ad  A/*^   in 
R^  ,  sarà  Ajt^^  considerato  come  appartenente  a  quest'ultimo  poligono,  omologo 

ad  Agt*)  e  sarà  a^^^J  omologo  all'altro  lato  di  R^ ,  di  cui  è  A^^^^  vertice,  lato  che 
fu  designato  con  a^^*^  ;  di  più  il  ciclo  da  noi  descritto  uscirà  da  R,     per  tale 

lato  a/^^  entrando  in  un  altro  dei  poligoni  R,  che  designeremo  con  R.  .  Come 

s'è  visto,  aj^*>  costituisce  una  coppia  di  lati  coniugati  col  lato  da  esso  ottenuto 
mediante  la  sostituzione  fondamentale  «,     di  G  :  così  il  suo  omologo  in  R,  ,  che 

è  Oi^^^  costituirà  una  coppia  di  lati  coniugati  con  quello  ottenuto  da  esso  me- 
diante la  sostituzione  9,  ~*  «,  «,  :  perciò  R,  che  confina  con  R,  lungo  a^^*^ 
sarà  il  trasformato  dello  stesso  R,   .  mediante  la  sostituzione 

ossia  il  trasformato  di  R^  mediante  la  sostituzione  («,   s,  y^  e  A^^^^  considerato 

come  appartenente  a  E,  ,  sarà  omologo  al  vertice  Aj^*^   di  R^.   Gli  angoli   di 

R*    ,  R,     aventi  per  vertice  A^^^^  saranno  rispettivamente  =  agli  angoli  di   Rq 

avi^nti  per  vertice  Aj^*^  ,  A^^^^ ,  perchè  (V.  Gap.  I)  le  sostituzioni  di  G  conservano 
gli  angoli.  —  Proseguendo  in  questo  modo,  si^  vede  che  il  nostro  ciclo  attraver- 
serà un  numero  finito,  che  designeremo  con  hw  di  trasformati  distinti  di  R^ 
(Rq  compreso)  sino  a  giungere  ad  una  regione  R.       coincidente    con    R^.    Ora 

si  osservi  che,  dopo  R,  fra  queste  regioni  si  trova  un  poligono  R^  tale  che 
Ai^*>  considerato  come  appartenente  ad  esso  sarà  omologo  al  vertice  A^^'^^  di  R© 
e  cosi  procedendo  si  giungerà  ad  un  poligono  R.  tale  che  Aj^*^  riguardato 
come  appartenente  ad  esso  sarà  omologo  a  sé  stesso  :  indi  verrà  un  poligono 
R,  tale  che  A,^^^  riguardato  come  appartenente  ad  esso  sarà  omologo  di  Ag^'^^ 
essendo  il  coniugato  di  questo  secondo  la  sostituzione  j(«,  ,   )«^  1"^  ecc.  ecc. 

Di  più  R.  ,  poiché  A^(^)  riguardato  come  appartenente  ad  esso  è  omologo  di 
sé  stesso,  dovrà  essere  il  trasformato  di  R^  mediante  una  sostituzione  che  sia  pò- 
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tenzadl(»,  «,       ...  s.  )"^:  dovrà  cioè  essere:    ^w^  (modr)  ossia  hw  =  rm,  de- 

signando  m  un  numero  intero.  Cosi  attorno  ad  A^^^^  vi  sono  rm  angoli  la  cui 
somma  =  2iu,  e  siccome  in  poligoni  coniugati  devono  essere  uguali  gli  ang-oli 
omologhi  dovrà,  per  il  modo  stesso  con  cui  furono  ottenute  le  diverse  regioni  B 
concorrenti  in  A^^^*^ ,  essere  la  somma  degli  angoli  appartenenti  ai  poligoni 
^ih      9  ^'h      •  •  •  R-fc  I     i^^^  *  designi  un  numero  intero  suscettibile  d'assumere 

tutti  i  valori  compresi  fra  1  e  m  e  ove  gli  indici  diversi  onde  è  affetto  R  desi- 
gnino il  numero  d'ordine  della  regione  a  cui  ciascun  indice  compete,  nella  snc- 
sione  con  cui  queste  regioni  s'incontrano  partendo  da  R^  e  procedendo  nel  scuso 
dianzi  fissato),  e  aventi  per  vertice  A^^^^ ,  =  alla  somma  degli  angoli  di  R^  a- 
venti  per  vertici  rispettivamente  A,^*^ ,  A^^^^  .  .  .  A^^'^^  Ne  viene  che  tale  somma 

2it 
deve  essere  =  — .  Nel  nostro  caso,  come  fu   posto,   m  =  à:^.  —  Ora   ricorderemo 
m 

che  con  X^*J  si  convenne  d'indicare  il  numero  minimo  di  volte  che  si  dovea  ri- 
petere la  sostituzione  *  (,^h  ^h      •  •  •  **  )>  ®^  anche  evidentemente  la  sua  inversa 

per  ottenere  la  sostituzione  identica  in  r  perciò  le  regioni  R  concorrenti  in  Ai<*^ 
e  ottenute  da  R^  mediante  le  inverse  rispettivamente  delle  sostituzioni 

apparterranno  al  coniugato  di  P^  secondo  l' inversa  della  sostituzione 

perchè  dal  modo  stesso,  con  cui  furono  determinate  le  regioni  R  da  aggregarsi 
a  Rq  per  ottenere  Pq  risulta  che  ciascuna   delle  regioni  più  sopra  accennate  ha 

entro  Pq  la  rispettiva  coniugata  secondo   («,     .  .  .  s.)     '  —  Fra  le  regioni  R  con- 

"'r  "'1 

correnti  in  A^^^^  verranno  poi  quelle  ottenute  mediante  le  sostituzioni  inverse 
rispettivamente  delle  sostituzioni  : 

.(A)  ,{h)  (A) 

le  quali  appartengono  al  coniugato  di  Fq  secondo  la  sostituzione  inversa  della 
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sostituzione  («^    ...  «,  )**      di  ^  :  e  cosi  di  seguito  altre  X^'*^  trasformate  di  Rq 

concorrenti  in  Aj^*)  faranno  parte  d'un  altro  coniugato  di  P^  secondo  una  certa 
sostituzione  di  g.  Dal  modo  stesso  poi ,  con  cui  fu  determinato  À^^^  risulta  che 
kj^  =  rk^^Hy  t  designando  un  numero  intero  che  paò  anche  essere  =  1  :  ne  viene 
che  in  A^^*^  concorrerà  un  certo  numero  intero  di  trasformati  di  Pq  secondo  so- 
stituzioni di  gj  cioè  che  le  Aw  regioni  concorrenti  in  A^^*^ ,  concorrono  a  formare 
un  numero  intero  t  di  trasformati  distinti  di  P^.  È  facile  scorgere  che  A^^^^  con- 
siderato come  appartenente  a  ciascuno  di  questi  è  vertice  d'un  angolo 


27cX<^>r  _2tc 


e  che  questa  è  la  somma  degli  angoli  corrispondente  al  ciclo  di   cui  fa    parte 
Ajt*^,  che  Ai<*>  riguardato  come  appartenente  a  Pq  costituisce  un  ciclo  da  sé,  in 

virtù  di  quanto  si  vide,  che  cioè  applicando  ad  A^^^^  la  sostituzione  («,    ...  s,  ) 

/ig  /li 

2ir 
un  numero  intero  di  volte,  si  ricade  su  A/'*)  stesso.  Evidentemente  — ,   è  una 

parte  aliquota  di  2ic  e.  d.  d. 

Se  infine  si  considera  un  vertice  A  di  R^  appartenente  o  ad  un  ciclo  della 
2.»  sottocategoria  che  corrisponda  a  un  punto  singolare  della  (a')  che  non  sia 
tale  per  la  (a),  o  ad  un  ciclo  della  1.*  sottocategoria,  poiché  s'è  visto  che  le  so- 
stituzioni di  G,  mediante  le  quali  da  A  s'ottengono  gli  altri  vertici  appartenenti 
allo  stesso  ciclo,  fanno  parte  altresì  di  g^  ne  viene  che  questi  vertici,  unitamente 
ad  A  sono  vertici  altresì  di  P^  e  che  anche,  considerati  come  tali,  formano  lo 
stesso  ciclo  che  formano  riguardati  come  appartenenti  a  R^:  cosi  la  somma  degli 
angoli  corrispondenti  a  tale  ciclo,  che  viene  considerato  in  due  modi  diversi,  è 
la  medesima.  —  Così  rimane  dimostrato  che  ^  è  un  gruppo  fuchsiano  e  che  quindi 
gli  integrali  della  (a),  i  quali,  espressi  come  funzioni  uniformi  di  z^  rimangono 
inalterati  quando  a  questa  variabile  s'  applichino  le  sostituzioni  di  ^,  sono  fun- 
zioni fuchsiane. 

4.  Daremo  ora  le  proprietà  fondamentali  del  sottogruppo  y^  quali  risultano 
dalla  teoria  generale  dei  sottogruppi  d'indice  finito.  —  Nelle  osservazioni  che  ora 
esporremo,  si  seguì  la  via  battuta  dal  Klein  nel  trattare  dei  sottogruppi  con- 
tenuti nel  gruppo  modulare  (v.  K 1  e  i  n— Lezioni  sulla  teoria  dello  funzioni  mo- 
dulari ellittiche  elaborate  e  completate  dal  Fricke,  voi.  I  pag.  308-322),  che 
il  procedimento  da  lui  tenuto  è  d' indole  affatto  generale  e  s'  applica  indistinta- 
mente a  qualunque  gruppo  (discontìnuo)  di  sostituzioni  lineari.  Nella  nostra  espo- 
sizione ci  accontenteremo  di  dare  i  risultati  della  teoria  in  parola,  senza  diffon- 
VOL.  xxxv.  22 
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derci  uè  sui  procedimenti  con  cui  furono  ottenuti,  né  sulle  dimostrazioni  dei  teo- 
remi citati^  il  che  non  ha  per  il  problema  da  noi  studiato,  uno  speciale  interesse. 
Indicheremo  pertanto  brevemente  con  o^  (questo  simbolo  s'adotta,  per  uni- 
formità, per  designare  la  sostituzione  identica)  0| ,  a,  .  .  .  .  le  sostituzioni  di  G 
cha  fanno  parte  altresì  di  g,  mentre  per  le  altre  sostituzioni  di   G,   useremo  la 

notazione:  TÙqZi  ,  I,  »  ^s ^^^  posto  abbiamo    la    seguente    proposizione: 

.  <  La  considerazione  di  g  permette  di  disporre  le  sostituzioni  di  G  in  una  tabella: 

(*)   Oo  =  1    ,   Oi    ,   Cg   .    .   . 
^1       ^'l-l       ^2-1    •    •    • 

(4)  

m  essendo  un  numero  finito  che  è  quello  che  si  dice.  «  Indice  del  sottogruppo 
g  rispetto  al  grappo  G  ».  —  Ciascuna  poi  delle  linee  della  tabella  (4)  è  conosciuta 
quando  sia  data  un'unica  delle  sostituzioni  che  in  essa  compaiono.  —  In  questa 
tabella  poi  ciascuna  sostituzione  di  G  compare  una  sola  volta.  Evidentemente  il 
numero  delle  linee  orizzontali,  che  si  devono  scrivere  per  rappresentare  l'insieme 
delle  sostituzioni  di  G,  dipende  unicamente  dalla  natura  del  sottogruppo  ^;  vale 
a  dire  dal  modo,  con  cui  si  devono  aggruppare  le  sostituzioni  di  G  per  ottenere 
le  sìngole  sostituzioni  di  g  Scegliendo  ad  arbitrio  una  sostituzione  in  ciascuna 
delle  linee  della  tabella  (4)  si  ottiene  un  insieme  di  sostituzioni,  le  quali  rappre- 
sentano la  relazione  che  v'è  fra  il  gruppo  G  e  il  sottogruppo  g  :  perciò  un  in- 
sieme siffatto  fu  dal  Klein  detto  : 

Sistema  di  sostituzioni  rappresentanti  il  sottogruppo  g  rispetto  al  gruppo 
principale  G. 

Inoltre  si  può,  mediante  un  procedimento  dato  dallo  stesso  Klein,  deter- 
minare di  ciascun  punto  della  porzione  del  piano  suddivisa  mediante  il  gruppo 
G,  il  coniugato  rispetto  a  g^  entro  Pq.  Da  questo  deriva  una  conseguenza  impor- 
tante per  il  modo  di  rappresentare  le  sostituzioni  di  G.  Infatti  detto  z  un  punto 
della  porzione  del  piano  suddivisa  mediante  G  e  situato  entro  una  regione  R  ot- 
t  enuta  da  R^  mediante  una  sostituzione  «  di  G,  se  è  «  il  coniugato  di  z  rispetto 
a  G,  situato  entro  R^  sarà  z  =  s{z).  D'altro  canto  vi  sarà,  come  già  si  disse  cn- 


(*)  Nella  prima  linea  ciascuna  delle  sostituzioni   Oq  ,  a^  ^  a^  .  .  .   si  deve  ri- 
guardare come  moltiplicata  per  Iq  che  è  la  sostituzione  identica  di  G. 
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tro  Po  un  punto  z^  coniugato  a  z  rispetto  a  g^  punto  che  sappiamo  determinare. 
Sarà  allora  in  generale  : 

(6)  8  =  0,(2') 

ed  essendo  z*  interno  ad  un  poligono  R  ottenuto  da  R^  mediante  una  sostitu- 
zione di  G  non  appartenente  a  g^  sostituzione  che  dovrà  quindi  avere  la  forma: 
o»-ft  ('»=  1,  22  .  .  .  m-1)  sarà: 

(OjO,  è  pure  una  sostituzione  di  g). 

Di  più  per  essere  z  situato  neirinteruo  del  poligono  R,  a  cui  appartiene  e 
non  sul  perimetro^  vi  sarà  una  sola  sostituzione  di  G  la  quale  faccia  passare 
da  3  a  2;  (è  infatti  evidente  che  solo  un  punto  situato  su  un  lato  della  1.»  sorte 
d'una  data  regione  R  si  può  riguardare  come  appartenente  a  due  di  queste  re- 
gioni, ossia  come  corrispondente  a  due  diverse  sostituzioni  di  G,  mentre  v'è  una 
sola  sostituzione  di  G  che  faccia  passare  da  una  data  regione  R  ad  un'altra  fis- 
sata). Da  ciò  deriva  che  s  è  identica  a  o^^  ossia  che  : 

<  Ad  ogni  sostituzione  del  gruppo  principale  G  si  può  dare  la  forma  del 
prodotto  d'una  data  sostituzione  del  sottogruppo  per  una  delie  sostituzioni,  che 
si  possono  assumere  come  costituenti  il  sistema  di  sostituzioni  rappresentanti  il 
sottogruppo  in  parola  rispetto  al  gruppo  principale  ». 

E  fu  altresì  dimostrato  dal  Klein: 

l.o  Che  ciascuna  sostituzione  di  G  si  può  porre  sotto  la  forma  accennata 
in  un  solo  modo. 

2.0  Che  se  si  combinano  in  modo  affatto  arbitrario  due  sostituzioni  appar- 
tenenti a  due  linee  diverse  dello  schema  (4),  s'ottiene  una  sostituzione  apparte- 
nente ad  un'altra  linea  dello  schema. 

5.  Quanto  al  poligono  generatore  Pq  di  g  conviene  per  altro  osservare  che 
la  sua  forma  presenta  una  certa  arbitrarietà.  Infatti  si  potrà  sempre,  senza  alte- 
rare i  caratteri  fondamentali  di  detta  regione,  tagliarne  fuori  una  parte  limitrofa 
alla  porzione  del  piano  esterna  ad  essa,  assumere  come  lati  di  P^  i  lembi  del 
taglio  e  riconnettere  la  porzione  tagliata  da  Pq  lungo  i  lati  appartenenti  al  suo 
perimetro  in  guisa  da  far  combaciare  le  singole  coppie  di  lati  coniugati.  —  Ba- 
sterà quindi  ridurre  col  procedimento  indicato  dal  Poincaré,  il  nuovo  poli- 
gono così  ottenuto  ad  essere  normale  convesso  per  avere  un  poligono  il  quale 
avrà  in  tutto  le  stesse  proprietà  di  P^ ,  poiché  due  lati  d'un  poligono  generatore 
d'un  gruppo  fuchsiano  di  forma  qualunque,  i  quali  siano  coniugati  secondo  una 
certa  sostituzione  del  gruppo  rimangono  coniugati  secondo  la  sostituzione  stessa 
anche  dopo  che  il  poligono  fu  ridotto  ad  essere  normale.— Stabilita  così  la  na- 
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tura  di  Pq  ;  bì  vede  che  per  le  regioni  che  se  ne  ottengono  mediante  le  sostitu- 
zioni di  g^  valgono  considerazioni  analoghe  a  quelle  che  per  le  regioni  R  coniu- 
gate rispetto  al  gruppo  G  furono  poste  in  luce  dal  Poincaré. 

Se  ora*  trasformiamo  le  singole  sostituzioni  o  di  g^  mediante  una  sostituzione 
qualunque  5)  di  G,  otterremo  altrettante  sostituzioni  e'  =  S"^oI  ;  le  quali  costitui- 
ranno un  sottogruppo  g^  che  definiremo  come  il  «  trasformato  di  g  mediante  2  ». 
È  evidente  che  g  ,  g^  sono  oloedricamente  isomorfi.  Così  se  trasformiamo  11  grup- 
po g  mediante  una  certa  sostituzione  2,- ,  il  poligono  generatore  del  gruppo  che 
cosi  s'ottiene  sarà  il  trasformato  di  P^  mediante  la  stessa,  poligono  che  designe- 
remo con  Po^*^.  —  Detti  infatti  rispettivamente  a  ,  a  due  lati  di  Pq  coniugati  se- 
condo una  sostituzione  fondamentale  qualunque  o  di  ^  ^  detti  a^ ,  a^  i  lati  che 
si  ottengono  rispettivamente  mediante  la  sostituzione  2^ ,  lati  che  faranno  parte 
del  perimetro  di  Pq^*^;  risulta  dalla  teoria  generale  delle  sostituzioni  che  a^  è  il 
trasformato  di  a^  mediante  la  sostituzione  S^'^ol,-  la  quale  è  una  sostituzione 
fondamentale  del  gruppo  S,."*^!^-.  —  E  ragionamento  analogo  vale  per  tutte  le 
altre  sostituzioni  fondamentali  di  g.  —  Così  P^^'^  si  ricaverà  da  P^  mediante  una 
modificazione  lecita:  basta  infatti  permutare  opportunamente  fta  loro  le  regioni 
R  costituenti  P^  per  ottenere  P^<'^ 

Il  trasformato  di  g  mediante  una  qualunque  delle  sue  stesse  sostituzioni  è 
un  gruppo  identico  ad  esso,  in  virtù  della  proprietà  caratteristica  dei  gruppi  di 
sostituzioni.  —  Però  siccome  g  è  sottogruppo  distinto  di  G  (v.  1),  cosi  esso,  ri- 
spetto al  nostro  problema  non  differisce  neppure  da'  suoi  trasformati  mediante 
sostituzioni  qualunque  del  gruppo  principale. 

6.  Si  è  detto  al  N.  4  che  a  ciascuna  sostituzione  di  G  si  può  dar  la  forma 
del  prodotto  d'una  sostituzione  di  g  per  una  delle  sostituzioni  (  S^Sj  .  . .  2^_,  ). 
Faremo  ora  la  convenzione  di  non  riguardare  come  distinte  fra  loro  le  sostitu- 
zioni di  g.  Si  rappresenterà,  dette  a^  ,  o^  due  sostituzioni  di  g,  questa  proprietà 
delle  sostituzioni  in  parola  colla  notazione  : 

Ciò  trae  con  sé,  come  conseguenza  che  sia  : 

(6)  0,2, 'v)  0,2,.  (t  =  0,  1,  2...m-l) 

Sotto  questa  convenzione  devono  essere  riguardate  come  equivalenti  tutte 
le  sostituzioni  d'una  medesima  linea  orizzontale  della  tabella  (4).  Ne  viene  che: 

«  Quando  non  si  riguardino  come  diverse  fra  loro  le  sostituzioni  del  sotto- 
gruppo g,  le  operazioni  del  gruppo  principale  G  si  riducono  solo  ad  m  distinte  ». 

La  scelta  di  queste  m  sostituzioni  distinte  è  però  arbitraria  perchè  in  luogo 
del  sistema  delle  sostituzioni  2^  ,  2j  .  .  .  2^_i  si  può   prendere  il  sistema  costi- 
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taìto  della  sostitazione  1q  e  da  una  qualunque  delle  sostituzioni  di  ciascuna  delle 
linee  orizzontali  dello  schema  (4). 

È  evidente  che  il  numero  delle  legioni  R,  il  cui  aggregato  costituisce  P^  è 
appunto  m  e  che  fra  esse  e  le  m  sostituzioni  distinte  di  G  considerate  nel  modo 
testé  indicato  si  può  stabilire  una  corrispondenza  reciprocamente  univoca,  po- 
tendosi scegliere  come  tali  le  m  sostituzioni  corrispondenti  rispettivamente  alle  m 
regioni  R  costituenti  P^. 

Sotto  le  condizioni  poste  e  mercè  la  formo  la  (6)  queste  m  sostituzioni  co- 
stituiscono un  gruppo  G  d'ordine  =  all'indice  di  g.  Di  più  è  facile  scorgere  che 
frsL  le  sostituzioni  di  G  e  quelle  di  F  sì  può  stabilire  una  corrispondenza  reci- 
procamente univoca,  che  sotto  le  condizioni  poste  le  sostituzioni  di  G  sono  le 
sole  sostituzioni  di  G  le  quali  diano  luogo  a  sostituzioni  di  F,  diverse  dalla  so- 
stituzione identica  talché  G  è  oloedricamente  isomorfo  a  F.  —  Pertanto  il  numero 
dei  valori  distinti  che  può  assumere  un  integrale  qualsiasi  della  (a),  in  un  punto 
qualunque  del  piano  x,  che  non  sia  per  essa  un  punto  singolare  è  =  al  più  al- 
rindice  di  g. 

(continua) 
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GENERALIZZAZIONE 
DELL'ORDINARIA  ANALISI  COMBINATORIA  ELEMENTARE 

NOTA 

DI 

N.   TRAVERSO   a   Savona. 


È  noto  che  nell'analisi  combinatoria  coi  simboli  P^ ,  ^m,n  ?  ^'^m.n  y  ^m,n  >  ^'^m.n 
si  suol  rispettivamente  indicare  il  numero  delie  permutazioni ,  disposizioni  sem- 
plici n  ad  n ,  (n  <  m) ,  disposizioni  n  ad  n  con  ripetizione ,  combinazioni  sem- 
plici n  ad  «,  (n<m),  combinazioni  n  ad  n  con  ripetizione,  di  m  elementi  dif- 
ferenti. 

Nella  presente  nota  mi  sono  proposto  di  mostrare  che  alla  considerazione 
di  questi  simboli  può  sostituirsi  quella  di  un  simbolo  unico  che  li  comprende 
tutti  come  casi  particolari,  ed  ho  a  tal  uopo  provato  che  da  poche  proprietà  di 
questo  si  possono  dedurre  come  conseguenza  le  proprietà  più  importanti  di  quelli. 
Così ,  mediante  V  introduzione  di  questo  nuovo  simbolo ,  parmi  possa  darsi  una 
una  maggiore  unità  a  quelle  verità  che  entrano  nel  dominio  deiranalisi  combi 
natoria  elementare. 

Consideriamo  una  matrice  T  di  m  verticali  che  supporremo  contate  da  si- 
nistra a  destra  e  q  orizzontali  che  supporremo  contate  dall'alto  al  basso,  e  nella 
quale  una  data  orizzontale  p.  es.  la  /i***",  (h=  ì  ,  2  ,  .  .  .  ,  9)  ,  contenga  m  volte 
un  numero  reale  %.  Due  gruppi  di  numeri  scelti  in  T  saranno  ritenuti  distinti 
se  difiPeriranno  per  un  numero  almeno,  considerando  come  diflFerenti  due  numeri 
non  aventi  lo  stesso  posto.  Siano  r+p  numeri  positivi  interi  non  nulli  X^,. ..,  X^, 
Oj , . . . ,  Op  dei  quali  i  primi  r  differenti  fra  loro  e  cosi  pure  gli  ultimi  p ,  e  sia 
poi  G  un  dato  numero  reale.  Indichiamo  col  simbolo 

I  nj , . . . ,  w     ;    Xi , . . . ,  X^    ;    m  ,  0  !       *  ^  .  . 
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il  numero  dei  gruppi  Z^  distinti  di  numeri  scelti  in  T  per  modo  che  :  l.o  ab- 
biano per  somma  o  ;  2.o  appartengano  a  verticali  di  T  differenti  ;  3.o  quelli  di 
essi  che  sono  su  una  stessa  orizzontale  di  T  siano  in  numero  di  \  o  Xj...  o  X^, 
eccettuate  le  orizzontali  aventi  per  numero  d'ordine  v,,  (1  <Vt<g  ;  t  =  l ,  2,...,2?), 
su  ciascuna  delle  quali  può  esservene  soltanto  un  numero  espresso  da  una  delle 
differenze  \  -  ^- , .  • . ,  X^  —  6^- ,  scelta  fra  quelle  che  sono  positive  e  non  nulle  (*). 
Quando  p  =  q  ;  7^  =  1  ;  6^  =  . . .  =  6^  =  0  invece  di 

1  nj . . .  n^  ;  Xg  . . .  X^  ;  w  ,  o  |,  ,  ^  .,  ...  ,  ^  ,  o 
scriveremo 

!  Wj . . .  n^  ;  X|  .  i .  X^  ;  m  ,  g  ] . 

Ci  preme  ora  dimostrare  le  proprietà  di  quest'ultimo  simbolo  rappresentate  dalle 
identità  : 

—  I  aii ...  n    ;  X,  ...  X^  ;  m  ,  (3  I  =    In»!  ^i ...  n^  ;  X,  ...  X^  ;  m  -  1  ,  o  -  n^  |^^i       (l) 
i  n^ ...  n^  ;  X^ ...  X^  ;  w ,  o  [  =  j  Wj ...  n^^^  n^^,  ...  n^  ;  Xj ...  X^  ;  m ,  o  [ 
+  .5  ^»,  >..  1  ^1  -  ^p-1  ^p+1  '•'  ^q  1  ^1  -  K  7  ft^-h  y^^  h  ^0  i  (2) 


(*)  Notiamo  che  scelti  comunque:  1.°  gli  interi  positivi  non  nulli  »i,\  ,  ...  v> 
^1  .  ..,  ^p  ;  2.0  i  numeri  reali  n,  .  .  .  ,  w^  ,  0 ,  non  sempre  il  simbolo 

(  Wi  .  .  .  n    ;  Aj  .  .  .  ^^  ;  m  ,  0     A   .      .  ^    fi   1 

ha  un  significato.  Lo  ha  però  ogniqualvolta  si  può  determinare  almeno  un  sistema 
di  valori  positivi  interi  nou  tutti  nulli  delle  Pi  »  >  *  j  Pq  tali  che 

1^1  »*1  +  1^2  %  +  •  •    '-^Pq^q-^ 
Pi  +P2         +  .  •  •  +Ì?g         <^ 

colla  condizione  che  una  qualunque  delle  Pi  »  »  -  ,  Pq  non  nulla  p.  es.  p^  possa  as- 
sumere come  valori  solo  uno  dei  numeri  \  ...  ,  X^  se  k  non  è  una  delle  v^  ... ,  Vp , 
e  soltanto  uno  dei  numeri  espresso  da  una  delle  differenze  >i  —  ^t  ;  7  •••  7  K  "  ^ù  scelta 
fra  quelle  che  sono  positive  e  non   nulle,  se  A:  è   uguale  a  v^-. 
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^.1  ^ 


•       *  •      V     •••«.  'VV'V  V 


a 


(3t 


Nella  2.»  di  tali  identità  p  è  ano  qualunque  degli   indici  1  ,  2  , .  .  .  ^  ,  9,  e 
nella  3.*  i  segni  £  ,     £     devono  intendersi  estesi  ai  sistemi  di  valori  pomicivi 


*       Vj...V, 


interi  non  nulli  delle  a     ,  a     ,...,«     tali  che 

V|  v,  .  .  .  V{  essendo  una  delle  combinazioni  <  ad  »  degli  indici   1 9  2 ,  .  .  .  ,  9 , 
{i<i<q)t  6  Ia  scelta  delle  a  essendo  limitata  dalla  condizione: 

*v     >   *y     >••••?  *j,  ^ ^A  >  ^1  j  •••  >  ^;i-i  »  ^A+«  ,  •  .  •  .  I  X^. 
1  2  'i 

X^  essendo  il  maggiore  dei  numeri  Xj  ,  X,  , . . . ,  X^ 

Per  dimostrare  la  (1)  basta  osservare  che  uno  qualunque  degli  n^ ,  . . .  ,  n^ 
fa  parte  dei  numeri  di  tutti  gli  Z^  lo  stesso  numero  di  volte,  qualunque  sia  la 
verticale  alla  quale  esso  appartiene;  pertanto  la  somma  dei  numeri  appartenenti 
ad  una  verticale  qualunque  di  T  ed  ai  gruppi  Z^  è  Vm  della  somma  dei  numeri 
di  tutti  gli  Zg.  Ora  quest'ultima  somma  è  0  \n^ ...  Ug  ;  X^ ...  >^  ;  w*  »  0  l  d'altronde 
la  somma  dei  numeri  n^  appartenenti  a  qualcuno  dei  gruppi  Z^(l<ji<^)  è: 

n^\n^.  ..Uq  ;  X^ . . .  X^  ;  m  -  1  ,  0  -  n^^  l^^^ 

perciò  la  (1)  è  giustificata. 

Per  dimostrare  la  (2)  osserviamo  che  |  n^  ...  n^^^  Uq^^  ...  n^  ;  Xj ...  X^  ;  ^  ?  <^  ì 
ò  il  numero  dei  gruppi  Z-^  non  contenenti  il  numero  «p,  e  fra  gli  altri  gruppi 
quelli  che  lo  contengono  X^  volte  sono  in  numero  di 

C^  •    1  nj ...  np.,  Wp+i ...  Uq  ;  X^ ...  X^  ;  m  -  Xj  ,  0  —  X,-  Tip  |. 

Per  dimostrare  la  (3)  immaginiamo  la  matrice  T  decomposta  in  due  altre 
A ,  B ,  la  prima  contenente  le  prime  a  verticali  di  T  e*  la  seconda  le  rimanenti 
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ft  ;  (a  +  6  =  m).  Fra  i  gruppi  Z^  ve  ne  sono  j  n^ ...  n^  ;  x^ ...  >^  ;  & ,  o  j  contenenti 
numeri  tutti  posti  in  B.  Scelte  poi  s  fra  le  a  verticali  di  À^  il  che  si  può  fare 
in  C^ ,  modi  diversi,  quelli  fra  i  gruppi  Z^  che  contengono  numeri  posti  su  tali 
verticali  si  ottengono  nel  seguente  modo. 

Si  considerino  le  combinazioni  i  ad  i  degli  indici  1 ,  2  , ... ,  ^  e  sia  v^  V2 . . .  v^ 
una  di  esse.  Si  determinino  tutti  i  sistemi  di  valori  positivi  interi  non  nulli  e 
non  superiori  a  \  delle  a       .  .  . ,  a      tali  che 

Vj  y,  y^ 

In  corrispondenza  di  ognuno  di  questi  sistemi  di  valori  si  scelgano  in  À  e  sulle 

orizzontali  Vj"*^  v,"*^ . . . ,  v/**^  rispettivamente  a      ,  a    ...,a     numeri  tutti  posti 

-'1        "a  *'< 

sulle  8  verticali  considerate  e  per  modo  che  ogni  verticale  ne  contenga  uno 
solo.  Ciò  si  può  fare  in    C         C  . . .  C  modi  diversi. 

'Vi  V,  '    Vg  V,  V,_,'    V,. 

Si  ha  cosi  nn  grappo  X  di  numeri  aventi  per  somma 

Si  considerino  ora  quei  gruppi  Y  di  numeri  scelti  in  B  che  secondo  le  notazioni 
stabilite  sono  in  numero  di 

f»!  .  . .  n,   ;  Xj  . . .  X^  ;  6  ,  0  —  «^  n^  -  .  .  .  -  a^  n^  . 

È  chiaro  che  associando  il  gruppo  X  con  ciascuno  dèi  gruppi  T  si  ottiene  uno 
dei  gruppi  Z^  relativi  a  T  e  che  se  tale  associazione  si  esegue  per  tutti  i  pos- 
sibili gruppi  X  si  ottengono  tutti  gli  Z^  relativi  a  T  ninno  escluso  e  ripetuto. 
Perciò  la  (3)  è  giustificata. 

Le  (1)  (2)  (3)  si  possono  considerare  come  le  formolo  fondamentali  del  cal- 
colo combinatorio  elementare. 

Dalla  (1)  ponendo  r=zm  ;  X<  =  i  (i  =  1  ,  2  ,  . .  .  ,  m)  si  ha  : 

^[n^..  .ng  ;   1,2...  ,m   ;  m,o}  = 

TU  ^ 


=  i  nj,{ni...n^   ;   l,2...,m-l   ;   wi-l,o-n|         (1') 
Dalla  (3)  ponendo  a=l  ;  6  =  m— 1  si  ha  un'idontità  che  diremo  (4),  od  eli- 
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minando  j  n^ ...  n^  ;  x^ ...  >^  ;  m  =  1 ,  o  !  tra  le  (l)  e  le  (4),  indi  cambiando  m  in 
m  +  1  si  ha  un'altra  identità  che  diremo  (5). 

Dalle  (1)  (3)  (4)  (5)  si  deducono  identità  relative  al  simbolo 

supponendo 

essendo  un'intero  positivo.  Infatti  evidentemen te  i  simboli   \ui\p  ]  m  y  pn\   e 
C^^p  sono  equivalenti. 

Si  ponga  poi  per  brevità: 

o  —  xa  ,  ^     ^  , 

I  Tii  .  .  .  n     ;   1  ,  2  .  .  .  ,  w   ;  m  ,  o  -  ac  a  (  =  9^. 

m  ^ 

Si  suppongano  i  numeri  n^ ...  n^  in  progressione  aritmetica  di  ragione  a  e 
si  calcoli,  tenendo  conto  della  (1')  il  trinomio  Cq— 29i+?2*  ^^  ^^  ^^^^^^  l'identità  : 

?o  -  2?!  +  9,  =  n^  I  Wi  ...  w,  ;  1  ,  2  ...  ,  wi  - 1  ;  w -  1  ,  0- ni  I 

+  (a  -  ni)  I  nj ...  n^  ;  1 , 2  ... ,  w  —  1  ;  m  -  1 ,  0  —  nj  -  «i  j 

—  (nj  +  ga)  I  nj ...  n^  ;  1 ,  2 ... ,  m  —  1  ;  m  —  1 , 0  —  nj  —  ja } 

+  [ni+(g--l)a]  {nj...»»^  ;  1,2  ...,  m-1  ;  m— 1 ,  o-ni-(g-l)a  [  (6) 

importante  per  ciò  che  al  2.o  membro  non  contiene  segni  Z. 

Ora  sì  prova  assai  facilmente  che  i  simboli  j  1 ,  2  ... ,  o  ;  1 ,  2 ... ,  m  ;  m  ^a] 
e  C^^g  sono  equivalenti  ;  perciò  supponendo  nella  (6)  nj  =  1  ;  a  s  1  ;  g  =  0  si 
ha  la  formola  ricorrente  : 

dalla  quale  non  è  diflScile  dedurre  la  solita  espressione  di  C,^  g. 

In  seguito  scriveremo  jn,^  ;  >i...'v  ;  '"h^\  '^^  luogo  di  |  -^U^^  ;  Xi-.X^  ;  m  ,  e  [. 
Dalla  (1)  facendo  l'ipotesi  ni  =  ,..  =  n^  =  n  ;  a  =  pìiyp  essendo  un'intero  posi- 
tivo non  nullo  e  non  superiore  ad  w  ed  n  un  numero  reale  ^  0 ,  rt=ip  ;  )^,-  =  t, 
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(»  =  1  ,  2  . .  . ,  2?)  e  pensando  che  per  /*  =  1  ,  2  .  . .  ,  ^  al  simbolo 

\nyq  ;    l,2...p   ;  tu  -  1  ,  (i>- l)n  |^^, 

si  può  sostituire  il  simbolo   \n  ^q  ;  1,2.. .,|?  —  1   ;  w-1,(jj  —  l)n}, 
si  ha  : 

j»,5  ;  l,2...,p\  mypn\='^\n,q  \  1  ,2...,i?-l  ;  w  -  1  ,  ^p  -  l)7i  j 

dalla  quale  si  deduce  ovviamente  : 

\n,q   ;   l,2...,p   ;   w  ,/?7i  (  =  C^^^  q^    (*)  (7) 

Da  questa  si  deduce  la  solita  espressione  del  simbolo  D''^,^  ponendo  p  =  in 
giacché,  com'è  facile  convincersi,  i  simboli  D*"^,^  e  { ti,^  ;  1,  2 ... ,  m  ;  m, mnj 
sono  equivalenti. 

Nelle  stesse  ipotesi  precedentemente  fatte  si  ha  dalla  (2),  tenuto  conto 
della  (7)  : 

C«.p  q^'^T  C^j  C,.,.^.,.  (q  -  If'^ 

formola  che  abbiamo  citata  soltanto  per  mostrare  l'utilità  che  la  (2)  può  avere 
in  casi  particolari. 

Consideriamo  ora  il  simbolo  \n,q  ;  1  ;  w,jpn  j.  Poiché  per  [i  =  l,2... ,g 
si  può  sostituire  il  simbolo  jn,g-l  ;  1  ;  m  —  1  ,  (p  -  Ì)n\  al  sìmbolo 
\n  y  q   ;    1    ;   wi  -  1  ,  (p  -  l)  n  j^^  i    ponendo  nella  (1)  ti^  =  . . .  =  n^  =  n  numero 

reale      0  ;  r=l  ;  X,  =  1  ;  a=zpn  ,p  essendo  un'intero  positivo  non  nullo  e  non 

superiore  al  più  piccolo   dei  numeri  $  ed  m  si  trova  la  formola  ricorrente  : 

\nyq    ;    wi,i)7i|=^|n,g-l    ;    1    ;    wi-l,(p-l)n| 

dalla  quale  segue  ovviamente  : 

}n,j    ;    1    ;    m  ,  pn  t  ^C^.p^Cg- 1) . . .  (g-p  +  1). 


(♦)  Confr.  Lucas.  Théorie  des  nombres.  Paris  1891  ,  §  81. 
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Da  questa  supponendo  9  >  m  e  j9  =  m  si  ha  la  solita  espressione  di  D^^^ ,  giac- 
ché ,  come  non  è  dìflacìle  comprendere,  i  simboli  D^  „j  e  \  n ,q  \  l  '^  m,  mn  \  si 
equivalgono.  Al  simbolo  \n ^q  '^  1  \  m ,pn\  possiamo  dunque  sostituire  il  pro- 
dotto C,^^p  Dqj,  (*).  Perciò  se  nelle  (1)  (2)  si  fa  tIj  =  . . .  =  n^  =  »  ^  0    ;    r  =  1  ; 

Xj  =  1  a^pn  si  hanno  proprietà  del  prodotto  C^p  D^^  che  si  riducono  a  pro- 
prietà del  simbolo  D^  ,„  se  si  suppone  q>  m  ,  p  =  mf  ed  a  proprietà  del  simbolo 
P^  se  si  suppone  g  =  m  ,  jp  =  m. 

Anche  dalla  (3)  si  possono  dedurre  note  identità  facendo  ipotesi  speciali*  Il 
lettore  potrà  ad  esempio  provarsi  a  dedurre  da  essa  l'identità 

supponendo 

r  =  1    ;   X,  =  1    ;   n^  =  . . .  n^  =  n  ^  0   ;    0  =  (a  +  &)  w- 

È  cosi  mostrato  che  le  proprietà  principali  dei  simboli 

si  possono  dedurre  come  casi  particolari  da  poche  proprietà  del  simbolo 

j  n^  .  .  .  n^    ;    >i  .  .  .  X^   ;   m  ,  0  |. 

Osserviamo  ancora  che  si  possono  definire  altri  simboli;  oltre  a  quello  qui  par- 
ticolarmente studiato,  godenti  di  proprietà  che  permettono  di  dimostrare  facil- 
mente proprietà  dei  simboli  C^  „  ,  D„  ,^  ecc.  Cosi,  ad  esempio,  dati  qi-ì  numeri 
reali  nj . . .  w^  ,  0  non  nulli ,  formiamo  coi  primi  q  la  matrice  T  ed  indichiamo 
col  simbolo  [Wi . .  .n^  ;  Xj  , . ,  a^  ;  w  ,  a\  il  numero  dei  gruppi  di  numeri  scelti 
in  T  per  modo  che:  1.^  diano  per  prodotto  0;  2.o  appartengano  a  verticali  dif- 
ferenti; 3.0  quelli  fra  essi  che  appartengono  ad  una  stessa  orizzontale  siano  in 
numero  di  >i  o  X,...  o  V  Si  prova  facilmente  l'identità: 

/  K...n  ;  \..\  ;  w,^]      p,^g       n^..^,^  ;  \...\  5  *^^^'  « 

Ve  =11    ^IL  '*ji    M 

e  da  questa  supponendo  ^  =  l;r  =  l;>i=«  intero  positivo  0  ;  0  =  n^'  e  pen- 
sando che  i  simboli  [n,  ;  £f  ;  m  ,  ni']  e  C«^,  si  equivalgono,  si  ha  la  nota 
identità  : 

r      -  ^  p 


(*)  Confr.  L  u  e  a  s  ,  op.  cit.  pag.  98.  Ex.  III. 
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SIMMETRIA  ORTOGONALE  RISPETTO  A  UNA  LINEA  QUALUNQUE 


PER 


GEMINIAMO  PIRONDINI,  a  Parma. 


Generalità. 

Due  x}anti  A  ^  A^  si  dicono  simmetrici  rispetto  a  una  linea  A  {linea  fonda- 
mentale) qaando  il  segmento  AAj  incontra  ortogonalmente  questa  linea  ed  è 
diviso  per  metà  da  essa. 

Due  figure  P  ,  Pi  si  dicono  simmetriche  rispetto  alla  linea  A  quando  una  di 
esse  è  il  luogo  dei  simmetrici  dei  punti  dell'altra,  rispetto  alla  linea  A. 

Tante  sono  le  normali  che  da  A  si  possono  condurre  a  A,  altrettanti  sono 
i  simmetrici  del  punto  A.  Perciò  la  figura  Fj  simmetrica  di  una  figura  reale  P 
può  essere  del  tutto  o  in  parte  immaginaria  ;  e  quando  è  reale,  può  essere  com- 
posta dairinsieme  di  più  figure  distinte.  In  quest'ultimo  caso,  quando  del  punto 
A  di  P  si  sia  scelto  uno  dei  punti  simmetrici,  ad  esempio  A^ ,  per  costrurre  la 
figura  Pi  luogo  di  Ai  si  porrà  la  condizione  che,  muovendosi  A  con  continuità 
sopra  P,  altrettanto  faccia  Ai  sopra  Pj. 

Secondo  che  la  figura  P  è  un  punto,  una  linea  o  una  superficie,  la  figura 
simmetrica  Pi  è  rispettivamente  un  punto,  una  linea  o  una  superficie.  Pa  però 
eccezione  il  caso  in  cui,  essendo  la  figura  primitiva  una  sfera  S  o  una  linea  di 
S,  la  linea  A  è  tracciata  sopra  una  sfera  concentrica  ad  S  e  di  raggio  metà; 
poiché  allora  la  figura  simmetrica  è  un  punto,  il  centro  comune  alle  due  sfere. 

Siano 

$  =  Rcost^    ,    )j  =  R8enw    ,    C  =  U 

(con  B  ,  U  funzioni  del  parametro  u)  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  di  A  ed 

A(aJ  j  y  y  z)        ,        Ai(xi  ,  yi  ,  z^) 
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due  punti  corrispondenti  nelle  due  figure  simmetriche  F ,  P^.  Avendosi  : 

A  A  A 

^1  =  6- AA,  C08(AAi  jsc)  ;  y^  =  ij  -  AA^  cos  (A  A^ ,  y)  ;  «i  =  C  — AA^  cos(AAi  ,z)  , 

e  inoltre  : 

A  05  —  5  A        i/'^y^  A         z  —  e 

C08(AAi,a:)=-^^     ;    cos  (AA^ ,  y)  =  ^^-'    ;     cos  (A  Aj ,  2)  =  ^^  , 

risulta  : 

(1)  a;i  =  25-aj     ,     yi  =  2)i-y     ,     2fi=2i;-2?. 

L'equazione  esprimente  che  il  segmento  AA^  è  normale  alla  linea  A  è  : 
od  anche: 

/«V  /  ^K  _     .  X  -r^     ^R  y  ▼TV    ^U  ^ 

(3)       (cosw  +  ysenw)^ R(xsenw  -  ycosw)  -  R  — +  (2— U)  —  =  0. 

In  quanto  all'uso  di  queste  equazioni  nei  casi  pratici,  si  osservi  che  lo  x, 
y ,  z  sono  funzioni  di  un  solo  parametro  t ,  ovvero  di  due  parametri  indipen- 
denti < ,  T ,  secondo  che  la  figura  F  è  una  lìnea  o  una  superficie.  Si  dovrà  quindi 
eliminare  dalle  equazioni  (1),  per  mezzo  della  '2)  o  della  (3),  uno  dei  due  pa- 
rametri u ,  t  (nel  primo  caso)  e  uno  dei  tre  parametri  m,  ty  "  (nel  secondo  caso) 

§.2. 

Simmetria  di  una  retta  rispetto  a  una  linea  qualunque. 

Chiamando  L  la  retta  primitiva  e  supponendo  che  coincida  coU'asse  delle 
Zy  si  ha: 

x  =  0        ,        y  =  0 


e  la  condizione  (3)  diviene 


du  du 
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da  coi  si  trae  : 

RR'  +  UU' 


Z=z 


U' 


Ne  viene  di  consefirtieiiza  che  la  linea  Lj  simmetrica  di  L  è  definita  dalle 
equazioni  : 

UU'-RR' 
02}  =  2R costt    ,    yi  =  2R senu    ,    «j  =  — . 

Ricavandosi  da  queste  : 

^1=  \V+yi'  =  2R, 
si  conclude: 

Le  due  linee  A^  e  L^q  ,  proiezioni  sul  piano  z  =0  della  linea  fondamentale  A 
e  della  simmetrica  L^  dell'asse  delle  z,  sono  curve  omotetiche  rispetto  alVorigine\ 
il  rapporto  di  similitudine  di  L,(»  a  A^  é  2  ». 

Se  chiamiamo  a  ,  ^  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  di  quel  meridiano 
della  superficie  1,  generata  dalla  rotazione  di  A  attorno  all'asse  OZ;  che  è  si- 
tuato sxQ  piano  coordinato  ^  =  0  ;  ed  a^  ,  ^i  le  quantità  analoghe  relative  alla 
superficie  S^  generata  in  modo  simile  da  L^  ;  abbiamo  : 


)  )  R'     ^  da 

Si  ha  dunque  il  teorema: 

«  Se  il  meridiano  di  l»  è  rappresentato  dall'equazione 

(4)  ^  =  f(0i)y 

il  meridiano  dì  8^  è  rappresentato  dall'altra  : 


(5) 


Pi  =  /'  (y) jr\  « 


indicando  con  ^  '  (  -^  )  c*^  «^^  diviene  sostituendo  -~  cki  a  ». 

Applicando  questo  teorema;  si  trova  che  quando  : 


a« 


P  =  —  ,  ovvero  P  =  Vaa*  +  b 
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con  a  e  b  costanti ,  ai  ha  rispettivamente  : 


+  b. 


E  perciò: 

<  Qìiando  la  linea  fondamentale  A  è  tracciata  sopra  un  paraboloide^  ovvero 
8opra  una  quadrica  a  ceìitro,  di  rivoluzione  attorno  alla  retta  data  h,  anche  la 
simmetrica  L|  è  situata  rispettivamente  sopra  un  paraboloide  j  ovvero  sopra  una 
quadrica  a  centro  di  rivoluzione  attorno  od  L  ». 

Il  teorema  generale  precedente  mette  in  evidenza  che,  nella  simmetria  della 
retta  L  rispetto  a  nna  linea  fondamentale  qnalanqne  A;  la  superficie  Sj^  generata 
dalla  rotazione  della  simmetrica  L|  attorno  alla  retta  L  non  dipende  dalia  forma 
di  A;  ma  solamente  dalla  forma  della  saperficie  1  generata  dalla  rotazione  di 
A  attorno  ad  L. 

Costruendo  quindi  le  simmetriche  della  retta  L  rispetto  a  tutte  le  linee  A 
tracciate  sopra  £ ,  si  ottengono  tutte  le  infinite  linee  tracciate  sopra  S|.  Ne  viene 
di  conseguenza  che  : 

«  n  meridiano  di  S^  è  la  curva  simmetrica  della  retta  L  rispetto  al  meri- 
diano di  21 . 

Se  dunque  consideriamo  quel  caso  precedente  in  cui  A  era  tracciata  sopra 
una  quadrica  di  rotazione ,  si  ha  : 

«  La  linea  simmetrica  dell'asse  di  una  parabola  o  di  una  conica  a  centro, 
rispetto  alla  curva  medesima^  è  un'altra  parabola  avente  il  medesimo  asse  della 
datdf  0  un'altra  conica  a  centro,  avente  gli  assi  comuni  colla  prima  ». 

Siccome  la  condizione  s;^  =  0  è  equivalente  all'altra  : 

UU'-RR'  =  0, 
cioè  alla 

U*  —  R*  =  costante , 

applicando  un'altra  proprietà  dimostrata  in  questo  medesimo  paragrafo,  si  può 
dire: 

<  Una  retta  L  pu^  avere  per  simmetrica  qualsivoglia  linea  L^  tracciata  in 
un  piano  P  normale  ad  L. 

Per  avere  la  linea  fondamentale  A  corrispondente,  basta  intersecare  un  certo 
iperboloide  equilatero,  a  una  o  a  due  falde,  di  rivoluzione  attorno  ad  L,  con  un 
cilindro  avente  le  generatrici  parallele  ad  L  e  la  cui  sezione  retta  è  una  curva 
omotetica  di  L^  rispetto  al  punto  dove  L  sega  P. 

n  rapporto  di  similitudine  di  tale  sezione  retta  ad  L^  è  ~  . 
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STORIA  E  BIBLIOGRAFIA  MATEMATICA 
(Sogmeito  al  Giornale  li  Matemallclie  li  Battagli) 

PDBBLICATO   PER  CURA 

del    Prof.    GINO    LORIA 

Num.  3.  Maggio  e  Giugno  1897. 


DI  ALCUNI  NUOVI  DOCUMENTI 
RELATIVI  A  J.  Steiner 

DI 

Gino  Loria 

m. 

Non  meno  importante  per  la  biografia 
di  Steiner  è  il  carteggio  fra  questi  e  lo 
Schiàfli  (1)  che  lo  stesso  prof.  Graf  rinven- 
ne fra  le  carte  lasciate  da  questo  e  che  die- 
de di  recente  alla  luce  (2).  Benché  questo 
carteggio  non  comprenda  che  il  periodo 
1848-1856,  benché  di  molte  lettere  non  si 
siano  ritrovati  che  dei  sommarli ,  pure 
molti  fatti  di  capitale  importanza  sono 
messi  in  più  chiara  luce,  altre  circostanze 
finora  nascoste  sono  rivelate:  se  non  altro 
è  confermato  con  quanta  fedeltà  il  Geiser 
abbia  ritratto  il  suo  celebre  compaesano 
e  parente.  Cosi  la  chiusa  della  lettera  del 
15  Dicembre  1850  "  Avanti,  per  la  libertà 
e  la  scienza  „  (Briefwechsel  p.  14)  fa  ri- 
conoscere il  vecchio  liberale  ben  noto  a 
chi  lesse  la  Commemorazione  del  Geiser; 
cosi  da  mille  frasi  traluce  quello  spirito 
caustico  caratteristico  di  Steiner  nella  vi- 
ta privata:  sgraziatamenle  talora  si  trova 
che  questa  tendenza  trascinava  lo  Steiner 
ad  ingiustizie  e  certo  tutti  coloro  che  han- 
no letti  e  ammirati  i  lavori  di  Aronhold  , 
e  che  ricordano  aver  egli  messo  a  dispo- 
sizione di  Steiner  la  propria  non  comune 
abilità   di  analista,  proveranno   un  senso 

(1)  Come  è  noto,  le  relazioni  fra  i  due  ma- 
tematici risalgono  al  1S44 ,  epoca  del  viag- 
gio ohe  essi  fecero  insieme  in  Italia. 

(2)  Der  Brie/weschsel  zwisehen  Jacob  Steiner 
und  Ludwig  ScMofli.  Herausgegeben  von  J.  H. 
Graf  (Bem,  1896). 


di  disgusto  e  si  atteggieranno  alla  ribel- 
lione vedendolo  costantemente  designato 
col  non  invidiabile  nomignolo  di  "Schmttt- 
zer„  (v.  p.  es.  p.  155).  Inoltre  in  questo 
carteggio,  che  cade  verso  il  tramonto  del- 
l'attività scientifica  di  Steiner,  sono  innu- 
merevoli gli  accenni  ad  un  indebolimento 
delle  sue  facoltà  mentali  ;  ad  es.  il  25 
Febbrajo  1 855  egli  avvertiva:  "  l'età  si  fa- 
sentire  fortemente ,  V  antica  onnipotenza 
della  fantasia  è  mezzo  spenta;  io  non  posso 
più  concepire  chiaramente,  e  solo  con  a- 
cerba  fatica  ^  (p.  125)  ;  dopo  un  mese  e 
mezzo  (6  Aprilo  egli  confessa  al  fedele 
amico  :  «  io  sono  assai  più  ottuso,  di  quan- 
to Lei  suppone  »  (p.  154)  e  aggiunge  più 
avanti  «  io  non  ne  capisco  niente  ;  mi  pare 
di  essere  in  sogno  »  ;  poco  dopo  (7-12 
Maggio)  egli  scrive  malinconicamente  «  qui 
io  non  progredisco  col  mio  lavoro,  posso 
occuparmi  soltanto  due  ore  al  giorno,  senza 
forza,  senza  memoria,  senza  fantasia^  e  la 
sera,  che  era  il  tempo  migliore,  più  nien- 
te »  (p.  189).  Contemporaneamente  a  que- 
sto infiacchimento  della  fibra  mentale,  sor- 
ge prepotente  la  preoccupazione  di  vedere 
riconosciuto  ogni  più  piccolo  titolo  della 
sua  fama  :  ne  è  prova  il  desiderio  espresso 
nella  lettera  del  30  Novembre  1854,  di 
vedere  fatto  cenno  in  una  gazzetta  ber- 
nese della  sua  nomina  ad  Accademico 
linceo  (p.  100)! 

Il  carteggio  di  cui  ci  stiamo  occupando 
projetta  qualche  luce  anche  sui  metodi  di 
ricerca  di  Steiner;  egli  che  era  per  pro- 
pria dichiarazione  un  geometra  sintetico 
(p.  140)  sentiva  sempre  il  bisogno  che 
altri  verificasse  colla  scorta  dell'  analisi 
le  conclusioni  a  cui  era  pervenuto  :  non 
è  già  dunque  che  «  a  porte  chiuse  nume- 
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rasse  le  costanti  »,  (1)  ma  le  faceva  nu- 
merare da  altri!  E  quale  ajuto  prezioso,  in- 
telligente e  disinteressato  gli  abbia  presta- 
to lo  Schlafli  è  dimostrato  da  ogni  pagina 
della  corrispondenza  pubblicata  dal  Graf. 
Ma  da  questa  è  chiarito  ,  con  danno  di 
Steiner ,  un  punto  della  storia  della  mo- 
derna, geometria,  che  dianzi  era  avvolto 
in  una  luce  crepuscolare. 

È  noto  che  nella  celebre  comunicazione 
Ueher  Jbldchen  dritten  Grades  fatta  dallo 
Steiner    ali*  Accademia    di    Berlino  il  31 
Gennajo  1856  è  esposta,  fra  altre,  la  pro- 
prietà di  ogni    superficie    cubica  di  con- 
tenere 27  rette  ;  è  noto    pure  che    V  esi- 
stenza   di    tali  rette  venne   avvertita    da 
Cayley  sin  dal  1849  ;    ora  il  silenzio  te- 
nuto   da  Steiner   riguardo  all' anteriorità 
di  tale  scoperta  è  desso  dovuto  ad  igno- 
ranza di  parte  sua  (ipotesi  questa  a  pri- 
ma giunta  attendibile  ,  dato  il   carattere 
di  Steiner  e  la  limitata  diffusione  del  pe- 
riodico in  cui  apparve  la  memoria  del  Cay- 
ley) ,  oppure  proviene  da  un  sentimento 
d'invidia  analogo  a  quello  che  indusse  il 
grande  geometra  tedesco  a  non   chiamar 
mai  col  nome  di  Plticker  le  formolo  che 
legano  le  singolarità  di  ogni  curva  piana 
algebrica  ?  Oggi  possiamo  dire  che  la  pri- 
ma  alternativa    è    a  respingere.  In  latti 
Steiner  apprese  l'esistenza  delle  27  rette 
e  del  pentaedro  di  Sylvester  nel  Luglio 
1853  durante  il    suo  soggiorno   a   Parigi 
(Briefwechsel,  p.35)  anzi  da  questa  notizia 
egli  fu    così    impressionato  che  annoverò 
'  tosto  le  superficie  del  terz'ordine  fra  i  te- 
mi di  studio  pel  seguente  inverno  1853-54 
(pag.  38).  Vero  è  che  più  tardi  egli  trovò 
fra    le  sue  carte  degli  anni  1846  e  1850 
cenni   sulle    rette    di  superficie   cubiche, 
«  jedoch  nicht  mit  dem  Bewusstsein,  dass 
es  die  allgemeine  /^  sei  »,  (pag.  42  e  49    e 
sul  pentaedro  «  aber  ohne  klares  Bewusst- 
sein ».   Arrogi   che ,  V  avere  egli  ricono- 
sciuto in  privato  la  prioritàdi    Cayley  e- 
merge   dal    fatto  che  non  solo  non  prote- 
stò contro  l'epiteto  di  «  Cayley*s  G erade  » 
adoperato  dallo  Schlafli ,  ma  se  ne  servi 
egli  stesso  (p.  172).  il  che  non  toglie  che 
egli  si  affrettò   a  comunicare  a  Poncelet 
come  un  suo  ritrovato    ^  die  /*   mit  den 
27  g.  nebst  Anhang  „  (p.  46)    e  che  con 

(l)  V.  la  Commemorazione  del  Geiser,  p,  82 
del  voi.  citato  degli  Annali, 


mal  repressa  gioja  annunciò  allo  Schlft- 
fli ,  nella  lettera  del  21  Aprile  1856,  che 
la  surricordata  comunicazione  all'  Acca- 
demia di  Berlino  «  bei  Freiind  und  Feind, 
bei  Geweihten  und  Itaien  Furore  mach- 
te  »  (p.  199).  È  adunque  indiscutibilmente 
provato  che  il  silenzio  serbato  da  Steiner 
sulle  ricerche  degli  Inglesi  non  è  casua- 
le (1);  si  direbbe  che  il  dolore  di  non  le- 
gare il  proprio  nome  ad  una  scoperta  di 
cosi  capitale  importanza  abbia  spinto  lo 
Steiner  a  commettere  un  plagio  a  danno 
di  Cayley  (2)  :  i  contemporanei  ed  i  po- 
steri immediati,  ben  sapendo  che  tale  sco- 
perta era  di  quelle  a  cui  avrebbe  potuto 
giungere,  non  pensarono  nemmeno  a  for- 
mulare tale  accusa  :  on  prète  aux  richeSj 
dice  il  proverbio  ! 

Ma  lasciamo  questa  brutta  pagina  della 
vita  di  Steiner  per  constatare  come  ogni 
frase  delie  sue  lettere  porga  nuove  testi- 
monianze della  portentosa  fantasia  geo- 
metrica di  cui  la  natura  lo  aveva  dota- 
to. Ivi,  oltre  a  traccio  delle  indagini  che 
poi  egli  espose  in  memorie  ben  note,  in- 
contriamo la  proposizione  che  afferma  la 
impossibilità  d'  inscrivere  un  pentagono 
completo  in  una  quartica  piana  genera- 
le (3) ,  un  esagono  in  una  quintica,  ecc. 
Ivi  s'incontrano  innumerevoli  proposizioni 
sulle  superficie  algebriche  in  generale,  spe- 
cialmente relative  ai  loro  punti  d'interae- 
zione  (p.  es.  egli  avverti  che  una  super- 
ficie generale  di  quarto  o  quinto  ordine 
non  contiene  rette  né  quartiche  di  1»  spe- 
cie, donde  l'impossibilità  di  generarle  me- 
diante fasci  di  superficie  d'  ordine  infe- 
riore, «  es  ware  fatai,  wenn  hier  die  Geo- 
metrie ein  Ende  h£ltte  »  egli  aggiunge  ). 


(1)  Va  rilevato  che  il  Geiser,  trattenuto 
dal  «  riserbo  su  tutti  i  punti  dubbiosi  »  non 
fò  cenno  di  tale  fatto  nella  sua  Commemora-^ 
zione  ;  ma  in  una  nota  alPopuscolo  del  Graf 
(v.  p.  88)  avverte  che  il  singolare  silenaio 
di  Steiner  gli  era  noto  da  tempo. 

(2)  È  curioso  che  circa  nello  stesso  tempo 
lo  Steiner  dava  a  Cayley  un  attestato  che 
eli  facilitasse  il  conseguimento  di  un  «  i^xa- 
minership  in  Mathematics  for  civil  Appomt- 
ments  in  India  •  (  BHefwechsel ,  pagina   15b 

(3)  Le  quartiche  che  possiedono  tale  pre- 
rogativa sono  caratterizzate  dall'  annullagli 
di  un  invariante  che  fu  poi  trovato  dal  Cleb- 
sch  (Voi.  59  del  Giorn.  di  Creile). 
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Queste  pagine  del  carteggio  possiedono 
non  soltanto  un  interesse  storico,  ma  an- 
che un  alto  valore  scientifico  e  meritereb- 
bero une  studio  accurato  ed  approfondito 
per  decidere  quanto  in  esse  vi  è  di  esatto 
e  di  nuovo,  quanto  abbisogni  di  comple- 
mento o  meriti  ulteriore  sviluppo.  Qui  poi, 
meglio  che  altrove,  appare  in  bella  luce 
ed  in  proporzioni  considerevoli  la  figura 
di  Schl&fli  :  sicché  chi  in  avvenire  elabo- 
rerà il  materiale  raccolto  nel  Briefwech- 
sel  dovrà  considerarsi  come  continuatore 
tanto  di  Steiner  quanto  di  Schlflfli. 

A  tanto  forse  non  aspirava  il  simpatico 
professore  della  Università  di  Berna;  ma 
egli  ragionevolmente  pensava  di  avere  di- 
ritto a  qualche  benevolenza  da  parte  del 
suo  celebre  conterraneo.  Un  fatto  doloroso 
lo  disilluse  e  gli  fece  abbandonare  la  parte 
di  collaboratore  e  quasi  anche  quello  di 
corrispondente.  Tal  fatto  appartiene  alla 
storia  della  geometria  onde  non  deve  ve- 
nir qui  passato  sotto  silenzio. 

Tutti  ricordano  che  Steiner,  mediante 
una  lettura  fatta  all'Accademia  di  Berli- 
no il  7  Gennaio  1856  ,  fece  conoscere  a 
pubblico  matematico  una  certa  curva  di  3* 
classe  e  4^  ordine  ;  è  1*  inviluppo  delle 
rette  di  Simson  di  un  triangolo.  È  noto 
altresì  non  essere  questa  curva  che  un 
ipocicloide  tricuspide  :  lo  scoprì  lo  Schlft- 
flì,  che  ne  fece  parte  allo  Steiner,  il  quale 
aveva  attratta  la  sua  attenzione  sopra  quel- 
r  inviluppo;  tuttavia  Steiner  non  fece  e- 
splicita  menzione  nel  suo  lavoro  di  tal 
fatto  (le  parole  «  die  Curve  kann  femer 
durch  roUeude  Bewegung,  erzeugt  »,  sono 
oscure)  lasciando  al  Cremona  la  gloria  di 
tale  scoperta.  Da  tale  silenzio  lo  Schlafli 
si  senti  offeso  e  da  quel  momento  modi- 
ficò il  suo  modo  di  procedere  verso  Stei- 
ner ;  nessuno  gli  darà  torto  perciò,  pen- 
sando che  nel  1856  la  fama  di  Schlafli 
non  era  ancora  assodata  e  che  pauperi  est 
numerare  peeus! 

Ma  anche  per  lui  Torà  della  giustizia  ha 
suonato  ;  egli  assai  più  di  Steiner  s'  av- 
vantaggia dal  carteggio  che  ora  abbiamo 
analizzato.  E  noi  siamo  sicuri  che  tutti 
coloro  che  lo  avranno  letto  visitando  il 
cimitero  di  Berna,  dopo  essersi  inchinati 
con  riverenza  dinanzi  alla  tomba  su  cui 
sta  scritto  ;  «  Jakob  Steiner  von  Utzen- 
dorf ,  Mathematiker  und  Akademiker  in 
Berlin ,   1796-1863  »  ,  si  volgeranno  con 


memore  affetto  al  medaglione  sotto  cui 
sta  incisa  1'  epigrafe  «  Dem  genialen  Ma- 
thematiker Ludwig  Schlafli,  15  Januar 
1814  bis  20  M&rz  1895  ». 

Recensioni  ed  Annunzi. 


D.  ZoEL  G ARGIA  DE  Galdeano,  catedra- 
tico  de  la  Universidad  de  Zaragoza»  Las 
modernas  generalìzaziones  expresadas 
por  el  Algebra  simhllca,  Las  geometria 
no-  euclideas  y  el  Concepto  de  hiper- 
spacio.  Madrid,  1896,  8°  piccolo,  p.  142. 

Gli  scritti  intesi  a  diffondere  popolariz- 
zandole  le  più  astruse  ed  elevate  teorie 
non  sono  di  regola  giudicate  degne  di 
lode  dai  matematici,  i  quali  le  ritengono 
spesso  non  corrispondenti  al  loro  scopo  e 
pericolose  come  capaci  di  distogliere  da 
studi  più  seri.  E  tale  giudizio  è  a  parer 
nostro  conforme  a  giustizia.  Esso  però  non 
ci  sembra  applicabile  in  quei  petesi  in  cui, 
come  la  Spagna  ,  la  coltura  scientiflca  è 
poco  diffusa  e  che  importa  di  svegliare 
dal  torpore  nel  quale  da  secoli  sono  im- 
mersi. Perciò  a  nostro  avviso  va  dato  lode 
al  dotto  direttore  dell'or  defunto  Progreso 
mathematica  di  avere  tentato  (con  una  se- 
rie di  pubblicazioni  di  cui  fa  parte  quella 
a  cui  ora  accenniamo)  di  attirare  i  suoi 
connazionali  verso  i  più  seducenti  campi 
d' investigazione  che  la  matematica  pre- 
senta oggi.  Quali  siano  emerge  dall'indice 
delle  materie  che  qui  riferiamo:  I.  Breve 
rassegna  dello  sviluppo  moderno  delle  teo- 
rie matematiche.  IL  I  vari  metodi  di  a- 
nalisi  vettoriale  ITI.  L'algebra  simbolica. 

IV.  Le    generalizzazioni  della  geometria 

V.  I  gruppi  di  sostituzioni  in  geometria 

VI.  Le   geometrie   non-euclidee.  VII.  La 
geometria  a  n  dimensioni. 

G.  Loria. 

A.  FavaRO.  Ventanni  di  studi  galileiani^ 
Firenze-Roma,  Tip.  Bencini  1896  in  8° 
p.  26. 

Pubblicazioni  analoghe  a  quella  che  an- 
nunciamo sono  non  infrequenti  in  Francia, 
essendo  ivi  costume  che  i  candidati  ad  un 
posto  airAccademia  delle  Scienze  riassu- 
mono coordinandoli  i  propri  lavori  scien- 
tifici; esse  presentano  un  certo  interesse 
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e  talora  qualche  utilità  mettendo  in  chiara 
luce  i  concetti  che  diressero  uno  scien- 
ziato nello  scegliere  le  varie  questioni  a 
cui  si  è  dedicato.  Se  una  ragione  analoga 
non  raccomanda  l'opuscolo  del  Prof.  Fa- 
varo,  perchè  gli  scritti  che  egli  pubblicò 
in  quest'ultimo  ventennio  toccano  tutti  da 
vicino  e  da  lontano  Galileo,  lo  giustifica 
il  fatto  che  questi  lavori  sono  tanto  nu- 
merosi e  vennero  pubblicati  in  raccolte 
cosi  differenti,  che  malagevole  riuscirebbe 
rintracciarli  tutti..,,  giacché  sono  non  meno 
di  CENTO.  G.  Loria. 

E.  F  ASC  Ah— Calcolo  delle  variazioni  e  cal- 
colo delle  differenze  finite  (III  parte  del 
calcolo  infinitesimale),-  Manuale  Hoepli 
Milano  1897.  XII-330  p. 

Questo  volumetto ,  che  è  la  continua- 
zione degli  altri  due  pubblicati  dallo  stes- 
so autore  sul  Calcolo  differenziale  e  inte- 
grale, contiene  un'esposizione  sistematica 
del  calcolo  delle  variazioni  e  di  quello 
delle  differenze  finite ,  corredata  da  noti- 
zie storiche  e  critiche  e  da  copiose  indi- 
cazioni bibliografiche. 

G.    VlVANTI. 


Col  principio  del  corrente  anno  è  uscito 
il  nuovo  periodico  mensile  : 

Arohivo  de  Matemàticas  pcras  y  a- 
PLICADAS  -  Periodico  mensual  publicado 
por  D.  Eduardo  Leon  Ortiz,  D.Luis 
Gonzaga  Gascó,  D.  Mariano  Bei- 
mas,  con  la  colaboracion  de  varios  pro- 
fesores  espaiioles  y  extranjeros  —  Madrid 
Libreria  de  V.  /S'uarc» -Valencia  Libreria 
de  P.  Aguilar, 

Diamo,  come  saggio  del  contenuto,  l'in- 
dice dei  primi  tre  numeri. 
Num.  I. 

Al  publico,  per  la  Redacción. 

Tablas  logaritmicas  de  adicion  y  su- 
straccion,  por  D.  E.  Leon  y  Ortiz. 

Reglas  practicas  para  el  desarrollo  de 
las  determinantes  de  cuarto  grado ,  por 
D.  Luis  G.  Gascó. 

Estudio  de  un  lugar  geomètrico  curioso 
de  sexto  orden,  formado  por  tres  de  segun- 
do,  por  D.  Cecilio  Jimónez    Rueda. 

Cuestiones  propuestas. 
Num.  2. 

Diagramas  mnemonicos  de  Trigonome- 
tria, por  D.  Luis  G.  Gascó. 


Teoria  sucinta  de  las  fdnciones  hiper- 
bólicas,  por  P.  Mansion. 

Distancias  focales  de  espejos  y  knt^ 
por  Edwin  H.  Barton. 

Trazado  de  la  Hipérbola  ;  por  Geor- 
ge J.  Burch. 

Cuestiones  propuestas. 
Num.  3. 

Diagramas  mnemonicos  de  Trigonome- 
tria ,  por  D.  Luis  G.  Gascó  ( amU- 
nuación). 

Teoria  sucinta  de  las  funcìones  hiper 
bólicas,  por  P,  Mansion  {continuacìén], 

Vibraciones  y  ondas  sonoras,  por  Da- 
vid Thomson. 

Cuestiones  propuestas. 

Dott.  M.  Sasso  —  Cenni  sturici  snlV Al- 
gebra (Avellino,  1877  —  8'*,  p,  60)— È  mii 
introduzione  storica  agli  Elementi  d^alge- 
hra  deir  autore.  Scritta  con  buona  cono- 
scenza della  materia  e  con  stile  brillante^ 
sarà  letta  con  piacere  ed  utilità  dal  pub- 
blico di  studenti  al  quale  è  destinato. 


Notisie. 


Ai  lettori  è  indubbiamente  noto  che  di 
parecchi  anni  si  è  costituito,  sotto  la  preai- 
denza  del  prof.  Yoigt,  un  comituto  per  eri- 
gere a  Gottingen  un  monumento  a  (f^uaa  e 
Weber.  La  sottoscrizione  mondiale  aperta  & 
tale  scopo  ha  fino  ad  ora  fruttata  la  Bomma 
di  Marchi  23520;  essa,  per  quanto  cospiesta, 
non  basta  ancora  per  eseguire  il  progett*> 
fatto  dal  Tprof.  Hartzer  di  Berlino  e  adot- 
tato dal  comitato.  Perciò  un  nuovo  appello 
è  rivolto  ai  matematici  e  fisici  che  samio 
quanto  la  scienza  debba  a  quei  due  genii 
immortali. 


Del  Répertoire  bibltographique  dt^  Saencu 
mathématiques  che  si  pubblica  a  Parigi  dalla 
casa  Gauthier-Yillars,  furono  già  m^^s^e  in 
vendita  le  prime  400  schede  che  oom pren- 
dono più  di  4000  titoli  di  memorie. 

Sarebbe  desiderabile  venisse  pubblicata 
presto  un  indice  delle  abbreviazioni  adot- 
tate per  designare  le  varie  raccolte  scienti- 
fiche ,  abbreviazioni  di  cui  non  sempre  d 
riesce  a  indovinare  il  significato. 
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INDICE    DELLE    MATERIE 

Luigi  Bosi  -  Inviluppo  di  un  sistema  notevole  di  curve         .        .         .  Pag.   121 
Amedeo  Giacomini  -  Sulla  inversione  per  raggi  vettori  reciproci.         .         »   125 
Italo  Pereno  -  Sulla  funzioni  derivabili  in  ogni  punto  ed  infinitamente  oscil- 
lanti in  ogni  intervallo >  132 

Adolfo  Vitcrbi  -  Le  equazioni  differenziali  lineari  a  coefficienti  algebrici  in- 
tegrabili algebricamenro ,  studiate  in  base  alla  teoria  delle   «  Funzioni 

Fuchsiane  »  del  Poincaré »  150 

N.  Traverso  -  Generalizzazione  deir  ordinaria   analisi   combinatoria  elemen- 
tare       :^   174 

Geminiano  Pirondini  -  Simmetria  ortogonale  rispetto  iv  una  linea  qualunque»  181 

E  R  R  A  T  A-C  O  K  B  I  O  E 

F.  Amedeo  -  A  proposito  dei  postulati   della  Geometria   proiettiva  .  (  Lettera 

al  Dlrettorey  dimenticata  neìVindice  del  fascicolo  Marzo-Aprile)   .         >   101 

Per  tutto  quanto  concerne  la  stampa  degli  articoli  già  in- 
viati al  Direttore  del  Giornale  ed  accolti  per  Finserzione ,  gli 
Autori  sono  pregati  di  rivolgersi  direttamente  al  prof.  Alberto 
Brambilla:  K.  Liceo  Vittorio  Emanuele  —  Napoli. 

COIVOIZIOINI 

La  pubblicazione  del  Giornale  è  cominciata  con  Gennaio  1863.  Ogni  due  mesi  si 

pubblica  un  fascicolo  di  pagine  64  in-S*"  grande. 
i\on  si  ricevono  abbonamenti  che  per  un  anno  con  pagamento  anticipato: 

Prezzo  per  Nf^poli  un  anno  o  volume L.  IS 

))      pel  resta  il' dalia  idem        (franco) »  14 

))      per  gli  Siali  deir  Unione  postale  idem  (franco)     .     ,     .  »  18 

))      deir  intera  collezione  (!'' Serie  completa]  1863-1893,  voi.  31  ))  310 

»      della  Nuova  serie,  anni  I  a  III  (1894-1896]  3  voi.     ...»  36 

))      Abbonamento  annuo  al  solo  Bollettino  bibliografico,  per  ritalla  »  2,00 

»  ))  per  l'Unione  postale  d  2,50 

Le  associazioni  si  ricevono  presso  rEditoreBeriedeffoPe/ierano.'Via  Gennaro 
Serra  *20  in  Napoli,  al  quale  dovranno  dirigersi  le  lettere  affrancate  con  vaglia 
postale  0  cartolina-vaglia. 

Nuove  pubblicazioni  vendibili  nella  libreria  Pellerano  in  Napoli. 

APPELL  P.  ET  LACOUR  E.    Principes  de  la  Théorie   des  Fonctions  El- 

liptiqucs  et  applications,  1  voi.  in  8^  gr.  1897.         .         .         .       L.    12.75 

FANTASIA  P.  Raccolta  di  Problemi  di  Geometria  pratica  con  speciale 
riguardo  alla  Poligonometria  con  soluzioni  ò  risposte  ad  uso  degli 
allievi  della  Sezione  di  Agrimensura  negli  Istituti  tecnici,  1  voi.  in 
8o  con  tav.  1897 .         .    ^ »      4.50 

MAJLERT  IL  Essai  sur  les  Éléments  de  la  Mécanique  des  particules. 
Première  partie  :  Statique  particulaire  ,  1  voi.  in  8^  avec  14  plan- 
ches.  1897 ^     .         »    10.75 

NICOL  J.  Cours  de  Geometrie  còtée  à  l'usagc  des  eandidats  à  TÉcole  na- 
vale ,  1  voi.  in  8o  avec  163  fig.  1897 »     4.50 

Tip.  A.  T  r  a  n  i  ,  Strada  Medina  ,  '2.'). 
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Coloro  ohe  desiderano  inserire  articoli  sono  pregati  inviarne  i  manosoritti 
al  prof.  ALFREDO  CAPELLI  della  R.  Università  di  Napoli. 
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PROSEGUITO   DAL  PROFESSORE 

ALFBEDO  CAPELLI 


Volume  XXXV  -«  (^  della  2*  Serie) 
Luglio  e  Agosto  1^97 


NAPOLI 
BENEDETTO   P ELLER A  NO    EDITO «E 

LIBRERIA   SCIENTIFICA   E   INDUSTRIALE 
Via   Gennaro  Serra ,  20, 
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GAUTHIER-VILLARS  DULAU    aild    C®.  R.    FRIEDLANDER   UiOd   SOHN 

55.  Quai  (Jes  Augustins  37.  Sobo  squarc  11.  Carlstrasse 


Per  maggior  comodo  dei  lettori  le  notizie  scientifiche  e  le  recensioni   s'i  imbbli- 
cheranno  d'ora  innanzi  nel   Bollettino   annesso   al  Giornale,  diretto  dal  pr^of.  GINO 
LORIA  (deirUniv.  di  Genova),  al  quale  si  prega,  per  conseguenza,  ii^viar/r^iretta- i 
mente  i  manoscritti  che  a  ciò  si  riferiscono.  Digitized  by  VjOOQIC 
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Esempio. ^ ijn^mmettìcsi'^'L^  sia  una  retta  del  piano  2  =  0;  dovendo  allora 
la  proiezione  di  A  essere  omptetiipa  ad  L^ ,  la  linea  A  è  in  un  piano  parallelo 
all'asse  oz.  Dunque-: —-^^^ 

«  Quando  una  retta  ha  per  simmetrica^  rispetto  a  una  linea,  un'altra  retta 
perpendicolare  alla  prioria,  la  linea  fondamentale  A  è  un'iperbole  equilatera  si- 
tuata in  un  piano  parallelo  alle  due  rette,  da  esse  equidistante  ed  i  cui  assi  sono 
paralleli  alle  rette  medesime  ». 

Più  generalmente  vediamo  quando  una  retta  L  (asse  delle  z)  ha  per  sim- 
metrica un'altra  retta  L^  comunque  disposta. 

Condotto  per  la  retta  L^  un  piano  parallelo  al  coordinato  xz  e  chiamata  m 
la  loro  distanza;  le  equazioni  che  danno  «j  ,  y^  ,  z^  divengono  : 

a^i  =  2;     ;    y,  =  2>j  =  m     ;     z,= ^, = T~"       * 

E  poiché  deve  essere  : 

z^  =  5Cj  cot  6  , 

dove  6  è  Tinclinazione  delle  due  rette  L  ,  Lj ,  si  ottiene  per  equazione  differen- 
ziale della  linea  piana  A  : 

C-g^  =  2cot05. 


:^=Py 


Ponendo 

di 
di 

si  ha: 

(6)  C=l?5-f2cote.§=tj;(5,j.) 

e  il  problema  è  ridotto  all'integrazione  dell'equazione  differenziale  : 

Questa ,  nel  caso  nostro  ,  diviene  : 

di  pdp  ^ 

5  "*'^«  +  2jp.cotO-l        ' 

nella  quale  le  variabili  sono  separate.  Eseguendo  le  quadrature  ed  eliminando 
VCL.  XXXV  24 
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poi  p  fra  Tequazione  che  si  ottiene  e  la  (6) ,  sì  giunge  all'equazione  : 

(7)  !  seno.:  +  (1  -  cos6)  S  \^^'^'K\  senO-f  -  (l  -F  cosO)  ;  p"^^**  =  A  , 

dove  A  è  una  costante  arbitraria. 

VI 

Osservando  quindi  che  dalle  equazioni  precedenti  sì  ricava  r^  =  — ,  si  con- 
elude  : 

«  Perchè  una  retta  L  (asse  delle  z)  abbia  per  simmetrica  un'altra  retta  Lj , 
è  necessario  e  sufficiente  che  la  linea  fondamentale  A  sia  la  curva  piana  rap- 
presentata dalV equazione  (7)  e  che  il  suo  piano  sia  parallelo  alle  due  rette  e  da 
esse  equidistante  ». 

L'arbitrarietà  della  costante  A  dimostra  come  sia  possibile  trasformare  una 
retta  in  una  retta,  prendendo  come  fondamentali  un'infinità  di  linee  diverse. 

Per  A  =  0,  A  si  riduce  al  sistema  di  due  rette;  questo  risultato  era  previ- 
dibile  y  poiché  nella  simmetria  rispetto  a  un  asse  le  figure  corrispondenti  sono 
eguali. 

La  linea  (7)  è  algebrica  tutte  le  volte  che  la  funzione  cosO  è  razionale. 

In  tal  caso  la  curva  può  essere  di  qualunque  grado  intero  e  positivo  ;  qua- 
lora sìa  cos  0  =  —  ,  con  m  ed  n  interi  e  positivi  : 

1.0  se  n-^-  m  yn^-m  sono  primi  fra  loro,  l'ordine  della  lìnea  è  2ii 
e  2.0  se  n  -h  m  y  n  —  m  non  sono  primi  fra  loro,  l'ordine  della  linea  è  p^q, 
essendo  p  q  q  ì  quoti  delle  divisioni  dei  numeri  precedenti  per  il  loro  massimo 
coniun  divisore. 

L'equazione  (7)  non  contiene  m;  facendo  quindi  muovere  il  piano  della  linea 
A  parallelamente  a  so  stesso ,  nella  direzione  delle  sue  normali ,  la  retta  L  ha 
sempre  per  simmetrica  una  retta  Lj  ;  di  modo  che  la  figura  simmetrica  della 
linea  data  rimane  sempre  identica  a  sé  stessa  (V.  §.  15). 

Supponendo  che  il  piano  di  A  vada  a  coincidere  col  coordinato  y  =  0,  anche 
Lj  si  trova  su  questo  piano;  e  perciò  la  simmetrica  dell'asse  delle  z  rispetto  a 
una  linea  A  del  piano  coordinato  xz  è  un'altra  retta,  sempre  e  soltanto  quando 
tale  linea  A  è  quella  rappresentata  dall'equazione  (7). 

La  lìnea  (7)  ha  dunque  la  caratteristica  proprietà  che  sul  suo  piano  esistono 
due  rette  inclinate  fra  loro  dell'angolo  0  tali,  che  le  porzioni  delle  normali  com- 
prese fra  esse  sono  bisecate  dalla  curva.  Si  può  trarre  profitto  di  questa  pro- 
prietà ,  per  condurre  la  normale,  e  quindi  ja  t«*\ngente ,  in  un  punto  qualunque 
della  linea. 

Quando  le  due  rette  L  ,  L^  sono  in  uno  stesso  piano,  si  tagliano;  ma  il  loro 
punto  d' incontro ,  considerato  come  appartenente  ad  L ,  ha  per  corrispondente 
sopra  L,  nn  punto  diverso.  Se  il  punto  comune  alle  L  ,  L^  è  corrispondente  di 
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sé  stesso,  dovendo  allora  A  passare  per  detto  punto,  l'equazione  (7)  deve  essere 
soddisfatta  per  yj  =  0  ,  S  =  0 ,  il  che  esige  che  sia  A  =  0. 
La  linea  A  è  dunque  una  delle  rette  : 

^     l-J-cosO^        '        ^         1-cosO^' 

cioè  la  bisettrice  dell'angolo  formato  dalle  rette  L ,  Lj ,  ovvero  la  bisettrice  del- 
l'angolo supplementare. 

Per  0  =--j-,  l'equazione  (7)   diviene; 

e  conferma  un  risultato  precedente. 

§.  3. 
Simmetria  rispetto  a  un  cerchio. 

Se  la  linea  fondamentale  A  è  un  cerchio  posto  sul  piano  z  =  0  col   centro 
neir  origine  degli  assi ,  si  ha  : 

§  =  acosi6    ,    >]  =  asentt    ,     C  =  0. 

e  l'equazione  (3)  diviene  : 

X  sen  li  -  y  cos  m  =  0  , 

d'onde  : 

V 
tangM  =  —  . 
se 

Allora  le  equazioni  (1)  divengono  : 
(8)        Xi=.(— I^  -l)aj       ,       Ui^(-~z=-l)v      ,      2,  =  -z 

e  servono  per  passare  dalla  figura  F  alla  sua  simmetrica  F^.  Cosi  ad  esempio 
si  trova  che  la  simmetrica  del  piano  : 

A5C  +  By  +  Cz  =  D 
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è  la  superficie  del  quarto  ordine  : 

(9)  4a«  (Ax,  +  ByJ'  =  i^^i  ^  ^!/i  +  C«i  4-  D)«  (x^»  +  t/,^)  ; 

e  poiché  combinando  quest'equazione  colla  sua  derivata  rapporto  a  D  si  ottiene 

Axj  +  By^  =  0 , 

si  può  dire  : 

«  Le  superficie  del  quarf  ordine,  simmetriche  di  un  sistema  di  piani  paral- 
leli rispetto  a  un  cerchio^  sono  tangenti  a  un  piano  fisso  passante  per  V  asse  cLi 
quel  cerchio  e  segante  il  suo  piano  in  una  retta  parallela  a  quella  dove  il  piano 
del  cerchio  è  segato  dai  piani  del  sistema  )>. 

La  superficie  del  quart' ordine  (9)  ha  moltissime  proprietà  importanti,  alcune 
delle  quali  andiamo  ora  a  dimostrare. 

Combinando  l'equazione  (9)  coiraltra  : 

(10)  yi  =  oxi 

di  un  piano  passante  per  Tasse  delle  2;  ^  si  ha  l'equazione  : 

(11)  (A  +  Ba)  X,  +  C«,  +  D  =  ±  ?^4±^^-> 

Vl  +  a« 

che  rappresenta  due  piani  paralleli.  E  poiché  la  (10)  combinata  coir  equazione 
del  piano  primitivo  dà: 

(A  +  Ba)  Xi  +  C^i  =  0 , 

che  rappresenta  un  piano  parallelo  a  ciascuno  dei  piani  (11)^  si  ha: 

«  Ogni  piano  passante  per  Vasse  del  cerchio   fondamentale  sega  la  superfi- 
cie (9)  in  due  rette  parallele  fra  loro  e  parallele  al  piano  primitivo  >. 
Conseguentemente  : 

«  La  superficie  (9)  è  rigata^  ammette  il  piano  primitivo  come  piano  diret- 
tore e  Vasse  del  cerchio  fondamentale  come  direttrice  rettilinea  >. 

Cerchiamo  se  la  sezione  della  superficie  (9)  con  un  piano  può  ridursi  i 
tutto  o  in  parte  a  una  conica. 

Prendendo  l'equazione  del  piano  segante  sotto  la  forma: 

(12)  .     C^i-i  D  =  axi-f  pyi  +  Y 
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e  combinando  l'equazione  (12)  colla  (9) ,  si  ottiene  : 

iaH^x,  +  Byi)«  =  1  (A  +  a)  xi  +  (B  +  ^)  y,  +  Y  P  («i»  +  y,*). 

E  dunque  soddisfatta  la  condizione  voluta,  se  quest'equazione  si  riduce  al 
2.0  grado,  ovvero  se  il  suo  secondo  membro  si  può  mettere  sotto  la  forma  : 


&«(Ax,-fB|/i)% 


con  k  costante. 

Nel  primo  caso  abbiamo  : 


A+a=0        ,        B+^=0 
e  nel  secondo: 

A  +  a  =  A:A     ,    B  +  ^  =  kB     ,     y  =  0- 

1.0  caso.  Eisultando  : 

a  =  -A        ,        P  =  -B, 

le  equazioni  (12),  (9)  divengono  : 

la  prima  delle  quali  rappresenta  un  piano  parallelo  al  primitivo  e  la  seconda 
rappresenta  Tinsieme  di  due  piani,  reali  o  immaginari,  passanti  per  Tasse  delle 
z  ;  e  questi  due  piani ,  considerati  insieme  col  piano  segante ,  definiscono  due 
rette  giacenti  sulla  superficie  (9),  parallele  al  piano  primitivo  e  incontrantisi 
sull'asse  delle  z. 

Ciò  conferma  che  il  piano  dato  e  Tasse  del  cerchio  fondamentale  sono  ri- 
spettivamente piano  direttore  e  direttrice  rettilinea  della  superficie  (9)  e  dimostra 
per  di  pia  che  : 

«  Per  ogni  punto  della  direttrice  retlilinea  passano  due  generatrici  della 
superficie  >. 

La  conica  sezione,  nel  caso  considerato,  degenera  in  una  coppia  di  rette. 
2.0  caso.  Essendo  ora: 

a  =  (&-!)  A    ,     p  =  (fc-l)B     .     Y  =  0 
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Tequazione  (12)  diviene  : 

(13)  (l  -  Ac)  A  a?i  +  (1  -  ik)  B  yi  +  Cz^  -1  D  =  0. 

Questa  rappresenta  un  piano  che  incontra  l'asse  delle  z  nel  punto  il  sim- 
metrico rispetto  all'origine  del  punto  dove  lo  stesso  asse  è  segato  dal  piano 
dato  ;  e  sega  il  piano  z  =  0  in  una  retta  che  è  parallela  a  quella  in  cui  il  detto 
piano  coordinato  è  segato  dal  piano  primitivo. 

L'equazione  (9)  diviene: 

e  siccome  il  piano  condotto  non  passa  per  l'asse  delle  z ,  potremo  dividere  per 
Aa?!  +  Bvi  e  risulta  : 

(14)  ^i'  +  !/i^=Ji-- 

L'intersezione  del  piano  segante  colla  superfìcie  deve  dunque  trovarsi  sopra 
un  cilindro  circolare  e  conseguentemente  essa  è  un'ellisse. 
Perciò  : 

«  /  soli  piani  che  segano  la  superficie  (9)  in  coniche  non  degenerate  in  coppie 
di  rette,  sono  quelli  che  passano  per  il  punto  fisso  ii  e  sono  paralleli  alia  retta 
dove  il  piano  primitivo  sega  il  piano  del  cerchio  fondamentale  ;  tali  coniche  sono 
ellissi  col  centro  nel  punto  il  e  si  proiettano  sul  piano  del  cerchio  fondamentale 
in  altri  circoli  concentrici  al  primo  ». 

Considerando  poi  il  cilindro  circolare  : 

lungo  l'intersezione  è  soddisfatta  l'equazione: 

(l  ±  ^^-)  Ax,  +  (l  ±  y)  ^^1  +  C-i  +  D  =  0, 

che  rappresenta  due  piani  distinti,  seganti  il  cilindro  in  due  ellissi. 
Dunque  : 

«  Le  ellissi  tracciate  sulla  superficie  (9)  sono  unite  a  coppie  in  modo,  che 
quelle  di  una  stessa  coppia  giacciono  sopra  un  medesimo  cilindro  circolare  il 
cui  asse  coincide  colVasse  del  cerchio  fondamentale  ». 
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Quando  ^  =  2a,  uno  dei  piani  precedenti  è  parallelo  al  coordinato  «  =  0  e 
delle  due  ellissi  tracciate  su  quel  cilindro  una  si  riduce  a  un  cerchio. 

Cerchiamo,  sul  piano  primitivo,  le  curve  che  corrispondono  alle  ellissi  della 
superficie  (9). 

Dalle  equazioni  (8;  ricavandosi  : 


yi 


quando  sia  : 


risulta  : 


«5  +  y»  =  (2a  -  h)K 


Perciò  : 


«  Le  linee  del  piano  primitivo,  che  corrispondono  alle  ellissi  della  superficie 
del  quart'ordine,  sono  altre  ellissi  aventi  per  centro  comune  il  punto  dove  il  piano 
primitivo  sega  V  asse  del  cerchio  fondamentale  e ,  rispetto  a  questo  punto  y  esse 
sono  omotetiche  ». 

Vediamo  con  quale  legge  deve  muoversi  e  variare  una  di  quelle  ellissi  con- 
tenute sulla  superficie,  per  generare  la  medesima. 

Si  è  già  notato  che  i  piani  delie  ellissi  passano  per  il  punto  fìsso  il  e  sono 
paralleli  alla  retta  R  dove  il  piano  primitivo  sega  il  piano  coordinato  2;  =  0;il 
movimento  che  subisce  il  piano  dell'ellisse  è  dunque  una  rotazione  attorno  alla 
parallela  ad  R  condotta  per  u  e  V  asse  di  rotazione  contiene  V  asse  minore  di 
tutto  le  ellissi. 

Chiamando  0  l'angolo  che  il  piano   segante  mobile   (13i    fa  col   coordinato 

«  =  0,  ed  osservando  che  dall'equazione  (14)  si  ricava  &=---,  dove  /i  è  il  rag- 
gio del  cilindro  circolare,  si  trova  : 

hQ 

cos  0  = 


\'(^  +  2a)^(A2  +  B*)4y^^C2 
Risolvendo  quest'equazione  rispetto  ad  h  ed  osservando  che  : 


cost  = 


Va*  +  b«  +  c* 

dove  t  è  l'angolo  che  il  piano  primitivo  forma  col  coordinato  2  =  0,  si  trova 
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2/i 
per  espressioni  degli  assi  2h  e  2K=  • — -  dell'ellisse  mobile: 

.^.  «,  4  8en<«cosO  ^„        -4seii^ 

(15)  2h= — — -  a    ,     2H  =   — T-T-TT  a- 

^    ^  sen(«=fc6)  '  sen(t±6) 

Si  ha  cosi  la  segaente  generazione  : 

«  Sopra  un  piano  fisso  II  si  tracci  una  retta  qualunque  r,  e  attorno  ad  essa 
si  faccia  ruotare  un  piano  F  sul  quale,  in  ogni  sua  posizione,  si  descrive  un'el- 
lisse colla  condizione  che  il  centro  sia  un  punto  fisso  della  retta  r ,  che  V  asse 
minore  coincida  colla  medesima  retta  e  che  le  lunghezze  degli  assi  abbiano  le 
espressioni  (15),  nelle  quali  a  6  t  sono  due  costanti  e  0  V  angolo  che  il  piano 
mobile  P  fa  col  piano  fisso  IT. 

La  superficie  co«i  generata  è  la  superficie  rigata  del  quarVordine,  simmetrica 
di  un  piano  rispetto  a  un  cerchio  ». 

Quando  sia  descritta  la  saperficie  colle  leggi  esposte,  si  può  determinare  le 
posizioni  del  piano  primitivo  e  del  cerchio  fondamentale.  Il  cerchio  fondamentale 
è  di  raggio  a,  il  suo  piano  è  parallelo  a  II  e  il  suo  centro  può  essere  un  punto 
qualunque  0  della  perpendicolare  a  TI  condotta  dal  centro  £1  deir  ellisse  mobile. 

Il  plano  simmetrico  della  superficie  passa  per  il  punto  0'  simmetrico  di  ii 
rispetto  ad  0 ,  è  parallelo  alla  retta  r  attorno  alla  quale  ruota  il  piano  deir  el- 
lisse generatrice  e  forma  col  piano  fisso  II  l'angolo  t. 

Si  vede  di  qui  che  : 

«  Una  stessa  superficie  (9)  può  considerarsi  simmetrica  di  unHnfinità  di  pian- 
{paralleli  fra  loro"^,  ciascuno  di  essi  rispetto  a  uno  speciale  cerchio  fondamentale  ». 

Quando  la  figura  primitiva  è  una  linea  posta  in  un  piano  passante  per  l'asse 
del  cerchio  fondamentale,  la  figura  simmetrica  è  costituita  dal  sistema  di  due 
inee  Lj  simmetriche  di  L  rispetto  ai  due  punti  in  cui  il  piano  della  data  linela 
sega  il  cerchio  fondamentale. 

Se  la  figura  primitiva  è  una  superficie  di  rotazione  S  avente  per  asse  Tasse 

del  cerchio  A ,  la  figura  simmetrica  è  costituita  dal  sistema  di  due  superficie  di 

rotazione  S^  collo  stesso  asse  della  prima.  Le   due  superficie  S^   si  riducono  a 

una  sola,  quando  il  meridiano  di  S  6  simmetrico  rispetto  all'  asse  di  rotazione. 

Cosi  ad  esempio  : 

«  La  simmetrica  di  una  sfera  o  di  un  toro  rispetto  ad  un  cerchio ,  il  cui 
asse  coincide  colVasse  di  queste  superficie,  è  rispettivamente  un  toro  o  Vinsieme 
di  due  tori  ». 

Dalle  (8)  si  ricava  : 


Bi  =  Vxi»  +  yi«  =  2a  -  R  ; 
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so  dunque  S  ,  S^  sono  le  due  superficie  generato  dalla  rotazione  delle  linee  sim- 
metriche L  ,  L^  attorno  air  asse  delle  2 ,  so  il  meridiano  della  prima  è  rappre- 
sentato dall'equazione  : 

quello  della  seconda  sarà  rappresentato  dall'altra  : 

Perciò  : 

«  I  meridiani  delle  superficie  8  ,  S^  generate  dalla  rotazione  di  due  linee 
Hi  ,  L^  simmetriche  Hspetto  a  una  circonferenza,  attorno  ali  *asse  di  tale  circon- 
ferenza,  sono  eguali  fra  loro  ;  e  solo  differiscono  per  la  loro  posizione  ». 

La  precedente  relazione  : 

Ri  +  R  =  2a 

permette  di  determinare  la  proiezione  sul  piano  2  =  0  di  una  delle  linee  L  ,  L^ 
quando  si  conosca  la  projezione  dell'altra. 

Cosi  ad  esempio  se  una  di  tali  proiezioni  è  una  retta,  l'altra  è  una  concoide 
dì  Nicomede, 

Se  una  delle  projezioni  è  una  concoide  di  Nicomede,  l'altra  è  una  concoide 
di  Nicomede^  ovvero  una  retta. 

Se  una  delle  projezioni  ò  una  spirale  d'Archimede,  l'altra  è  una  spirale  d'Ar- 
chimede eguale  alla  prima  ;  ed  anzi  questo  è  l'unico  caso  in  cui  si  verifichi  l'e- 
guaglianza delle  due  projezioni.  ecc.  ecc. 

La  linea  primitiva  sia  una  retta  obliqua  al  piano  del  cerchio  ;  applicando 
allora  le  proprietà  dimostrate  ultimamente  in  questo  paragrafo,  avremo  che  la 
lìnea  simmetrica  si  ottiene  segando  la  superficie  generata  dalla  rotazione  di  un'i- 
perbole attorno  a  un  asse  parallelo  airasse  immaginario,  con  un  cilindro  avente 
le  generatrici  parallele  all'asse  del  cerchio  e  per  sezione  retta  una  concoide  di 
I^icomede, 

£ ,  in  particolare ,  se  la  retta  data  è  parallela  al  piano  del  cerchio  fonda- 
mentale, la  simmetrica  è  una  concoide  di  Nicomede  posta  in  un  piano  parallelo 
al  piano  del  cerchio,  ecc.  ecc. 

Se  la  figura  primitiva  6  una  superficie  rigata  S  avente  il  piano  del  cerchio 
fondamentale  e  l'asse  di  esso  rispettivamente  per  piano  direttore  e  per  diret- 
trice rettilinea,  la  sua  equazione  può  ridursi  alla  forma: 


(16)  .  =  r(|-) 
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Ricavandosi  allora  dalle  (8j  : 

X      x^  ' 
la  figura  simmetrica  è  la  superficie  S^  rappresentata  dall'equazione  : 

<"'  '■ =-'(!;■) 

e  quindi  anche  questa  è  rigata  ed  ammette  lo  stesso  piano  direttore  e  la  stessa 
direttrice  rettilinea  della  prima. 

Prendendo  su  queste  due  superficie  due  punti  P  ,  P^  aventi  la  stessa   pro- 
jezione  sul  piano  coordinato  ;8  =  0 ,  per  essi  i  valori  di  z  e  z^   sono  nuraerica- 
camente  eguali  ©  di  segni  contrari  ;  d'altronde  l'equazione  (17)  di  S^  è  indipen- 
dente da  a. 
Perciò  : 

«  La  simmetrica  della  superficie  (16)  rispetto   a  qualsivoglia  circonferenza 
posta  sul  piano  z  =  0,  col  centro  nelV origine,  è  la  superficie  (17)/  queste  due  su- 
perficie (16),  (17)  sono  simmetriche  rispetto  al  piano  coordinato  z=0  ». 
In  base  a  questo  teorema,  si  ha  : 

«  La  figura  simmetrica  di  un  elicoide  rigato  ad  area  minima,  rispetto  a  un 
cerchio  avente  per  asse  V  asse  delV  elicoide ,  è  un'  altro  elicoide  rigato  ad  area 
minima  ». 

D'  altronde  la  relazione  precedente  :  R  -f  Ri  =  2a  dimostra  cbe  : 

«  La  simmetrica  di  un  cilindro  circolare  rispetto  a  una  circonferenza  con- 
centrica a  una  sua  sezione  retta  è  un  altro  cilindro  circolare  ». 
Conseguentemente  : 

«  La  simmetrica  di  un'elica  circolare.  Hspetto  a  un  cerchio  concentrico  a 
una  sezione  retta  del  cilindro  contenente  Velica,  è  un'altra  elica  circolare  >. 

«  La  simmetrica  di  un'  ellisse  rispetto  a  una  circonferenza  concentrica  a 
una  sezione  retta  del  cilindro  circolare  che  passa  per  essa  è  un'  altra  ellisse  », 

Infatti  l'elica  data  può  considerarsi  come  intersezione  di  un  cilindro  circo- 
lare con  un  elicoide  rigato  ad  area  minima  ;  le  quali  superficie  hanno  per  sim- 
metriche altre  due  della  stessa  natura.  Perciò  la  linea  simmetrìca  è  un'  elica 
circolare. 

L'  ellisse  data  può  considerarsi  come  intersezione  di  un  cilindro  circolare 
con  una  delle  superficie  (9),  le  quali  due  superficie  hanno  per  simmetriche  ri- 
spettivamente un  cilindro  circolare  e  un  piano.  Perciò  la  linea  simmetrica  è 
pure  un'  ellisse. 

Siccome  le  equazioni  (16) ,  (17)  non  contengono  il  raggio  a,  cosi  se  si  prende 
una  linea  qualunque  L  sulla  superficie  (16)  e  si  costruiscono  le  sue  simmetriche 
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L,  rispetto  a  tutte  le  circonferenze  tracciate  sul  piano  «  =  0  col  centro  neirori- 
gine,  il  luogo  delle  linee  L^  è  la  superficie  (17). 
Perciò  : 

€  Il  luogo  delle  simmetriche  di  una  linea  qualunque  tracciata  sopra  una 
delle  superficie  (16),  rispetto  a  una  serie  di  circonferenze  poste  sul  piano  z  =  0 
col  centro  nell'origine  è  precisamente  la  superficie  (17),  simmetnca  della  super- 
ficie (16)  rispetto  a  una  qualsivoglia  di  quelle  circonferenze  ». 

Quando  dunque  si  voglia  trovare  il  luogo  delle  simmetriche  di  una  data 
linea  L  rispetto  a  un  sistema  di  circonferenze  concentriche,  si  determinerà  la 
superficie  8  della  famiglia  (16)  che  passa  per  L  ;  il  luogo  domandato  è  la  su- 
perficie Si  rappresentata  dairequazione  (17). 

Esempio  l.o  —  Se  L  è  una  retta ,  si  può  prendere  : 

x  =  k    ,    y  =  t    ,    z  =  ^« cot 6 , 

essendo  k  una  costante,  t  un  parametro  variabile  e  0  l'inclinazione  della  retta 
sull'asse  delle  «.  Siccome: 

y        t  y 

-^  = -—  e  quindi  ^  =  A:«-— , 

X       k  X 

la  superficie  della  famiglia  (16)  passante  per  la  retta  data  ò  : 

z-k  cotO'—  . 

X 

Quindi  : 
«  Il  luogo  delle  simmetriche  di  quella  retta^  rispetto  al  sistema  di  circonfe* 
reme  considerato^  è  la  superficie  del  secondo  ordine 

XjZi  +  kcot6«yi  =  0* 

Volendo  determinare  reciprocamente  le  linee  tracciate  in  un  piano  parallelo 
al  coordinato  ac  =  0,  le  simmetriche  delle  quali,  rispetto  al  suddetto  sistema  di 
circonferenze  concentriche,  si  trovano  tutte  sopra  una  quadrica,  bisogna  sce- 
gliere neirequazìone  (17)  la  funziono  f  di  tal  guisa,  che  si  abbia  un'equazione 
intera  del  secondo  grado. 

Ciò  avviene  solamente  quando  sia  : 

fi'A^A  ovvero  /(J-)^^, 
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con  m  costante.  Osservando  quindi  che  si  ha  ac  =  fc  (costante) ,  si  ottiene  per  le 
linee  primitive  : 


T- ,  ovvero  2  = 

k  y 


cioè  : 

kz^-myzizO ^  ovvero  zy  -{-  mk  =  0. 

Si  vede  dunque  che  la  linea  L  deve  essere  una  retta  o  un'iperbole  equilatera* 
Esempio  2o.  —  La  linea  L  sia  l'intersezione  deirellissoide  a  tre  assi  : 

a?*       y*       ^*  —  1 

col  cilindro  lo  cui  generatrici  sono  parallele  all'asse  delle  y  e  la  cui  sezione 
retta  è  la  parabola  : 

i^  +  — =  1. 
n       p 

Potendosi  mettere  : 

x  =  mcosf-sen^    ,    y  =  nsen^<     ,     z-pcost^ 
si  ricava: 


da  cui  : 


La  superficie  della  famiglia  (16)  passante  per  L   ò  dunque  rappresentata 
dairequazione  : 

^  npx 


X 

n 
m 

tang  t , 

cost  = 

nx 

Vi 

r*^  ac*  +  m* 

y* 

>/n*  x^  +  m^  y* 


e  il  luogo  delle  simmetriche  di  L ,  rispetto  al  solito  sistema   di   corchi  concen- 
trici è  la  superficie  del  quart'ordine  : 


(18)  2,«  (71*  Xi*  +  w«  yi«)  =  n^p^  jc, 
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Combinando  Tequazione  (18)  coiraltra: 

di  un  piano  passante  per  ra&se  delle  y ,  si  ottiene  : 

»*  «i*  +  m*  y^  =  a^  n^  p^. 

Perciò  : 
«  La  superficie  rigata  (18)  è  segata  da  un  piano   qualunque  passante  per 
l'asse  delle  y  in  un^  ellisse  ». 
Quando  poi  si  abbia  : 

n*  sc^*  +  wi*  y^  =  h^ 
con  A  costante ,  si  ricava  : 


d' onde  : 


np 
^i  =  ±  — «^x- 


Si  conclude  quindi  : 
«  Le  ellissi  della  superficie  (18)  sono  unite  a  coppie  in  modo,  che  quelle  di 
una  stessa  coppia  sono  tracciate  sopra  un  medesimo  cilindro  ellittico,    colle  ge- 
neratrici parallele  all'asse  delle  z  ». 

§.  4. 

Determinazione  della  linea  fondamentale,  quando  sono  date 
le  due  linee  simmetriche. 

Nel  §.  2  si  è  trovato  la  linea  fondamentale  A  ,  rispetto  alla  quale  una  retta 
ha  per  simmetrica  un'altra  retta. 

Più  generalmente  ora  ci  proponiamo  di  risolvere  la  seguente  questione  : 
Essendo  L  ed  Lj  due  linee  qualunque  date ,  determinare  una  terza  linea  A  ri- 
spetto alla  quale  le  due  curve  precedenti  siano  simmetriche. 

Essendo  x  ,y  ,  z  (funzioni  di  un  parametro  qualunque  t)  le  coordinate  di 
un  punto  di  L;  x^,y^,  z^  (funzioni  di  un  altro  parametro  qualunque  v)  le  coordi- 
nate di  un  punto  qualunque  di  L^ ,  le  coordinate  del  punto  di  mezzo  del  seg- 
mento che  congiunge  quei  due  punti  sono  : 

^""2  '^"2~~'2       • 
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L'equazione  di  condizione  (2)  ora  diviene: 

{iO)  {x''x;){dx\-dx;)^-{y-y;){dy+dy;)^{z-z;){dz\dz;)  =  0  ; 

i3sga  deve  servire  generalmente  a  determinare  uno  dei  parametri  f ,  r  in  funzione 
del  L'altro  ;  a  meno  che  non  sia  già  data  a  priori  la  dipendenza  reciproca  fra  i 
pantì  corrispondenti  delle  linee  L  ,  L^ ,  poiché  in  tal  caso  T  equazione  (19)  ser- 
vire a  determinare  in  tutto  o  in  parte  le  linee  L  ,  L,. 

Per  dare  un  esempio  della  risoluzione  di  una  tale  questione  supponiamo 
che  L  sia  una  curva  qualunque  z  —  f  (x)  del  piano  y  =  0  ed  L^  un  cerchio  del 
piano  z  =  0. 

Potendosi  mettere  : 

aj  =  e  ,  y  =  0  ,  z=^f{t)     ;    scj  =  Accosv  ,  y^  =  A;senv  ,  ^fj  =  0, 

con  k  -costante,  Tequazione  differenziale  (19)  diviene  : 

tdt  +  f(t)'f'(t)  di  -  k{t  BQUV'dv  +  CCS  v.rfe)  =0 
e  da  questa  si  ricava: 

Integrando  risulta: 

A:  cosv  =  ^  j /i  -  log^ -|  ^^^— d^  j 
e  conseguentemente  : 

&  sen V  =  \/&«  -  «2  U  -  log^  -|  Ù^l^  dtY, 

con  h  costante  arbitraria. 

Perciò  la  linea  A  è  definita  dalle  equazioni  : 


(20) 
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La  funzione  f{t)  di  £  e  la  costante  arbitraria  hy  venuta  dall'integrazione  y 
possono  essere  scelte  in  tutti  quei  modi  che  non  riducono  la  funzione  cosv  a 
una  costante.  Per  vedere  quindi  se  vi  sono  dei  casi  di  eccezione,  si  ponga: 

«  I  Ti  -  log*  -  [ ^^^^{    -  di I  =  costante  =  a. 

Dividendo  per  t  e  derivando  poi  l'equazione  ottenuta,  sì  ricava: 


da  cui  : 


ed  integrando  : 


f(t)f^(t)  =  a^t'. 


(22)  f(Jt)  =  V6  +  2a<-e«, 

con  b  costante  arbitraria. 

Sostituendo  il  valore  di  f(t)  nell'espressione  di  fccosv,  si  trova: 


A:co8v  =  t{h  '\-  —  j 


e  di  qui  si  deduce  che  l'unico  caso  di  eccezione  è  quello  di  7i  =  0,  quando  ^ (e) 
abbia  l'espressione  precedente. 

Siccome  poi  l'espressione  di  f{t)  posta  all'equazione  : 

ac^  -h  «'  -  2  ax  =  6  , 

si  conclude: 

«  //  solo  caso  eccezionale  che  si  presenti  nelle  formole  precedenti,  è  quello 
in  cui  alla  costante  arhitraHa  h  si  dia  il  valore  zerOy  quando  la  linea  1j  è  un 
cerchio  col  centro  sulVasse  delie  x  ». 

Fatta  l'eccezione  detta,  la  linea  L  può  essere  qualunque  e  alla  costante  ar- 
bitraria h  può  essere  dato  un  valore  qualunque. 

Le  prime  due  equazioni  (20)  si  possono  scrivere  : 

2i  —  t=^k  cos  V        ,        2Yi=k  sen  v  ; 
eliminando  quindi  v  fra  queste  y  si  ricava  : 


f  =  25±VA:^-4yi^ 
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X200)( 
e  questo  valore  di  t  riduce  la  terza  delle  (20)  airaltra: 


(23)  2C  =  n25±  \/A:»-4r,«] 

Sì  deduce  di  qui  che  : 

«  La  linea  piana  L  data  arbitrariamente  e  il  cerchio  L^  si  possono  consi- 
derare come  curve  simmetriche  rispetto  a  un* infinità  di  linee  fondamentali  A; 
il  luogo  di  tutte  queste  linee  A.  è  la  superficie  {23)  ». 

Supponiamo  che  L  sia  un  cerchio  col  centro  sull'asse  delle  x;  h  potrà  allora 
avere  un  valore  qualunque,  tranne  lo  zero. 

In  tale  ipotesi  si  è  trovato  per  fit)  la  forma  (21),  in  forza  della  quale  le  e- 
quazioni  (2)  divengono  : 

tfi  +  h  +  ^\  I 

Si  vede  quindi  che  : 
«  La  linea  fondamentale  A  si  proietta  sui  piani  delV  uno  e  dell'altro  cerchio 
L  ,  L^  in  eUissi  y>. 

Siccome  poi  l'equazione  (23)  diviene  : 

(45«  -  ÌYi^  +  4,2  -  4a  ?  +  A:»  ~  by  -  4  (2§  -  a)^.  (A:^  ^  4^2)  ^ 

si  conclude  : 

«  Due  cerchi  descritti  in  piani  perpendicolaHj  e  coi  centri  sulV  intersezione 
di  questi  piani,  si  possono  considerare  come  curve  simmetriche  rispetto  a  un^in- 
finità  di  linee  fondamentali  A  ;  il  luogo  di  tutte  queste  linee  A  è  una  superficie 
del  quarV  ordine  ». 

Dalle  equazioni  (20)  si  vede  che  >j  non  può  essere  costante,  poiché  allora 
risulterebbe  costante  Tespressione  : 

e  quindi  anche  cosvi;  d'altronde  non  può  risultare  costante  t,  a  meno  che  L 
non  sia  una  retta. 
Perciò  : 
«  Quando  la  linea  L  non  è  mia  retta,  è  impossibile   che  A  si  trovi  in  un 
piano  parallelo  a  quello  di  una  delle  linee  date  ». 
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Ponendo  S  =  costante  =  a ,  si  ha  : 

(24,  ,\l^K-,^,-lWp>„l^,,., 

dividendo  per  t  e  derivando,  si  giunge  all'equazione  : 

1    J{t)nt)     2a 
t   ^       t^       "  t^  ' 

analoga  alla  (21)  trovata  precedentemente.  Avremo  quindi  per  unica  forma  pos- 
sibile di  f{t)  : 


la  quale  riduce  Tequazione  (24)  all'altra: 

((li  ^  +  yj=2a. 

Perchè  questa  sia  soddisfatta^  si  richiede  che  sia  ^  =  —  1 ,  ed  allora  l'equa- 
zione (24)  diviene; 

Da  questa  si  ricava: 


sarà  dunque: 


e  perciò  : 


§  =  a     ,     >J  =  Y  VA:»+(^-2a)^     ,     ?  =  |-  \/6  +  4  ai -<« 


y^2-i;2  =  i.(ifc2-4a«-6). 


D'altronde  la  forma  trovata  per  f{t)  porta  all'equazione  : 

2*  4-  a*  —  4  aa  =  &. 
Per  conseguenza: 
«  Mettendo  la  condizione  che  la  linea  fondamentale  A   aia  tracciata  in  un 

VCL.  XXXV.  -20 
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piano  perpendicolare  al  piano  della  curva  Lea  quello  del  cerchio  Lj ,  si  trova 
che  anche  L  deve  essere  un  cerchio  e  A  un'iperbole  equilatera  ». 

A  volere  che  l'equazione  (23)  rappresenti  una  quadrica,  è  necessario  e  snf- 

ficìente  che  f{2^  ±  ^k^-^^.t^)  sia  una  funzione  lineare  della  variabile  2\  ±  ^Ic^-At^-- 
Avremo  dunque: 

2f  =  m  (25  -f  V^^  -  4y^2)  ^  ^  ^ 

con  w,w  costanti;  e  da  questa  equazione  si  ricava  l'altra: 

4m2  5«  +  4m»  Jj«  +  4i;«  -  8m  5f  4-  4mn  5  -  4»  f  +  n«  -  w«  *;«  =  0. 
Essendo  poi  f{t)  =  mt  +  ny  risulta  ; 

d' onde  : 

e  =  mx  -f  w. 

Perciò  : 

«  Il  luogo  delle  linee  fondamentali  A ,  rispetto  alle  quali  sono  curve  simme- 
triche un  cerchio  L^  del  piano  z  =  0  e  una  certa  linea  L  del  piano  y  =  0,  è  una 
quadrica  sempre  e  soltanto  quando  L  è  una  retta  ;  la  quadrica  è  necessari  amente 
un'  ellissoide  ». 

Si  supponga  che  la  retta  L  sia  perpendicolare  al  piano  del  cerchio  L^.  Si 
può  mettere  : 

aj  =  a,y  =  0,2  =  *    ;    x^^k  cos  v  ,  yi  =  k  sen  v  ,  2j  =  0 

e  l'equazione  differenziale  (19)  diviene: 

tdt  =  afe  sen  v-dv. 
Integrandola ,  si  deduce  : 


t=yjb  —  2ak'C0SV 
e  quindi  la  linea  fondamentale  A  viene  definita  per  mezzo  delle  equazioni  : 


-  _  a  +  A;  cos  v  ^k  sen  v  'jb^-'lak cos v 

%  2  '    ^^  "       2~     '     ^ "■  2 

Da  queste  si  ottiene  : 

(5--fy  +  >l*  =  ^       ,      4^«  =  6-4a5  +  4a«. 
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Perciò  la  curva  A  si  proietta  sul  piano  del  cerchio  L^  in  un  cerchio  e  sul 
piano  y  =  0  in  una  parabola,  la  quale  è  indipendente  dal  cerchio  L^. 

Facendo  quindi  variare  comunque  il  raggio  del  cerchio  L^  senza  cambiarne 
il  centro,  e  mantenendo  fissa  la  retta  L ,  il  luogo  delle  infinite  A  corrispondenti 
è  un  cilindro  parabolico  colle  generatrici  parallele  all'asse  delle  y. 

Si  può  dare  una  costruzione  della  curva  A  nel  seguente  modo. 

k 
Essendo  —-  il  raggio  del  cerchio  sezione  retta  del   cilindro  che  contiene  A, 

si  può  mettere  : 

essendo  o  1'  arco  del  cerchio  contato  dall'asse  ox.  Confrontando  quest'equazione 
con  quella  che  dà  y] ,  si  deduce  ; 


da  cui  : 


k  k 

—  sen  u  =  —  .  sen 


2a 


(¥)' 


Avremo  dunque  che  la  linea  A  si  ottiene  prendendo  la  curva  piana  : 

2J=  V6-2aA:.cos(y) 

e  piegando  il  suo  piano  in  modo,  da  dargli  la  forma  di  cilindro  di  rotazione, 
colle  generatrici  parallele  all'asse  delle  f. 

Per  dare  un  esempio  dell'uso  che  si  deve  fare  deirequazione  fondamentale 
(19)  quando  sia  nota  la  reciproca  dipendenza  dei  punti  corrispondenti  delle  due 
linee  simmetriche,  si  supponga  che  una  di  tali  linee  sia  nel  piano  y  =  0  e  l'altra 
nel  piano  «  =  0  e  che  i  parametri  che  individuano  i  punti  corrispondenti  sulle 
due  linee  siano  legati  fra  loro  da  una  nota  relazione. 

Si  potrà  allora  mettere  : 

ac  =  ai,y  =  0,«  =  f{x)     ;     Xi  =  0  (x)  ,  y^  =  9  (se)  ,  z^  =  0 

dove  6 (a)  è  una  funzione  nota  di  x  e  9(0?)  è  incognita. 
L'equazione  fondamentale,  potendosi  scrivere: 

5C  dx  +  «  d»  —  (a?j  dx^  -f  yj  dy^)  +  x  cto^  —  cci  cto  =  0  , 
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ci  di\  : 

co'  =  X  +  ff^  -  00'  'Y  xO'  -  0  , 

d' onde  : 


oix)  =  \/x«  +  /^^(x)  +  2x.O (X)  -  02(x)  -  4  J  0(x)dx  +  A: , 

con  k  costante  arbitraria. 
Dunque  : 
«  A  una  linea  arbitraria  z  =  f (x)  del  piano  y  =  0  si  può   associare  l'altra 
linea  : 

X,  =  0(x)    ,    Yi  =  \/x»  +  f\x)  +  2x.0(x)  -  0«(x)  -  4  f  0(x)dx  +  k 
del  piano  z=0  in  maniera^  da  considerarle  come  simmetriche  rispetto  a  una  linea, 
essendo  corrispondenti  i  punti  che  si  ottengono  per  un  medesima)  valore  del  pa- 
rametro X. 

La  linea  fondamentale  A  è  quella  rappresentata  dalle  equazioni: 

§  =  Y[^+*(^)1  »  ^  =  Y  V^^+f 'W+2x.Kx)-0nx)-4  J  0(x)  dx+k  ,  C=Yf(x). 
Per  0  (x)  =  ax ,  risulta  ; 


d*  onde ,  eliminando  x  : 


(25) 


^x,^4...«-r(^^)=^-. 


Inoltre  : 


dalle  quali  si  deduce  la  relazione  : 

(26)  ^5.  +  ,«_,3  =  ±. 

Perciò  : 
«  ^ic?  o<7?a  linea  z  -  f  (x)  rfei  piaìio  y  =  0  sì  /7mò  associare  la  linea  (25)  rf€/ 
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piano  z  =  0  e  considerarle  simmetriche  Vuna  dell'altra  rispetto  a  una  linea,  es- 
sendo corrispondenti  i  punti  che  si  ottengono  dando  ad  x  un  valore  qualunque 
Ci>   e  ad  -si^  il  valore  aw. 

La  linea  fondamentale  A  si  ottiene  segando  la  quadrica  fissa  (26)  col  cilindro: 


-IKff„0 


La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  l'equazione  (25)  rappresenti 
una  conica  è  che  si  abbia  : 


f(x)  =  y/ax^  +  PdC  +  Y    ,  ovvero  f(x)  =  ax  -f  g  , 

con  a  ,  p  ,  Y  costanti.  Si  potrà  quindi  dire  : 

«  Quando  la  linea  L  del  piano  y  =  0  ha  per  linea  associata  L^  del  piano 
z  =  0  una  conica,  la  curva  L  è  una  retta  o  una  conica,  avente  un  asse  coinci- 
dente colVasse  delle  x  >. 

{continua) 
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SUI  SEMICOVARIANTI  ENNARII 


NOTA 


DI 


GENEROSO  QALLUCCI,  studente  a  Napoli. 


1.  In  un  campo  ennario  siano  x,y  j.„u  delle  serie  dì  variabili  ed  a ,  &  ^  ... 
delle  serie  di  coeflacienti  simbolici.  Poniamo  : 

ed  (AA:)  =  A,,-D,,. 

Gli  operatori  {hk)  soddisfano  alle  stesse  identità  cai  soddisfano  le   opera- 
zioni di  polare  (♦),  onde  per  h-l=k-\-m  avremo: 


(1) 


{hk)  {km)  -  {km)  {hk)  =  {hm) 
{hk)  {km)  -  (hm)  {hk)  =  0. 


Se  Z'  è  una  funzione  intera  o  razionale  delle  serie  di  variabili  ac ,  y  ,  .  -  .  e 
delle  serie  di  coefficienti  a  ,  6  ,  . . .  ,  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affin- 
chè essa  sia  un  semicovarìante  sono  : 

{i^li)f=0    per    i  =  1  ,  2  ,  .  .  .  7i  -  1.     (**) 

Vogliamo  dimostrare,  facendo  uso  di  queste  equazioni  alle  derivate  parziali 
e  delle  identità  (1) ,  che  se  F  è  unti  funzione  intera  qualunque  delle  dette  serie 


(*)  Capelli  «Fondamenti  di  una  teoria  generale  delle  l'orme  algebriche».  Ac- 
cademia dei  Lincei  1882  :  §  lo. 

(**)  D  e  r  u  y  ts  —  Essai  d*une  théorie  générals  des  formes  algébriques. 
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di  variabili  e  di  coefficienti ,  si  può  da  essa  dedurre  con  sole  operazioni  deri- 
vative un  semicovariante.  Da  ciò  dedurremo  che  un  semicovariante  razionale  si 
può  con  sole  operazioni  derivative  porre  sotto  la  forma  del  quoziente  di  due 
semicovarianti  interi. 

2.  Cominciamo  coU'osservare  che  essendo  F  funzione  intera,  non  si  può  ad 
essa  applicare  un  numero  indefinito  di  volte  l'operatore  (Jik),  cioè  esiste  un  nu- 
mero finito  ;  tale  che  {kkY'^^  F  =:  0.  Applichiamo  ad  F  V  operatore  (21)  fino  a 
che  applicandolo  una  volta  ancora^  si  abbia  per  risultato  zero,  ossia  il  massimo 
numero  di  volte.  Al  risultato  ottenuto  applichiamo  l'operatore  (31)  il  massimo 
numero  di  volte  e  così  continuiamo  per  gli  operatori  (32) ,  (41) ,  (42) ,  (43) , . . . 
(ni) ,  (n2) ,  (n  ,  n  —  1).  Poniamo  : 


A  =  «n-l)  (n,  n-2)  . . .  (ni)  . . .   (43)  (42)  (41U32)  (31)  (21) , 

indicando  con  la  sbarra  che  gli  operatori  debbono  essere  eseguiti  ciascuno  il 
massimo  numero  di  volte  su  tutto  ciò  che  precede.  Dico  che  AF  è  un  semi  co- 
variante, ossia  che  (i  +  1  ,  i)  IF  =  0  per  i  =  1  ,  2  ,  . . .  7i  —  1. 


L'operatore  1  è  formato  con  i  gruppi  (k ,  k-1)  {k ,  k  —  2)  ...  {k2)  (kì)  per 
À:  =  2  ,  3  ,  .  . .  n.  È  facile  vedere  che  (i  +  1  i)  è  permutabile  con  i  gruppi  in  cui 
A:  >  i  H- 1.  Difatti  consideriamo  il  gruppo  : 

(k  ,  fc-  l;«  .  . .  (fc  ,  t  +  Ifiki)'' .  .  .  ikir. 

L'operatore  (i+l,i)  è  permutabile  con  i  fattori  operativi  che  precedono  (A:,tM-l); 
quindi  (t+1  ,  t)  si  può  portare  immediatamente  prima  di  (k  ,  i+l).  Ora  dalla  l.» 
delle  (1)  si  ricava: 

(i  +  1  ,  i)  (fc  ,  i  +  1)  =  (A  ,  t  +  1)  (i  +  1 ,  i)  +  (ki) 
onde 

(t  + 1 ,  i)  (ifc ,  t  + 1)**  =  [  (fc ,  i  + 1)  (t  + 1 ,  t)  +  (ki)  ]{k,i  +  ly^  = 

=  (&  ,  t  +  l)(i+  1  ,  i)  (fc  ,  i  +  l)""^  +  (ki)  (k  ,  i+1)^'' 

ma  per  la  2.»  delle  (1) ,  (ki)  è  permutabile  con  (A: ,  i  +  1) ,  dunque 

(t+  1  i)  (ki^l)^  =  {k  ,  t+1)  (Ì-Hl ,  1)  (&  ,  i+iy-^  +  (A: ,  tf  1)^-*  (ki) 
e  poiché  (ki)  applicato  al  resto  del  gruppo  dà  (kiT^^ ...  che  è  nullo,  risulta  che 
(i  +  1  i)  si  può  permutare  con  (fc  ,  i  +  1). 

Inoltre  (i  +  1 1)  si  può  permutare  anche  con  (fc  ,  f  -  1) .  .  .  (A:l)  ;  dunque  esso 
è  permutabile  col  gruppo  considerato.  Da  ciò  si  deduce  che,  applicando  (i>l  i) 
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a  AF,  si  può  portare  quell'operatore  immediatamente  prima  del  gruppo 


(i  +  1  f)  (ì  +  1  ,  t  -  1)  .  . .  (i  +  1  ,  1}  ; 

ed  allora  darà  risultato  nullo  perchè  in  A  Tiene  aumentato  di  una  unità  il  grado 
di  (t  +  1  ,  i). 

La  AF  soddisfa  dunque  alle  equazioni  alle  derivate  parziali  (i  +  1  i)  AF  =  O 
per  i  =  l,2,...n— 1  e  perciò  è  un  semicovariante. 

3.  Sia  ora  f  un  semicovariante  razionale  delle  serie  di  variabili  a: ,  y  ,  •  -  • 

A, 

e  delle  serie  di  coefficienti  a,  6,...,  si  potrà  porre  /'=-;  ove  9  e  <j;  sono  fun- 
zioni intere  delle  x  ,  y  , . . .  ;  a  yb ,  . . .  non  necessariamente  semicovarianti.  Ap- 
plicando ad  f  l'operatore  (hk)  avremo  : 

Essendo  f  semicovariante  è  (hk)f=iO  e  di  più  si  può  ritenere  ^=/=0,  dunque 
Hhk)^^9(hk)if^0        da  cui        |-  =  [^||- 

Se  {kk)^^l^ù  e  quindi  anche  {hk)^zl^O,  possiamo  ripetere  il  procedimento  ed 
avremo 

JL  —  (^^)  9  _  (^^>*  9 

Così  continuando  risulta  ~  =  ■  ove  con  la  sbarra  indichiamo  che  l' opera- 

*      (hk)  ^ 

toro  (hk)  è  eseguito  il  massimo  numero  di  volte,  nel  senso  già  espresso.  Per  gli 
operatori  (21) ,  (31) ,  (32)  ,  .  . .  avremo  necessariamente: 

*       (2r)(|;      (31;  (21)^; 

ffl         ^m 

e  finalmente  /'^  "T"  =  rr  ^^^  ^^^  ^  si  indica  l'operatore  del  N.o  prec,  onde  A9 

A(J;  sono  semicovarianti.  Dunque  un  semicovariante  /  razionale  si  può  sempre 
porre,  mediante  sole  operazioni  derivative  sotto  la  forma  del  quoziente  di  due 
semicovarianti  interi. 
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SAGGIO 
SULLA  INTRODUZIONE  DEI  NUMERI  IRRAZIONALI 

COL  METODO  DELLE  CLASSI  CONTIGUE. 

PEK 

ALFREDO  CAPELLI 


1.  Nei  pochi  paragrafi  che  compongono  il  presente  scritto  è  esposta  siste- 
maticamente, almeno  per  quanto  concerne  la  definizione  e  legittimazione  delle 
quattro  operazioni  fondamentali  e  deir  estrazione  di  radice  ad  Indice  intero^  la 
teoria  dei  numeri  reali,  senza  che  si  presuppongano  in  chi  legge  altre  cognizioni, 
alPinfuori  di  quelle  riguardanti  le  quattro  operazioni  fondamentali  dell'aritmetica 
dei  numeri  razionali. 

L'  esposizione  da  me  data  s' informa  al  metodo  così  detto  delle  classi  con- 
tigue, che  ha  nel  suo  punto  di  partenza  molta  affinità  con  quello  ben  noto  di 
Dedekind.  *  Quest'  ultimo  consiste  nel  considerare  ogni  numero  reale  come  il 
rappresentante  di  una  certa  partizione  dei  numeri  razionali  e  nel  definire  la 
somma,  il  prodotto  etc.  di  due  o  più  numeri  reali  mediante  una  nuova  parti- 
zione ,  che  si  deduce  in  modo  ben  determinato  dalle  partizioni  corrispondenti 
a  quei  singoli  numeri.  Secondo  questo  metodo  il  numero  reale  non  è  rappre- 
sentato da  alcun  algoritmo  propriamente  detto,  ove  non  si  voglia  considerare 
come  tale  il  simbolo  (A  ,  A')  nel  quale  ciascuna  delle  due  classi  A  ,  A',  nate 
dalla  partizione ,  dovendo  esse  nel  loro  insieme  contenere  tutti  i  numeri  razio- 
nali (ad  eccezione  di  un  solo  al  più)  rappresenta  un  insieme  compatto  **  di  nu- 
meri. Anziché  da  un  vero  e  proprio  algoritmo,  esso  è  rappresentato  dalla  pura 


*  Stetigkeit  und  irrationale  Zaklen,  Braunschweig  1872—  cfr.  anche  Tannery: 
Introduction  a  la  thèorie  des  fonctions  d*  U7ìe  variable  (Paris,  1886) 

**  Traduciamo  con  compattezza  e  con  continuità^  rispettivamente,  le  due  qualità 
di  Dichtigkeit  e  di  Stetigkeit,  secondo  la  distinzione  ben  nota  introdotta  dal  Dede- 
kind. 
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e  semplice  legge  di  partizione.  ♦  È  questo  il  pregio  e  al  tempo  stesso  il  di- 
fetto di  questo  metodo,  secondo  il  quale  il  lavoro  di  deduzione  è  affidato  quanto 
meno  è  possibile  al  simbolo  è  quanto  più  è  possibile  al  puro  raziocinio.  Il  pre- 
gio sta  nella  massima  semplicitÀ  dei  mezzi  analitici^  che  può  a  ragione  conside- 
rarsi come  la  condizione  più  favorevole  a  garentire  dell'  assoluto  rigore  delle 
dimostrazioni.  Ma  questa  maggiore  semplicità  degli  strumenti  rende  necessaria 
una  maggiore  somma  di  lavorìo  deduttivo  e  rende  al  tempo  stesso  più  frequente 
il  bisogno  di  ingegnosi  artifici,  che,  se  danno  prova  deirabilità  dell'  artefice,  di- 
sturbano in  chi  deve  apprendere  la  continuità  del  raziocinio  e  lo  inducono  a 
chiedersi  se  la  via  seguita  sia  poi  veramente  la  pid  semplice  e  la  più  naturale  *♦. 
A  questo  riguardo  mi  si  permetta  di  aggiungere  che  il  metodo  di  D  e  d  e- 
k  i  n  d  si  può  ritenere  come  il  più  naturale,  come  quello  che  meno  di  ogni  altro 
si  allontana  dal  puro  concetto  di  partizione,  solamente  in  quanto  si  riguardi  la 
partizione  come  il  fatto  primordiale  da  assumersi  quale  punto  di  partenza  per 
la  introduzione  dei  numeri  irrazionali.  Ma  non  è  forse  vero  che  il  concetto  di 
partizione  è  preceduto  da  un  fatto  puramente  algoritmico ,  cioè  dal  bisogno  di 
giustificare  e  legittimare  certi  processi  algoritmici  (  come  p.  es.  quello  dell'  ap- 
prossimazione per  eccesso  e  per  difetto  di  ^2)  che  si  traducono  precisamente 
nella  costruzione  di  classi  composte  di  infiniti  numeri  discreti?  Non  abbiamo  forse 
Teserapio  dei  metodi  di  G.  C  a  n  t  o  r  ***  e  di  W  eie  r  Strass  ♦♦**  che  si  fermano 

*  Un'  esposizione  veramente  completa  della  teoria  dei  numeri  reali ,  che  non 
si  allontani  mai  dal  puro  e  semplice  concetto  astratto  di  partisione,  è  stata  data  per 
la  prima  volta  dal  prof.  Ricci.  (Vedi  questo  stesso  volume  del  Giornale  pagg.  22-74J. 

**  Il  Weber  nella  introduzione  al  suo  Lehrbuch  der  Algebra  (Braunschweig  1895) 
si  attiene  da  principio  al  metodo  di  D  e  d  b  k  i  n  d  ;  ma  poi  gli  resta  fedele  soltanto 
fino  air  addizione.  A  questo  punto  (pag.  10)  preferisce  ispirarsi  al  V®  libro  di  Euclide; 
cioè  introduce  la  definizione  dei  rapporti,  per  venire  poi  a  quanto  riguarda  la  mol- 
tiplicazione e  divisione. 

***)  Ueber  di  Ausdehnung  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  trigonometrischen 
Reihen  (Mathem.  Annalen  Bd.  V,  1872).  Cfr.  anche  Heine:  Elemente  der  Funkiionen- 
lehre  (Journal  fUr  Mathematik:  Bd.  LXXIV,  1872).  Al  metodo  di  Cantor  e  di 
Heine,  che  introducono  il  numero  irrazionale  come  rappresentante  (ZiW^e)  di  una 
successione  infinita  di  numeri  irrazionali ,  si  informa  V  esposizione  della  teoria  dei 
numeri  reali  data  dal  Lipschitz  nel  suo  Lehrbuch  der  Analysis  (Bonn,  1877). 
Cfr.  anche  Tannery,  1.  e.  pgg.  24-38. 

****)  Il  Weierstrass  definiva  nelle  sue  lezioni  il  numero  irrazionale  come 
somma  (indipendente  dall'  ordine  dei  termini)  di  infiniti  addendi  razionali,  tali  che 
la  somma  dei  valori  assoluti  di  un  numero  qualunque  di  essi  si  conservasse  finita. 
Cfr.  P  i  n  e  h  e  r  1  e:  Saggio  di  una  introduzione  alla  teoria  delle  funzioni  analitiche 
secondo  i  principii  del  prof,  C.  Weierstrass  (Giornale  di  Battaglini.  Tomo 
XVIII,  1880). 
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appunto  al  fatto  algoritmico  (successione  di  infiniti  numeri,  ovvero  somma  di  infiniti 
addendi)  colla  sola  differenza  che  essi  considerano  una  sola  classe  non  compatta, 
alla  quale  si  collega  poi  naturalmente  il  concetto  dì  limite,  nel  mentre  che  il 
metodo  delle  classi  contigue,  non  necessariamente  compatte,  prende  come  punto 
di  partenza  due  classi,  in  generale  non  compatte,  la  cui  contiguità  conduce  im- 
mediatamente al  concetto  di  partizione?  Se  è  quindi  perfettamente  naturalo  di 
ammettere  che  le  due  classi  contigue  possano  anche,  come  caso  particolare^  es- 
sere compatte,  non  vi  è  però  qualche  cosa  di  arbitrario  nel  sopprimere  addirit- 
tura le  classi  non  compatte,  cioè  nel  sopprimere  V  algoritmo  in  una  questione 
Qhe  ha  origine  essenzialmente  algoritmica? 

2.  Il  metodo  da  me  prescelto  può  a  primo  aspetto  sembrare  meno  semplice 
di  quello  che  non  si  allontana  mai  dal  puro  e  semplice  concetto  di  partizione , 
e  forse  anche  meno  addatto  a  garantire  del  rigore  scientifico  delle  dimostrazioni, 
per  questo  che  uno  stesso  numero  razionale  può  in  infiniti  modi  rappresentarsi 
mediante  due  classi  contigue.  Si  vengono  per  tal  modo  ad  introdurre  nel  calcolo 
infiniti  numeri  reali  (A  ,  A')  ,  (B  ,  B'),  .  .  .  ,  che  vengono  però  subito  dichiarati 
uguali  fra  loro,  semprechè  corrispondano  ad  una  medesima  partizione  dei  numeri 
razionali.  È  quindi  chiaro  che,  nella  sostanza,  il  numero  introdotto  nel  calcolo 
è^sempre  un  solo,  benché  si  stabiliscano  infiniti  simboli  atti  a  rappresentarlo,  e 
che  nulla  impedirebbe  di  presentare  fin  da  principio  le  cose  sotto  questo  punto 
di  vista,  definendo  prima  il  numero  reale  mediante  la  partizione  e  stabilendo 
subito  dopo  gli  infiniti  simboli  (A  ,  A') ,  (B  ,  B')  ...  atti  a  rappresentarlo.  Non  è 
quindi  questione,  volendo  fare  un  paragone  fra  i  due  metodi,  di  maggiore  o  mi- 
nore rigore  scientifico,  ma  soltanto  di  maggiore  o  minore  convenienza  e  semplicità 
nel  tecnicismo  delle  dimostrazioni  e  dei  risultati.  Quali  sono  dunque  i  vantaggi  e 
quali  gii  inconvenienti  di  questa  multiplicità  di  simboli  ? 

3.  I  vantaggi  principali  sono,  a  mio  credere,  i  seguenti. 

a)  Un'  estrema  semplicità  ed  uniformità  (senza,  cioè,  che  occoiTa  mai  di 
dover  considerare  casi  di  eccezione)  nella  definizione  di  somma  e  di  prodotto, 
nella  dimostrazione  deiresistenza  dell'unica  soluzione  corrispondente  al  problema 
della  sottrazione  e  divisione,  etc. 

6)  La  facilità  di  poter  materializzare,  per  così  dire,  i  risultati  rappresen- 
tandoli con  formolo  semplici  e  precise,  quali  sono  le  formolo  fondamentali 

(A  ,  A')  +  (B  ,  BO  =  (A  +  B  ,  A'  +  B') 
(A  ,  A')  -  (B  ,  B')  =  (A  -  B' ,  A'  -  B) 
(A  ,  A')  X  (B  ,  B')  =  (A  X  B  ,  A'  X  B') 
(A  ,  A')  :  (B  ,  B')  =  (A  :  B'  ,  A'  :  B) 

(A  ,  AT  =  (A'*  ,  A"*) 
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mediante  l'uso  delle  quali  si  potrà  dare  a  molte  dimostrazioni  nn  andamento 
puramente  algoritmico^  che  ha  per  effetto  di  accompagnare  colle  formolo  (ana- 
logamente a  quanto  si  fa  nel  calcolo  dei  limiti)  la  riduzione  di  qualsiasi  opera- 
zione fra  numeri  irrazionali  ad  operazioni  fra  i  numeri  razionali  delle  classi  che 
li  rappresentano. 

e)  L'  opportunità  di  poter  rappresentare  un  numero  razionale  qualunque  a 
col  simbolo  (a  ;  a),  cioè  con  due  classi  contigue,  ciascuna  delle  quali  si  riduce  al 
solo  elemento  a,  agevolando  cosi  la  verifica  (necessaria  a  farsi  con  qualsiasi 
metodo)  che  i  risultati  delle  operazioni  definite  nel  campo  dei  numeri  reali  ri- 
cadono in  quelli  che  già  si  avevano  nel  primitivo  campo  razionale,  quando  i 
numeri  reali  su  cui  si  opera  si  riducono,  come  caso  particolare,  a  numeri  razio- 
nali. Si  aggiunga  poi  che  l'uso  del  simbolo  (a ,  a),  per  rappresentare  il  numero 
razionale  a,  rende  affatto  intuitive  certe  proprietà,  come  p.  es.  che  un  numero 
reale  non  si  altera  moltiplicandolo  per  V  unità,  che  il  suo  prodotto  per  lo  zero 
è  uguale  a  zero,  e  così  via. 

4.  Quanto  agli  inconvenienti  del  metodo  delle  classi  contigue  ,  sostituito 
a  quello  della  pura  partizione  di  D  e  d  e  k  i  n  d,  visto  che  il  primo  può  conside- 
rarsi come  una  generalizzazione  del  secondo,  essi  si  riducono  evidentemente  a 
questo  soltanto  che,  dopo  aver  definito  il  risultato  di  certe  operazioni  fondamen- 
tali, converrà  altresì  dimostrare ,  che  tale  risultato  è  indipendente  dalla  scelta 
speciale  delle  classi  contigue  rappresentanti  i  numeri  su  cui  si  opera.  È  quindi 
necessario  di  avere  a  propria  disposizione  un  criterio  semplice  per  riconoscere 
r  uguaglianza  di  due  numeri  reali  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'),  che  si  possa  applicare  im- 
mediatamente, cioè  senza  che  occorra  prendere  in  esame  altri  numeri  razionali,  al- 
Tinfuori  di  quelli  che  figurano  nelle  classi  A  ,  A' ,  B  ,  B'. 

A  quest'  oggetto  avevo  finora  *  addottato  il  criterio  che  segue:  affinchè  due 
numeri  irrazionali  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  uguali,  è  necessario  e  sufficiente  che 
ogni  numero  della  classe  A   sia  <  di  qualche  numero  della  classe  B,  e   che  ogni 

numero  della  classe  B  sia  <  di  qualche  numero  della  classe  A.  Volendo  però 
applicare  questo  stesso  criterio  al  caso  più  generale  di  due  numeri  reali,  biso- 
gna introdurre  la  restrizione  che  in  nessuna  delle  due  classi  A  e  B  vi  sia  un 
elemento  di  valore  massimo.  Questa  restrizione,  per  quanto  in  apparenza  insi- 
gnificante, ha  per  effetto  di  complicare  tutte  le  dimostrazioni ,  dovendosi  ogni 
volta  distìnguere  il  caso  in  cui  non  vi  sono  valori  massimi  dai  casi  in  cui  vi 
sono,  e  trattare  questi  ultimi  separatamente. 

Avendo  inutilmente  tentato  di  togliere  di  mezzo,  in  modo  plausibile,  questo 
inconveniente,  avrei  probabilmente  rinunziato  all'  idea  di  presentare  al  pubblico 
questo  mio  saggio,  se,  meditando  meglio  sulla  questione,  non  mi  fossi  accorto 
che  conveniva  abbandonare  completamente  il  criterio  sopra  menzionato  e  sosti- 


♦  Cfr.  p.  es.  le  mie  Lezioni  di  algebra  complementare  (Napoli,  1895) 
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tnirvi  invece  quest'altro:  affinchè  due  numeri  reali  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  uguali^ 
è  necessario  e  sufficiente  che  ogni  numero  di  A  sia  <  di  ogni  numero  di  W  ed 
ogni  numero  di  B  <  di  ogni  numero  di  A'.  Qaesto  criterio,  a  differenza  del 
precedente,  non  presenta  alcun  caso  di  eccezione,  nel  mentre  che  si  presta  con 
uguale  e  forse  anche  maggiore  facilità  allo  scopo  cui  si  è  innanzi  accennato. 

5.  È  quasi  inutile  di  aggiungere  come,  dopo  quest'  ultima  osservazione,  io 
mi  sia  definitivamente  convinto  che  sul  metodo  delle  classi  contigue,  le  cui  ori- 
gini si  confondono,  per  chi  guardi  la  sostanza  delle  coscy  colle  origini  stesse 
delle  matematiche,  *  si  possa  fondare  una  teoria  dei  numeri  reali  che  soddisfi, 
nel  maggior  grado  desiderabile,  a  tutte  le  esigenze  di  naturalezza,  di  rigore  as- 
soluto e  di  semplicità.  E  specialmente  poi  per  quanto  riguarda  la  spontaneità  e 
semplicità  delle  deduzioni,  io  non  mi  periterei  dì  asserire  che  questo  metodo  ha 
su  tutti  gli  altri  una  indiscutibile  superiorità:  perchè  io  confido  che ,  chiunque 
dia  un'  occhiata  a  questo  breve  saggio,  riconoscerà  come  con  questo  metodo  (ap- 
plicato anche  meglio  di  quanto  io  abbia  per  avventura  saputo  fare),  una  volta 
stabiliti  alcuni  pochi  punti  cardinali,  tutte  le  dimostrazioni  si  fanno,  per  così  dire, 
di  per  se  stesse. 

Forse  il  benevolo  lettore,  che  avrà  avuto  la  pazienza  di  leggere  completa- 
mente queste  poche  pagine  di  saggio,  giunto  al  termine  della  lettura  si  chiederà 
se  valeva  la  pena  di  scrivere  una  memoria  per  dimostrare  delle  cose  cosi  sem- 
plici e  pressoché  evidenti;  e  sarà  questo  il  più  gradito  compenso  per  quel  poco 
di  fatica  che  essa  pur  mi  ha  costato. 

§  1.0  —  Introduzione  dei  numeri  irrazionali. 

1.  Se  in  un  modo  qualunque  siano  state  determinate  due  classi  ♦♦)  di  numeri 
razionali  A  ed  A',  le  quali  godano  delle  due  proprietà  fondamentali:  !<>)  che  ogni 
numero  della  classe  A  sia  minore  (od  =)  di  ogni  numero  della  classe  A',  2^)  che, 
presa  a  piacere  una  quantità  positiva  s  (diversa  da  zero),  esistano  sempre  almeno 
due  numeri,  Tuno  appartenente  alla  classe  A  e  l'altro  alla  classe  A',  la  cui  dif- 
ferenza sia  minore  di  e,  si  possono  presentare  due  casi. 

I.o  Ca^o— Esiste  un  numero  razionale  determinato  a  maggiore  (od  =)  di  tutti 
i  numeri  della  prima  classe  A  e  minore  (od  =)  di  tutti  i  numeri  di  A'.  In   tal 


*  Si  vegga  a  qaesto  proposito  che  cosa  dice  il  Dini  nei  suoi  fondamenti  di  una 
teoria  delle  funzioni  di  variabile  reale  (Pisa,  1878),  la  dove  parla  (art.  9,  pag.  10) 
del  processo  della  divisione    successiva    dell'intervallo  in  2  ,  2^  ,  2^, . . .  parti  eguali, 

**)  Colla  parola  classe  intendiamo  semplicemente  un  insieme  ben  determinato  di 
numeri  razionali,  fra  i  quali  non  è  necessario  presupporre  alcun  ordine  di  succes- 
sione. 


Digitized  by 


Google 


X  214  )( 

caso  noi  diremo  che  a  è  Telemento  di  separazione  delle  due  classi  A  ed  A',  e 
scriveremo  a=:(A  ,  A')  ;  cioè  col  simbolo  (A  ,  A')  designeremo  lo  stesso  numero  a 
in  quanto  è  individuato  dalle  due  classi  A  ed  A'. 

2.0  Caso— Non  esiste  alcun  numero  razionale  a  maggiore  (od  =)  di  tutti  i 
numeri  di  A  e  minore  (od  =)  di  tutti  i  numeri  di  A'.  Allora  noi  diremo  che  le 
due  classi  sono  separate  Tuna  dall'altra  per  mezzo  di  un  numero  irrazionale  a 
che  introdurremo  nel  calcolo  come  un  nuovo  ente  aritmetico,  per  il  quale  si  am- 
metterà per  definizione  che  sia  maggiore  di  tutti  i  numeri  di  A  e  minore  di  tutti 
i  numeri  di  A',  e  scriveremo  analogamente  al  1^  caso  : 

a  =  (A,A'). 

E  chiaro  che  in  quest'ultimo  caso  V affermare  V esistenza  del  numero  a  altro 
non  significa  in  sostanza  che  affermare  V  esistenza  di  due  classi  K  ed  k!  che  go- 
dono delle  due  proprietà  fondamentali. 

2.  Appena  introdotto  nel  calcolo  un  numero  irrazionale  a=(A  ,  AO  per  mezzo 
di  due  classi  A  ,  A',  resta  con  ciò  stesso  definHo  senza  ambiguità  quali  siano  i 
numeri  razionali  da  ritenersi  minori  di  a  e  quali  siano  quelli  da  ritenersi  mag- 
giori di  a.  Sia  infatti  e  un  numero  razionale  qualunque.  Si  verificherà  necessa- 
riamente uno  di  questi  due  casi:  o  esisterà  in  A  un  numero  a  maggiore  di  e, 
ovvero  esisterà  in  A'  un  numero  a'  minore  di  e  ;  poiché,  se  non  si  verificasse  né 
Tuno  né  l'altro  di  questi  due  casi,  ciò  significherebbe  essere  c>  di  tutti  i  nu- 
meri di  A  ed  ^  di  tutti  i  numeri  di  A',  ed  allora  sarebbe  lo  stesso  e  il  numero 
di  separazione  delle  due  classi  A  ed  A',  ed  il  simbolo  (A ,  A')  rappresenterebbe 
un  numero  razionale  contrariamente  al  supposto.  Se  ora  esiste  in  A  un  numero  a 
maggiore  di  e,  essendo  già  a  per  definizione  maggiore  di  a,  il  numero  a  dovrà 
a  fortiori  definirsi  maggiore  di  e;  e  similmente,  se  esiste  in  A'  un  numero  a' 
minore  di  e,  il  numero  a,  che  per  definizione  é  minore  di  a',  dovrà  definirsi  a 
fortiori  minore  di  e. 

3.  Corollario  Ifi  —  8e  un  numero  razionale  ce  minore  {maggiore)  di  un 
numero  irrazionale  u,  ogni  numero  razionale  minore  {maggiore)  di  e  sarà  del 
pari  minore  di  a.  Sia  infatti  il  numero  razionale  e  minore  dell'irrazionale  (A,  A'). 
Esisterà,  per  l'art,  prec,  in  A  almeno  un  numero  razionale  a  maggiore  di  e. 
Ogni  numero  razionale  minore  di  e  sarà  allora  minore  di  a  e  quindi,  per  lo 
3tesso  art.  prec,  minore  di  (A  ,  A'),  e.  d.  d. 

4.  Corollario  2.o  —  8e  un  numero  razionale  e  è  minore  {maggiore)  di  un 
numero  irrazionale  a,  ogni  numero  razionale  maggiore  (minore)  di  a  sarà  anche 
maggiore  (minore)  di  e.  Sia  infatti  c<a  e  supponiamo,  se  é  possibile,  che  un  nu- 
mero razionale  e' >  a  non  fosse  maggiore  di  e.  Sarebbe  allora  c'<c  e  quindi 
per  l'art,  prec.  minore  di  a,  contro  il  supposto. 

5.  Dopo  aver  cosi  definito  quali  siano  i  numeri  razionali  maggiori  o  minori 
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di  un  dato  irrazionale  a,  qì  resta  ancora  a  stabilire  il  criterio  per  il  paragone 
dei  numeri  irrazionali  fra  loro  stessi.  Si  presenta  cioè  la  segaente  questione  :  de- 
finiti per  mezzo  di  classi  due  numeri  irrazionali 

a  =  (A,AO    e    M(B,B'), 

quale  di  essi  dovrà  definirsi  maggiore  dell'  altro  ed  in  quali  casi  dovremo  rite- 
nerli eguali  fra  loro?  Noi  partiremo  dalla  seguente  definizione:  due  numeri  ir- 
razionali sano  uguali  tutte  le  volte  che  ogni  numero  razionale  minore  dell'uno  è 
anche  minore  dell'  altro. 

Questa  definizione  equivale  evidentemente  a  quest^altra  :  due  numeri  irra- 
zionali sono  uguali  tutte  le  volte  che  ogni  numero  razionale  maggiore  dell'uno  è 
anche  maggiore  deWcdtro, 

Come  terza  definizione  equivalente  ad  entrambe  si  potrebbe  poi  anche  dire 
più  semplicemente:  due  numeri  irrazionali  sono  uguali^  semprechè  non  esista  al- 
cun numero  razionale  compreso  fra  essi  (cioè  maggiore  dell'  uno  e  minore  del- 
l' altro). 

6.  Due  numeri  irrazionali  uguali  ad  un  terzo  sono  uguali  fra  loro.  Siano 
infatti  i  tre  numeri  irrazionali  a,  g,  -y,  e  supponiamo  sia  a  =  y  e  P  =  7.  Poiché 
^  =  T  >  ^^oì  numero  razionale  minore  di  a ,  sarà  anche  minore  di  y  (art.  5),  e 
poiché  Y  =  ^9  ogni  numero  razionale  minore  di  y  sarà  anche  minore  di  ^  ;  quindi 
ogni  numero  razionale  minore  di  a  sarà  anche  minore  di  ^,  e  similmente  si  di* 
mostrerà  che  ogni  numero  razionale  minore  di  ^  è  anche  minore  di  a.  I  due  nu- 
meri a  e  ^  sono  dunque  uguali,  e.  d.  d. 

7.  Se  due  numeri  irrazionali  a  e  ^  sono  disuguali,  esisterà  (art.  5)  almeno 
un  numero  razionale  compreso  fra  essi.  Allora,  se  e  è  un  cosiffatto  numero  ra- 
zionale, e  sia  p,  es.  e>  a  ,  e  <  p,  ogni  altro  numero  razionale  compreso  fra  a  e  g 
sarà  del  pari  maggiore  di  a  e  minore  di  ^,  Supponiamo  infatti,  se  è  possibile, 
che  un  altro  numero  razionale  e'  compreso  fra  a  e  ^  fosse  minore  di  a.  Essendo 
e'  <a  ed  a  <  e,  sarà  allora  (art.  4)  c^  <  e  ;  ed  essendo  e'  <  e  e  e  <  p ,  sarà  poi 
(art.  3)  e'  <  ^.  Il  numero  e'  sarebbe  dunque  simultaneamente  minore  di  a  e  ^  ; 
epperò  non  sarebbe  compreso  fra  a  q  %  contro  il  supposto. 

In  base  a  questo  teorema  ci  è  ora  evidentemente  lecito  di  porre  la  seguente 
definizione  :  di  due  numsri  irrazionali  disuguali  si  dirà  che  il  primo  è  maggiore 
del  secondo  {e  quindi  il  secondo  minore  del  primo)  tutte  le  volte  che  esiste  un 
numero  razionale  minore  del  primo  e  maggiore  del  secondo. 

8.  I  numeri  razionali  ed  irrazionali,  cioè  in  generale  tutti  i  numeri  definibili 
per  mezzo  di  classi,  verranno  d'ora  innanzi  designati  complessivamente  col  nome 
di  numeri  reali. 

Dagli  articoli  2  e  7  emerge  chiaramente  che:  se  a  e  ^  sono  due  numeri 
reali  e  sia  a  <  ?,  esiste  sempre  qualche  numero  razionale  maggiore  di  a  e  minore 
di  p,  e  reciprocamente. 
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9.  Corollario  l.o — Se  due  numeri  reali  sono  uguali^  non  estate  alcìm  numero 
razionale  compreso  fra  essi,  e  reciprocamente. 

10.  Corollario  2.o — Se  d  e  ^  sono  due  numeri  reali  disuguali,  esistono  sem- 
pre infiniti  numeri  razionali  compresi  fra  essi, 

l\.  Se  fra  tre  numeri  reali  hanno  luogo  le  disuguaglianze:  a  <  g  e  ^  <  7,  ne 
segue  che  a  <  y.  Infatti  dalle  due  prime  disuguaglianze  segue  (art.  8)  V  esistenza 
di  due  numeri  razionali  e  e  e'  pei  quali  si  abbia: 

a  <  e  <  ^  ,  p<c'<Y« 

Ma  dall'essere  e  <  ^  e  ^  <  e*  segue  (art.  4):  e  <  e',  e  dall'  essere  a  <  e   e  e  <  e' 
segue  (art.  3):  a  <  e'.  Si  ha  dunque  a  <  e'  <  y?  onde  (art.  8)  sarà  appunto  a  <  v. 

§  2.0— Criteri!  per  riconoeoere  V  uguaglianza  o  disuguaglianza 
di  due  numeri  definiti  per  nriezzo  di  classi. 

12.  Dalle  definizioni  e  proprietà  stabilite  nel  §  prec.  circa  l'uguaglianza  e 
disuguaglianza  dei  numeri  reali  dedurremo  ora  un  criterio  afifatto  generale  per 
riconoscere  se  due  numeri  qualunque  (A  ,  A')  e  (B  ,  BO  siano  uguali  0  disuguali, 
senza  che  sia  necessario  fare  alcuna  distinzione  di  razionalità  od  irrazionalità, 
e  senza  che  si  abbiano  a  prendere  in  considerazione  altri  numeri,  aH'inftiori  di 
quelli  che  compongono  le  classi  A  ,  A' ,  B  ,  B'. 

Premettiamo  a  tale  oggetto  il  seguente  lemma  :  affinchè  un  numero  razionale 
e  sia  minore  del  numero  reale  (A  ,  A'),  è  necessario  e  sufficiente  che  e  sia  minore 
di  qualche  numei'O  della  classe  A  ;  e  similmente:  affinchè  il  numero  razionale  e 
sia  maggiore  di  (A  ,  A'),  è  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  maggiore  di  qualche 
numero  di  A'. 

Invero,  nel  caso  che  (A  ,  A')  sia  irrazionale ,  il  lemma  ora  enunciato  non  è 
che  una  ripetizione  di  quanto  si  è  già  stabilito,  per  definizione,  all'art.  2.  Sia 
dunque  (A  ,  A')  uguale  ad  un  numero  razionale  a,  e  supponiamo,  per  fissare  le 
idee,  e  <  (A  ,  A'^.  Poiché  fra  i  numeri  di  A  deve  sempre  esisterne  qualchednno 
che  difi'erìsca  da  a  per  meno  di  una  quantità  assegnata  ad  arbitrio,  vi  sarà  fra 
essi  un  numero  a  che  differisca  da  a  per  meno  di  quanto  ne  differisce  e.  Tale 
numero  essendo  allora  compreso  fra  e  ed  a  sarà  appunto  maggiore  di  e,  come  d.  d. 

13.  Affinchè  due  numeri  reali  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  uguali,  è  necessario  e 
sufficiente  che  ogni  numero  di  A  sia  <  di  ogni  numero  di  W  ed  ogni  numero  di 

B  sia  <  di  ogni  numero  di  A'. 

Supponiamo  infatti  che  i  due  numeri  (A  ,  A')  ,  (B  ,  B')  siano  uguali,  cosicché 
(art.  9)  ogni  numero  razionale  minore  dell'uno  sarà  anche  minore  dell'altro.  Ogni 
numero  a,  appartenente  ad  A,  essendo  ^  di  (A ,  A'),  sarà  allora  anche  <  di  (B  ,  B') 


Digitized  by 


Google 


X217X 

e  quindi  anche  <  di  ogni  numero  di  B',  giacché  (B  ^  B^  è  <  di  ogni  numero  di 
B'.  Similmente  si  dimostrerà  che  ogni  numero  di  B  deve  essere  <  di  ogni  nu- 
mero di  A'. 

Reciprocamente,  se  sono  soddisfatte  le  condizioni  enunciate  nel  teorema,  dico 
che  i  due  numeri  (A ,  A')  e  (B  ,  B')  sono  uguali.  Ammettiamo  infatti,  se  è  pos- 
sibile, che  ciò  non  fosse;  cioè  che  esistesse  (art.  9)  un  numero  razionale  e  che 
fosse  p.  es.  maggiore  di  (A  ,  A')  e  minore  di  (B  ,  B').  Allora ,  poiché  e  è  mag- 
giore di  (A  ,  A')}  esisterà  in  A',  secondo  il  lemma  premesso,  almeno  un  numero 
a'  minore  di  e.  Ma,  per  supposto,  è  a'  >  di  ogni  numero  di  B  ;  onde  sarà  anche 
e  >  di  ogni  numero  di  B.  Ora  ciò  è  in  contraddizione  coir  ipotesi  fatta  che  e 
sia  minore  di  (B  ,  B')  ;  giacché,  se  e  é  minore  di  (B  ,  B'),  deve  e  essere  minore 
di  qualche  numero  di  B,  come  si  é  visto  nel  lemma. 

14.  Affinchè  (A  ,  AQ  aia  maggiore  di  (B  ,  B^,  è  necessario  e  sufficiente  che  un 
numero  di  A  sia  maggiore  di  un  numero  di  B',  Invero,  se  (A  ,  A')>(B  ,  B'),  do- 
vrà esistere  (art.  8)  un  numero  razionale  e  minore  di  (A ,  A')  e  maggiore  di 
(B ,  BO-  D'  altra  parte,  essendo  e  <(A  ,  AO ,  deve  esistere  (art.  12)  in  A  un  nu- 
mero a  maggiore  di  e ,  ed ,  essendo  c>  (B  ,  B'),  deve  esistere  in  B'  un  numero 
ò'  <  e.  Si  avrà  dunque  a  >  V,  cioè  appunto  un  numero  di  A  maggiore  di  un  nu- 
mero di  B'.  Beciprocamente,  se  esìstono  in  A  e  B'  risp.  i  due  numeri  a  e  &',  pei 

quali  sia  a  >  t',  essendo  (A ,  A')  >  a,  sarà  a  fortiori  (A  ,  A')  >  b\  D'  altra  parte 

Ò'5(B  ,  BO-  Sarà  dunque  (A  ,  A')  >  (B  ,  BO- 

15.  Dair  art.  13  segue  come  corollario  immediato  che  :  se  di  due  numeri 
reali  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  sono  coincidenti  le  prime  classi  (ovvero  le  seconde  classi), 
i  due  numeri  sono  uguali. 

16.  Se  di  due  numeri  (A  ,  AO  ^  (B  ,  BQ  la  classe  A  è  tutta  contenuta  inB  e 
la  classelA'  in  B',  è  (A  ,  A')  =  (B  ,  B'). 

Cominciamo  dall' osservare  che  esisterà  anche  il  numero  (B,A').  Infatti  ogni 

numero  di  B,  essendo  <  di  ogni  numero  di  B',  sarà  anche  <  di  ogni  numero  di 
A'  che  é  contenuta  in  B'.  Inoltre  esistono  sempre,  per  supposto,  due  numeri, 
uno  in  A  e  r  altro  in  A',  che  differiscono  per  meno  di  s,  e  questi  stessi  due  nu- 
meri stanno  anche  risp.  in  B  ed  A'. 

Ciò  posto,  si  ha  per  l'art,  prec.  (^)  =  (a)®(b)~  (a")' ® ^^ Queste  due 
uguaglianze  segue  appunto  (  art.  6  )  che  (  ^  )  =  l  B  j'  ^'  ^'  ^' 
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§  3.0  —  Operazioni  fondamentali  oon  nunneri  definiti 
per  mezzo  di  olassi. 

17.  Dobbiamo  ora  vedere  in  qaal  modo  le  quattro  operazioni  fondamentali 
di  addizione^  sottrazione^  moltiplicazione  e  divisione,  delle  qnali  si  sono  suppo- 
ste già  note  le  definizioni  e  le  regole  per  il  caso  di  numeri  razionali,  si  possano 
estendere  mediante  opportune  definizioni  al  campo  più  vasto  dei  numeri  reali, 
cioè  (art.  8)  al  campo  formato  da  tutti  i  numeri  razionali  ed  irrazionali.  In  ciò 
che  segue  noi  non  considereremo  che  numeri  definiti  per  mezzo  di  classi;  giacché, 
ove  occorra  considerare  dei  numeri  razionali,  questi  si  possono  sempre,  al  pari 
degli  irrazionali,  rappresentare  col  simbolo  (A  ,  A'),  p.  es.  col  simbolo  (a ,  a)  in 
cui  in  entrambe  le  classi  A  ,  A'  non  si  ha  che  un  unico  e  medesimo  numero  ra- 
zionale a. 

Dopo  aver  definito  1'  operazione  di  somma  o  di  prodotto  fra  due  numeri 
(A  ,  A')  e  (B  ,  B'),  converrà  accertare,  affinchè  la  definizione  data  possa  ritenersi 
come  utile  e  legittima: 

lo)  che  il  risultato  dell'  operazione  resta  invariato,  se  in  luogo  delle  due 
classi  A  ,  A'  si  assumano  altre  due  classi  E  ,  E',  tali  che  sia  (E  ,  W)  =  (A  ,  A!)\ 
e  similmente  per  le  classi  B  ,  B'. 

2o)  che,  se  i  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  entrambi  razionali,  il  risultato 
é  quello  stesso  che  già  è  dato  nella  teoria  dei  numeri  razionali. 

30)  che  per  le  operazioni,  cosi  estese  al  campo  dei  numeri  reali^  seguileranno 
a  sussistere  inalterate  quelle  proprietà  fondamentali  che  già  si  avevano  nel  campo 
dei  numeri  razionali;  come,  p.  es.,  che  il  risultato  di  un  prodotto  è  indipendente 
dall'  ordine  dei  fattori,  ecc. 

18  Addizione.— Incominciamo  dal  vedere  che  cosa  si  dcrbba  intendere  io 
ogni  caso  per  somma  di  due  numeri 

a=(A,A')    ,    p  =  (B,B') 

definiti  per  mezzo  di  classi.  Noi  designeremo  i  numeri  della  elasse  A  con  Oj , 
«2  »  ^8  »  ^4  '  •••*)  ®  quelli  di  A'  con  a\  ,  a\  ,  a\  ,  a\ ,  ...;  similmente  con  &i  ,  òf  , 
^3  ,  Ò4  ...  i  numeri  della  classe  B  e  con  6/  ,  \' ,  63' ,  6\, ...  quelli  della  classe  B'. 
Poiché  i  numeri  di  A  e  B  sono  razionali,  noi  già  sappiamo  che  cosa  significano 
le  somme  # 


*")  Avvertiamo  espressamente  che  con  ciò  non  intendiamo  stabilire  fra  le  a  alcun 
ordine  di  successione  0  di  grandezza. 
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che  ai  ottengono  aggiungendo  ad  un  numero  qualunque  a^  di  A  un  numero  qua- 
lunque bj  di  B.  U  insieme  di  tutti  questi  numeri  della  forma  a^  +  àj  sarà  da  noi 
oonsiderato  come  una  nuova  classe  di  numeri  che  denoteremo  breyemente  con 
^  +  B.  Similmente  denoteremo  con  A'  +  B'  V  insieme  di  tutti  i  numeri  che  si  ot- 
tengono come  somma  di  un  numero  della  classe  A'  con  un  numero  della  classe 
IB',  cioè  il  complesso  di  tutti  i  numeri  della  forma  a\  +  &\. 

Ciò  premesso,  è  facile  riconoscere  che  le  due  classi  A  +  B  ed  A'  +  B'  sono 
atte  a  definire  un  nuovo  numero 

•    (A  +  B,A'  +  B/) 

cioè  che  anche  le  due  classi  A  +  B  ed  A'  +  B'  soddisfano  alle  due  proprietà  fon- 
damentali. Invero  dalle  disuguaglianze 

che  sussistono  per  ipotesi  qualunque  siano  gli  indici  i,  jy  hy  k,  si  deduce: 

cioè  che  ogni  numero  della  classe  A  +  B  è  <  di  ogni  numero  della  classe  A'+B'. 
Se  poi  facciamo  la  differenza 

{a\-\-h\)^{a,  +  hj)  (l) 

fra  un  numero  qualunque  a\  +  h\  della  classe  A'  +  B'  ed  un  numero  qualunque 
ai  +  hj  della  classe  A  +  B,  vediamo  che  essa  può  anche  scriversi  identicamente 
cosi: 

(a';,-.a,)  +  (6',-6,.). 

Ma,  per  ipotesi,  la  differenza  (fj^  —  a^  può  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo 
opportunamente  gli  indici  h  ed  i,  e  lo  stesso  dicasi  della  differenza  b\  —  hj;  quindi 
anche  la  loro  somma,  cioè  la  differenza  (1),  può  rendersi  piccola  a  piacere  sce- 
gliendo opportunamente  gli  indici  i  ,j  yh  ,k.  Pertanto  le  due  classi  A  +  B  ed 
A'  +  B'  soddisfano  anche  alla  seconda  proprietà  fondamentale. 

Il  simbolo  (A  4-  B  ,  A'  +  B')  rappresenta  dunque  un  numero  che  noi  definiremo 
come  somma  dei  due  numeri  a  e  p,  scrivendo: 

(A  ,  A')  +  (B  ,  B')  =  (A  +B  ,  A'  f  B').  (2) 
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19.  Per  legittimare  questa   definizione   dobbiamo   innanzi   tutto  dimostrare, 
secondo  quanto  si  è  già  osservato  all'  art.  17,  che^  se 

(E,EO  =  (A,A')  (3) 

saril  anche 

(E  -h  B  ,  E'  +  B')  =  (A  +  B  ,  A'  +  B').  (4) 

Ciò  si  riconosce  immediatamente  applicando  il  criterio  dell'  articolo  13.  In- 
dicando infatti  risp.  con  e^  ^  e\  ni^meri  di  E  ed  E',  segue  dalla  (3); 

d'  onde  evidentemente^  qualunque  siano  t,  jy  r,  «^  h,  Xc  ; 

e.  d.  d. 

20.  In  secondo  luogo  dobbiamo  verMcare  che ,  se  (A  ,  AO  e  (B  ,  B*)  sono  ri- 
spettivamente uguali  a  due  numeri  razionali  oc  e  ^  ,  il  risultato  della  somma 
espresso  dalla  (2)  coincide  con  a  +  p.  Invero  ,  potendosi  scrivere  : 

(A,A')  =  Ca,a)        ,        (B,B')  =  (p,p) 

si  ha  appunto  per  1'  articolo  precedente  : 

(A  ,  A')  +  (B  ,  BO  =  (a  ,  a)  +  (P  ,  P)  =  (A  +  P  ,  a .+  P)  =  a  +  P. 

Finalmente ,  è  senz'  altro  evidente  che ,  posta  per  1'  addizione  la  definizio- 
ne (2)^  seguiterà  a  sussistere  per  tutti  i  numeri  reali  la  proprietà  fondamentale  che 
la  somma  di  più  addendi  è  indipendente  dall'  ordine  di  sommazione,  ecc. 

21.  Sottrazione.  —  Dato  un  numero  qualunque  (A  ,  A'),  se  indichiamo  con 
—A  e  con  —A'  le  stesse  classi  di  numeri  che  formano  A  ed  A',  presi  però  con 
segno  contrario,  si  vede  subito  che  le  due  classi  —A  e  —A'  soddisfano  del  pari 
alle  due  proprietà  fondamentali,  cosicché  esisterà  il  numero  (—A',  —A).  Som- 
mando questo  numero  col  precedente,  si  avrà  per  la  regola  di  addizione 

(A  ,  A')  +  (-  A' ,  -  A)  =  (A  -  A' ,  A'  -  A). 
Ma  ogni  numero  della  prima  classe  A  —  A',  essendo  della  forma  a^  —  a'j ,  sarà 
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negativo,  ed  ogni  numero  di  A'  -  A  sarà  invece  positivo.  Il  numero  0  è  dunque 
maggiore  di  tutti  i  numeri  della  prima  classe  e  minore  di  tutti  quelli  della  se- 
conda, onde  si  avrà  :  ' 

(A  -  A' ,  A'  -  A)  =  0  , 
epperò  : 

(A,A')  +  (-A',  -A)  =  0. 

Esiste  dunque  un  numero  che  sommato  con  (A ,  A')  produce  zero.  Questo 
numero  si  indicherà  anche  con  —(A ,  A'),  ed  il  suo  valore  è  dato  da  (—A' ,  -A). 

Ciò  premesso  ,  se  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  sono  due  numeri  qualunque,  esisterà  an- 
che il  numero 

5  =  (A  ,  AO  +  [-  (B  ,  B')]  (5) 

che  sommato  con  (B  ,  B')  darà  evidentemente  (A ,  A').   Questo  numero  risolve 
dunque  il  problema  di  sottrarre  da  (A  ,  AO  il  numero  (B ,  B'),  e  si  scriverà 

(A,A0-(B,B0  =  8. 
Ma  la  (5)  può  anche  scriversi  : 

6  =  (A,A')+(-B',-B) 
e  per  la  regola  di  addizione 

8  =  (A  -  B' ,  A'  -  B). 
Il  problema  della  sottrazione  è  dunque  risolato  in  ogni  caso  dalla  formola: 
(A,A')-(B,B')  =  (A-B',A'-B).  (6) 

22.  Moltiplicazione.  —  Vediamo  ora  che  cosa  si  debba  intendere  per  pro- 
dotto di  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B').  Cominceremo  dal  supporre  che  questi  due 
numeri  siano  entrambi  positivi  e  quindi  anche,  come  è  sempre  lecito,  che  le  classi 
A  ,  A' ,  B  ,  B'  si  compongano  di  soli  numeri  positivi. 

Se  indichiamo  con  A*B  T  insieme  di  tutti  i  numeri  della  forma  a^'hj  ,  che 
si  ottengono  moltiplicando  un  numero  di  A  per  un  numero  di  B ,  e  similmente 
con  A'-B'  il  complesso  di  tutti  i  numeri  della  forma  a\*h\j  si  riconosce  facil- 
mente che  le  due  classi  A«B,  ed  A'?B'  individuano  un  nuovo  numero. 
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Invero  dalle  dlsaguaglianze  : 

sì  deduce 

cioè  un  numero  della  classe  A-B  è  <  di  ogni  numero  della  classe  A'* 9'-  S^ 
poi  formiamo  la  differenza 

vediamo  che  ,  scegliendo  opportunamente  gli  indici  Ti,  k,  t,  J,  potrà  rendersi  pic- 
<^oU  a  piacere;  poiché  essa  può  anche  9criver9i  identicamente  sotto  la  forma 

e  questa  quantità  è  evidentemente  minore  di 

<(P\  -  bj)  +  6\(a'^  -  ai) 

dove  ciascuno  dei  fattori  b\  —  bj  ed  a\  —  a^  può  rendersi  piccolo  a  piacere  per 
supposto,  senza  aumentare,  ma  soltanto  diminuendo,  ove  occorra,  i  valori  deg^ll 
altri  due  fattori  a\  e  b\. 

Esiste  dunque  il  numero  (AB  ,  ATBO ,  che  noi  definiremo  come  prodotto  dei 
due  nxmieri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'),  scrivendo  : 

(A  ,  A') .  (B  ,  B')  =  (AB  ,  A'BO.  (7) 

23.  Anche  qui  dobbiamo  legittimare  questa  definizione  mostrando  primiera- 
mente come  dair  uguaglianza 

(E  ,  E')  =  (A  ,  A')  (8) 

segue  necessariamente  V  uguaglianza 

(EB  ,  E'B')  =  (AB  ,  AB').  (9) 

Invero  si  ha  (art.  18)  per  la  (8): 
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d'  ondo  segue,  qualunque  siano  gli  indici  i,  j,  r,  s,  h,  k: 

e.  d«  d. 

24.  Nel  caso  particolare  in  cui  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  rispettivamente  uguali 
a  due  numeri  razionali  a  e  |,  sì  potrà  dunque  scrivere  : 

(A  ,  AO-(B  ,  B')  =  (a  ,  a).(B.p)  =  (a?  ,  a?)  =  ap 

d'  onde  appare  che  il  prodotto  dei  due  numeri  secondo  la  definizione  (7)  è  pre- 
cisamente il  numero  razionale  ag. 

26.  Dalla  definizione  data  di  prodotto  segue  senz'altro  che  il  prodotto  di  due 
o  jpiù  numeri  reali  è  indipendente  dall'  ordine  di  moltiplicazione  dei  fattori. 

Si  vede  inoltre  che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  l'unità  è  il  nu- 
mero BttBsOj  poiché  si  ba  : 

(A  ,  AO .  (1  ,  1)  =  (A  X  1  ,  A'  X  l)  =  (A  ,  AO 

e  che  U  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  lo  zero  è  uguale  a  zero^  poiché 

(A  ,  AO-CO  ,  0)  :s  (A  X  0  ,  A'  X  0)  =  (0  ,  0)  =  0. 

Reciprocamente  si  vede  che:  se  un  prodotto  di  due  numeri  (A ,  AO  e  (B  ,  B^ 
è  nullo,  dovrà  essere  tale  almeno  uno  dei  fattori.  Infatti  dall'  uguaglianza: 

(A  ,  AO-(B  ,  BO  =  (AB  ,  A'BO  =  0 

si  deduce  evidentemente  che  gli  elementi  di  AB,  per  8qpiK)Sto  tutti. positfi vi,  do- 
vranno essere  tutti  nulli.  Ma  a  tale  oggetto  si  richiede  necessariamente  che  siano 
nulli  tutti  gli  elementi  dell'una  o  dell'  altra  delle  due  classi  A  e  B,  cioè,  che  è 
lo  stesso,  che  sia  nullo  1'  uno  o  l'altro  dei  due  numeri  (A ,  A')  e  (B  ,  BQ. 

36.  Finalmente  è  faci^  riconoscere  che  anche  la  proprietà  distributiva  della 
moltiplicazione  seguita  a  sussistere  del  pari  inalterata  nel  campo  dei  num^  reali. 
Si  ha  infatti  : 

[(A  ,  A')  +  (B  ,  BO](C  ,  C)  --.  (A  +  B  ,  A'  +  B')-(C  ,  CO 
=  (AC  +  BC  ,  A'C  +  B'C)  =  (AC  ,  A'C)  +  (BC  ,  B'C) 
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(cfr.  art.  16)  ,  cioè  appunto  : 

[(A  ,  A') ,  (B  ,  B')J(C  ,  CO  =  (A  ,  A'XC  ,  CO+(B  ,  B')(C  ,  C). 

27.  Se  i  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  non  sono  entrambi  positivi,  sarà  sempre 
lecito  supporre  che  ognuno  di  essi  sia  definito  per  mezzo  di  numeri  tutti  positivi 
ovvero  tutti  negativi,  dopodiché  non  si  avrà  che  estendere  ai  numeri  reali  la 
nota  regola  dei  segni  per  ricondurre  la  definizione  di  prodotto  dei  due  numeri 
a  quella^  data  pocanzi,  di  prodotto  di  due  numeri  positivi. 

28.  Divisione. — Dati  due  numeri  reali  positivi  qualisivogliano  a  e  ^,  dividere 
il  primo  per  il  secondo  significa  cercare  un  terzo  numero  x  che  moltiplicato  per 
il  secondo  riproduca  il  primo.  Dovendo  soddisfarsi  airuguaglianza: 

si  vede  primieramente  che,  se  il  numero  ^  è  zero  senza  che  sìa  zero  a,  non  può 
esistere  alcun  valore  finito  di  x  che  rappresenti  il  quoziente  di  a  per  %  e  che, 
se  a  e  p  sono  entrambi  nulli,  ogni  numero  sostituito  per  x  soddisferà  air  ugua- 
glianza, e  potrà  quindi  considerarsi  come  quoziente  di  a  per  p. 

29.  Noi  supporremo  dunque  che  dei  due  numeri 

a  =  (A,A'),p  =  (B,B') 

il  secondo  (B  ,  B')  sia  diverso  da  zero;  cosicché,  se  indichiamo  con 

6i  ,  6,  ,  63  .  .  . 
e 

gli  elementi  di  B  e  di  B',  potremo  ritenere  che  le  \jh^^ht...  sian  tutte  posi- 
tive e  maggiori  di  un  certo  numero  S  diverso  da  zero.  Designiamo  ora  con 
—  la  classe  formata  dai  numeri  x-  ,  t-  ;  t-  •••  ®    con  —  quella  formata  dai  nu- 

.11 

È  facile  riconoscere  che  queste  due  classi  individuano  un  nuovo  numero 
\W  '  "r  )'  ^^^^^^^  ^^^^^  disuguaglianza 
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si  deduco 

cioè  ogni  numero   df  —  è  minore  di  ogni  numero  di  — -.   Inoltre   la   diflPerenza 


bi      b\        bfi\    ^      bt»  8» 

può  rendersi  piccola  quanto  si  vuole,  rendendo  sufficientemente  piccola  la   dif- 
ferenza 6'^  — 6,.,  poiché  il  denominatore  6*  è  un  numero  fisso  diverso  da  zero. 
Se  ora  facciamo  il  prodotto  di  p  pel  nuovo  numero 

otteniamo  per  la  regola  di  moltiplicazione  (art.  22): 

h 
poiché  i  numeri  delia  prima  classe  essendo  della  forma  j-p,  ed  essendo  per  sup- 

^  h 
posto  bi  <  h'f^ ,  saranno  tutti  minori  di  1  e  similmente  quelli  della  seconda   tutti 

maggiori  di  1.  Il  numero  f'  é  dunque  il  reciproco  di  g. 

Sia  ora  x  il  (Jboziente  cercato  di  a  per  '^\  si  dovrà  avere 

?-x  =  a  (11) 

e  quindi  anche 

ossia  per  la  (10) 

X  =  f'-a 

e  questo  numero  soddisferà  evidentemente  alla  (11),  cioè  sarà  il  quoziente   cer- 
cato. 

Esso  può  esprimersi  più  semplicemente.  Si  ha  infatti  per  la  regola  del  pro- 
dotto : 


'=(r'è)-(*.'^''=(è'^) 


VCL.  XXXV.  29 
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dove  777  è  il  complesso  di  tutti  i  numeri  -r—  che  si  ottengono  dividendo  un  ele- 

A' 
mento  qualunque  di  A  per  unojqualunque  di  B' ,  e  similmente  per  — . 

13 

Il  quoziente  della  divisione  di  a  per  ^,  che  abbiamo  dimostrato  esistere  ed 

oc 

essere  perfettamente  determinato,  si  indica  col  simbolo  ^.  Il  problema  della    di- 

visione  è  dunque  risoluto  dalla  formola: 

(B,B')"U'  '   BJ-  ^^** 


30.  Dalla  formola  che  definiva  il  simbolo  ^  : 
si  deduce  moltiplicando  i  due  membri  per  y  : 

Seguita  dunque  a  sussistere,  anche  pei  numeri  reali,  la  formola 


a  _  Y«a 

Se  poi  si  somma  la  (13)  membro  a  membro  con  l'analoga; 

si  ottiene  (art.  26)  : 

d'onde  Taltra  formola  fondamentale  : 


(M) 


a     Y     a  + Y 
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Per  mezzo  delle  (14)  e  (15)  si  ha  poi  : 

E  dunque  ormai  chiaro  che  tutte  le  regole  e  proprietà  fondamentali  del  calcolo 
colle  prime  quattro  operazioni  si  mantengono  inalterate,  quando  dai  numeri  ra- 
zionali si  passi  al  campo  più  esteso  dei  numeri  reali. 

31.  Chiuderemo  questo  §  con  alcune  proprietà  fondamentali  delle  disugua- 
glianze fra  numeri  reali. 

Dalle  disuguaglianze  :  a  <  f  ed  a'  <  ^'  fra  quattro  numeri  reali  positivi  se- 
gue\necessariamente  : 

Ciò  è  una  conseguenza  immediata  dei  criterii  di  uguaglianza  e  disuguaglianza 
dati  agli  articoli  13  e  14. 

CoROLLABio.  —  Se  a  <  p,  è  anche  a^^  <  f  "*,  qualunque  sia  l'intero  positivo  m. 
§  4.0  —  Estrazione  di  radice  ad  indice  intero  e  positivo. 

32.  Essendo  p  un  qualsiasi  numero  reale,  il  numero  (A  ,  A')  che  ha  per  se* 
conda  classe  tutti  i  numeri  razionali  la  cui  potenza  n*"**  (n  intero  e  positivo)  è 
superiore  a  p,  e  per  prima  classe  tutti  i  Hmanentij  soddisfa  all'equazione  : 

x**  =  p.  (17) 

Invero,  scrivendo  come  al  solito: 

(A  ,  A')  =  (a,  ,  ag  ,  a^  .  .  .  ;  a\  ,  a\  ,  a'g  .  .  .) 
8i  ha,  supponendo  per  fissare  le  idee  w  =  3  : 

(A  ,  A')^  =  (...,  aia^a^  ,...;...,  a\a\a'j  ,...),  (18) 

Ma  dalle  disuguaglianze  presupposte  : 

<^ì^<Pj   f^j^^Pi   <^r^^P 

si  deduce 

{a^'aj-arY^p-^      ed      af-aj-a^^p. 
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Il  numero  p  è  dunque  >  di  tutti  i  numeri  che  compongono  la  prima  classe 
del  simbolo  (18),  e  similmente  si  riconoscerebbe  essere  <  di  tutti  1  prodotti 
a'/j-a'^-a'j.  È  dunque  p  il  numero  che  separa  le  due  classi,  cioè  si  ha   appunto 

(A,A7=i,. 

33.  Non  esiste  alcun  altro  numero  reale  positivo  che  soddisfi  alla  stessa  equa- 

n 

zione  (17);  cosicché  il  simbolo  Vp  ha,  nel  campo  dei  numeri  reali  positivi,  il  si- 
gnificato di  un  unico  numero  ben  determinato,  che  si  chiamerà  la  radice  n"*'* 
aritmetica  di  p. 

Infatti,  se  ac  ed  y  siano  due  soluzioni  della  (17) ,  si  avrà  evidentemente 
5c'*  =  y'\  Ora  quest'eguaglianza  è  inconciliabile  coll'ipotesi  che  i  due  numeri  po- 
sitivi X  ed  //  siano  differenti,  poiché,  se  fosse  p.  es.  ce  <  y,  ne  seguirebbe,  a  for- 
tiori  (art.  31),  elevando  alla  potenza  ennesima:  as'*  <  y'*. 

34.  Dopo  quanto  si  è  visto,  non  vi  è  ora  alcuna  difficoltà  a  stabilire  il  si- 
gnificato del  simbolo  /i*,  qualunque  sia  il  numero  reale  positivo  h  e  qualunque 
sia  il  numero  razionale  a. 

Partendo  dal  concetto  che  il  significato  di  A*  debba  stabilirsi  in  modo  da 
far  sussistere  poi  senza  eccezione  la  regola  fondamentale  espressa  dalla  formola: 

/i*.;i=^'  =  /i»+»'  (19) 

si  riconosce  facilmente  che  il  significato  di  /i*  non  può  definirsi  che  in  un  unico 
modo.  Cioè,  se  a  è  dapprima  un  numero  razionale  positivo,  vale    a    dire    della 

17Ì' 

forma  — ,  dove  m  ed  n  sono  interi  e  positivi,  si  dovrà  porre  come  definizione 
di  ^*: 

m  n 

h^'  =slhr^  (a) 

e,  se  a  è  un  numero  razionale  negativo  : 

,-^        1  1 

h    ncz = .  (b) 

Poste  questo  definizioni,  alle  quali  dove  aggiungersi  ancora  il  caso    parti- 

ciiUre 

'«"=1.  (e) 


I 
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è  facile  verificare  che  la  forinola  fondamentale  (19)  seguiterà  a  sussistere   per 
tutti  i  valori  razionali  degli  esponenti  a  ed  a'. 

35.  Dalla  definizione  (a)  segue  che:  se  a  è  un  esponente  positivo  (per  ora 
anche  razionale),  la  potenza  h*  avrà  un  valore  maggiore,  uguale  o  minore  di  1, 
secondochè  sia  maggiore^  uguale  o  minore  di  1  il  numero  h. 

Sia  infatti,  per  fissare  le  idee;  Ti  >  1;  e  supponiamo,  se  è  possibile ,  che  si 
avesse  (m  ed  n  essendo  interi  e  positivi) 

•  ^- 

Zi'*<l. 

Elevando  alla  potenza  n*'**  se  ne  dedurrebbe  (art.  31). 

A»"<1 

Ora  ciò  è  assurdo,  poiché  dal  supposto  ^  >  1  segue  (art.  31)  h"^  >  1. 

36.  Si  vede  invece  che:  se  ,a  è  un  esponente  negativo,  la  potenza  h*  sarà 
rispettivamente  minore,  tignale,  o  maggiore  di  1,  secondochè  h  sia  maggiore,  uguale 
o  minore  di  1. 

È  questa  una  conseguenza  immediata  del  t  eorema  precedente,  se  si  consideri 
che,  per  la  definizione  (6),  h~^  é  il  numero    reciproco  di  h^. 

37.  Se  h  è  un  numero  reale  positivo  e  maggiore  di  1,  la  potenza  h*  crescerà 
col  crescere  delV  esponente  razionale  a  e  finirà  per  superar^,  qualunque  quantità 
assegnata. 

Infatti,  se  ?  >  a,  si  può  scrivere: 

h^  =  /i?-*  /i». 

dove  (art.  35)  si  ha  h^'^>\,  e  quindi  anche  (art.  31) 

/iP-*  Ti*  >  Ti* 

Per  dimostrare  poi  la  seconda  parte  del  teorema  basta  sommare  membro  a 
membro  le  disuguaglianze 

A  =  1  +  (^  - 1) 
.      /i2-/i  =  ;i(^-l)  >/i-l 


con  che  si  ottiene 


A'*  >  w  (/i  -  1)  +  1 
cosicché,  data  una  quantità  positiva  K  fissata  grande  a  piacere,  per  avere  /i"  >  K, 


Digitized  by 


Google 


)(  230  )( 
basterà  prendere  V  intero  n  in  modo  che  si  abbia 

n(/i-l)  +  l>K 
cioè  prendere 

-K-l 

38.  Se  h  è  un  numero  reale  positivo,  per  ogni  numero  positivo  b,  fissato  pic- 
colo a  piacere  purché  diverso  da  zeroy  esisterà  un  esponente  razionale  a  diverso 
da  zero,  tale  che  la  potenza  h*  differisca  dall'  unità  per  meno  di  6. 

Supposto  infatti,  per  fissare  le  idee,  h  >  1,  si  ha  (art.  37)  per  a  abbastanza 
pìccolo: 

(1  +  sf>h 
d'  onde 

1  i  6  >  Zi* 
cioè  appunto 

A*-l  <£ 

§  5.0  Potenze  con  esponente  reale  e  logaritmi  dei  numeri  reali. 

39.  Finora  si  è  dato  un  significato  a  quelle  sole  potenze  di  un  numero  reale 
e  positivo  a  ^  che  hanno  per  esponente  un  numero  razionale. 
Siano  ora  due  numeri  reali  e  positivi  qualisivogliano  : 

a  =  (A  ,  A')  =  («1  ,  a^  ,  .  .  .  ;  a'i  ,  a'a  ,  .  .  .) 

p  =  (B  ,  BO  =  (6i  ,  02  ,  •  .  •  ;  ^'w  ^'2  ,  •  •  •) 

cosicché    le  a,  a\  ò,  V  si  riterranno  essere  numeri  razionali  tutti  positivi.  Suppor- 
remo inoltre,  per  fissare  le  idee,  a  >  1. 

Col  simbolo  a^  si  intenderà  quel  numero  reale   che  ha  per  prima  classe  i 

numeri  del  tipo  (a^)  •'  e  per  seconda  classe  tutti  quelli  del  tipo  (a';^)  *;  cosicché 
la  definizione  generale  di  potenza  verrà  espressa  dalla  scrittura  ♦)  : 


(B,B')     /    B         B'\ 
(A,  A')  =Va  ,  (A')    ) 


♦)  Se  a  <  1,  è  invece  -  >  1.  Pertanto  il  caso  di  a  <  1    si   ricondurrà    al 


prece- 
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Per  legittimare  questa  definizione  dobbiamo  innanzi  tutto  dimostrare  che  il 

(   ^         ^'\ 

simbolo  \A  ,  (A')    /  rappresenta  effettivamente  un  numero. 


a  = 


Invero,  essendo  per  le  ipotesi  fatte  —  <  1  ed  a' >  1 ,  sì  ha  (art:  35  e  36): 


a 


— ,<1         ed        a'        <1. 


Di  queste  due  disuguaglianze  la  prima  ci  dice  che  a^  <  a!^   e    la   seconda    che 
(a')*^(a')''*.  È  dunque  a*^(a')*',  cioè  ogni  numero  della  classe  A     è^  di  ogni 

numero  della  classe  (i4')     . 

Dobbiamo  in  secondo  luogo  dimostrare  che  la  differenza  (a')*'- a*  può  rendersi 
piccola  a  piacere  scegliendo  opportunamente  i  numeri  a,  6,  a',  6'  nelle  rispettive 
classi  A,  B,  A',  B'.  Ora,  si  può  scrivere  identicamente: 

{a*f  -a^^a^  {a^''^  -  1)  +  [{af'  -  a*')  +  (a*'  -^  a*'). 

Basterà  quindi  riconoscere  che  ognuna  delle  tre  differenze  scritte  fra  parentesi 
può  rendersi  piccola  a  piacere. 
Per  la  prima  si  ha  infatti  scegliendo  a>  1: 

ed  il  secondo  membro  si  potrà  impicciolire  a  piacere  (art.  38)  prendendo,  come 
è  lecito,  sufficientemente  piccola  la  differenza  ò'  —  b. 

Quanto  alla  differenza  (a')*'  —  a*',  essendo  &'  =  -  con  p  ^  q   interi   e   positivi, 

dobbiamo  dimostrare  che,  data  a  piacere  la  quantità  positiva  e,  esiste  un  valore 
di  a'  abbastanza  vicino  ad  a  perchè  si  abbia: 

p  £ 


dente  scrivendo  : 

1 


a^'ir 


n\^^  ri     i\(B,B') 

Si  definirà  dunque  : 


/ly      /£      1\(B,B)       /     1  1     \ 


(B,B')     ^    B'  B\ 

(A ,  A')      =  u  ,  (A')  ; 
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0  anche 

P.        £ 
a'^  <  a'  +  s.  (1) 

A  tale  oggetto  basterà  dimostrare  che  esiste  un  valore  a'  soddisfacente  alla  di- 
suguaglianza: 

a'^<a^  +  z^  (V) 

poiché,  supposto;  se  è  possibile,  che  un  valore  dì  a'  soddisfacente  alla  i^)'  non 
soddisfacesse  la  (1),  cioè  che  si  avesse  invece: 

a^'i  >  a^  +  e, 
elevando  1  due  membri  di  quest'ultima  alla  potenza  q,  se  ne  dedurrebbe  (art.  31) 

a'^^aP  +  e^ 

il  che  è  in  contraddizione  colla  (1)'. 

Ciò  posto,  osservando  che  la  (1)'  si  può  scrivere: 

(a'  -  a)(a'^-^  +  a'^-«a  -f  . .  .  +  a''-^  <  s^ 

è  evidente  che  essa  sarà  soddisfatta  per  qualche  valore  a';  poiché,  dei  due  fattori 
che  stanno  nel  primo  membro,  il  primo,  a'  —  a,  si  può  rendere  piccolo  a  piacere 
prendendo  a'  sempre  più  prossimo  ad  a,  con  che  si  rende  al  tempo  stesso  più 
piccolo  anche  il  secondo  fattore. 

Finalmente,  quanto  alla  terza  differenza  a*'  —  a^\  è  senz'  altro  chiaro  che  si 
potrà  ragionare  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  per  la  seconda. 

40.   Ciò  premesso,  deve  poi  dimostrarsi: 

l.o;  che  se  (B  ,  B')  =  (0  ,  C),  è  anche 


/     B  B\       /     C  C\ 

U  ,(A')  ;  =  u  ,  (Ao  ;. 


Invero  ,  indicando    con    A  ,  A' ,  B  ,  B' ,  C  ,  C    numeri    tolti   dalle   corrispondenti 
classi,  si  ha  per  supposto  (cfr.  art,  13) 

A^A',B^C',C^B' 
d'  onde  segue  appunto  (cfr.  art.  35  e  37): 

B  H  C  P  P  "R' 

A  ^(AO   ^(A')     ,A   ^(A')   <(A') 
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2)  che  se  (A  ,  A')  =  (E  ,  E'),  è  anche 

(a    ,  (A')    )  =  (e     ,  (E')    ) 
Ed  infatti  si  hanno  per  supposto  le  disuguagh'anze: 

B^B',  A'>  1,E'>1  ,  A^E'  ,E^A' 

dalle  quali  segue  immediatamente: 

"R  B  B'  B  B  B' 

A  ^(EO    ^(E')     ,E   ^(AO   ^(^')    . 

41.  In  particolare,  se  1'  esponente  p^(B  ,  B*)  è  razionale,  si  potrà  scrivere 
(B  ,  BO  =  (?  ,  ^)  ]  e  si  avrà  per  V  art.  precedente: 

U  ,  (A')  ;  =  U  ,  (Ao  ;. 

Ora  il  numero  (A^ ,  (-^^0^)  ^^^  è  altro  che  V  ordinaria  potenza  ad  esponente  ra- 
zlonaley  a^j  poiché  dalle  disuguaglianze  A3  a ^ A'  segue: 

42.  Finalmente  è  facile  verificare  la  validità  della  regola  generale  espressa 
dalla  formola: 


(B  ,  B')  (C  ,  C)  (B  ,  B')  +  (C  ,  C) 

(A,  A')  -(A,  A')  =(A,A') 

Si  ha  infatti  per  le  regole  già  stabilite: 

(B,B')  (CC)         /    B  B\    ^    C  C\ 

(A,AO  -(A,  A')  =U     ,(A')    )\A    ,(A')    ) 


(5) 


B  +  C 


B'  -i-  C\ 


=  U  A  ,(Ao  (A')  )  =  Kk      ,(Ao       ; 

(B-uCB'+C)  (B,B')  +  (C,C) 

-(A,AO  =.(A,  A') 

43.  Dalla  definizione  di  /i*  data  air  articolo  39  segue  subito  che  i  teoremi 
degli  articoli  35  e  36  sussistono  anche  per  un  esponente  a  irrazionale. 

Siano  infatti  h  =  (R  ,R')  ed  a  =  (A  ,  A')  e  supponiamo,  per  fissare  le  idee, 
h>  1  ed  à  >  0.  Poiché  (H  ,  H')  >  1,  esisterà  (art.  14)  nella  classe   II  almeno  un 

A  /-    A  A\ 

numero  A,- maggiore  dil,  onde  (art.  35)  sarà  anche  Ti,    >  1.  Il  numerovH    ,  (HO    / 

VCL.  XXXV  30 
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A 
è  dunque  (art.  14)  maggiore  di  (1  ,  1),  poiché  esisto  nella  classe  H      almeno    un 

numero  maggiore  di  1. 

44.  Corollario  1.^ — Sedi  due  numeri  reali  h  e  k  sia  h  maggiore  di  k,  sarà 

h*  maggiore  di  k*  qualunque  aia  V  esponente  ot,  purché  maggiore  di  zero. 

h  h^ 

Essendo  infatti  per  supposto  -  >  l,  ne  segue  per  V  art.  prec.  che  r»  >  l;cioè 

appunto  che  h^  >  k\ 

45.  Corollario  2.o—  Se  V  esponente  reale  x  varia  crescendo  continuamenfr. 
dalV  infinito  negativo  all'  infinito  positivOf  V esponenziale  h^  varia  dallo  zero  al- 
l' infinito  positivo  crescendo  pure  continuamente^  se  h  >  1.  Varia  invece  da  4-  x 
a  0  decrescendo  continuamente,  se  h  <  \, 

Sia  infatti,  per  fissare  le  idee,  h>  ì,  q  supponiamo  che  airesponente  x  si  dia 
un  accrescimento  positivo  y.  Si  avrà  allora  h^^^  =  h^'h^.  Ma,  per  quanto  si  è 
già  dimostrato  air  art.  43,  è  h^  >  1,  Si  ha  dunque  evidentemente  /i^"*"^  >  /i"*^. 

46.  Dati  due  muneri  reali  e  positivi  a  e  b,  il  primo  dei  quali  diverso  da 
zero  e  da  1,  esiste  sempre  un  valore  reale  di  x  soddisfacente  alV equazione  espo- 
nenziale-. 

a^  =  b.  (6) 

Questo  valore  di  x  è  unico  e  si  chiamerà  il  logaritmo,  in  base  a,  del  numero  b; 

scrivendosi: 

X  =  log^b. 

Supposto,  per  fissare  le  idee,  a  >  1,  sia  L  la  classe  formata  dai  numeri  ra- 
zionali l  pei  quali  si  ha  a^  <  6,  ed  L'  quella  formata  dai  rimanenti  l\  Per  Tart. 
45,  è  chiara  1'  esistenza  del  numero  (L  ,  L'),  che  diciamo  essere  appunto  un  va- 
lore di  X  soddisfacente  alla  (6). 

Se  a  =  (A  ,  A'),  si  ha  infatti: 

(L,L')      ^    L  L\ 

(A,Ao       =:U  ,(A')  ; 

e  per  dimostrare  che  questo  numero  coincide  con  h,  basterà  far  vedere  che  b  è 

_  L       _  L' 

>di  tutti  i  numeri  della  classe  A    ed<di  tutti  quelli  di  (A')     .Orasi  ha  appunto 

indicando  con  A  ,  A' ,  L  ,  L',  numeri  qualunque  scelti  dalle  classi  omonime: 

L  ^      L  L' ^        L' 

b>  a    >A     jh  <a    <(A'). 

L'  unicità  del  valore  di  x  soddisfacente  alla  (6)  risulta  poi  evidentemente 
dair  articolo  45. 

47.  Le  proprietà  fondamentali  dei  logaritmi  si  deducono  senza  difficoltà  dalla 
stessa  equazione  esponenziale  (6),  che  ha  servito  a  definirli.  Esse  si  riassumono 
nelle  formolo  seguenti: 

log  (ab)  =  log  a  -f  log  6  ,  logy  =  log  a  —  log  6  ,  log  a*  =  6  log  a 

log,/; .  log^a  =  1  ,  log^ò .  logj,c  •  log.a  =  1 ,  ecc. 
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SOPRA  LA  CONFIGURAZIONE  DI  KUMMER 


NOTA 


DEL 


Prof.  V.  MARTINETTI. 


Nella  Nota  «  Sopra  la  Configurazione  di  Kummer  »  pubblicata  nel  Volu- 
me XXXIV,  pag.  177-180,  di  questo  Giornale  trovasi  enunciata  la  proposizione: 

Una  configurazione  dello  spazio  composta  di  16  punti  e  di  16  piani  tali  che 
ogni  punto  sia  contenuto  in  sei  piani,  ogni  piano  contenga  sei  punti  e  non  esi- 
stano rette  cui  appartengano  più  di  due  punti  o  più  di  due  piani  della  configu- 
razione j  è  necessariamente  una  configurazione  di  Kummer  cioè  corrisponde  a  sé 
stessa  in  sei  complessi  a  due,  a  due  in  involuzione. 

Ma  la  dimostrazione  datane  dal  Dott.  Ciani,  per  una  svista  commessa  nel 
n.o  2  ,  è  incompleta.  La  proprietà  però  è  vera  e  si  può  dimostrare  nel  modo 
seguente. 

1.  —In  ogni  Cf.  (IGg  ,  1%) ,  che  abbia  la  proprietà  sopra  indicata,  i  sei 
piani  appartenenti  ad  un  punto  della  Cf.  danno  un  angolo  esaedro  i  cui  15  spi- 
goli (potendo  ciascuno  contenere  al  massimo  un  altro  punto  della  Cf.)  debbono 
essere  le  rette  che  da  quel  punto  proiettano  i  15  rimanenti  e  dualmente.  Per- 
ciò le  congiungenti  i  punti  della  Cf.  due  a  due  sono  anche  le  intersezioni  dei 
piani  della  Cf. 

I  piani  della  Cf.  i  quali  passano  per  un  punto  della  stessa  sono  segati  da 
un  altro  piano  della  Cf.  secondo  sei  rette,  delle  quali  ciascuna  contiene  due  dei 
punti  della  Cf.  esistenti  su  questo  piano  ,  e  per  ciascuno  di  tali  punti  passano 
due  di  quelle  rette,  per  la  qual  cosa  quelle  rette  e  quei  punti  sono  o  gli  ele- 
menti di  un  esagono  semplice,  ovvero  quelli  di  due  triangoli;  e  corrispondente- 
mente diremo  che  il  nostro  piano  sega  i  sei  considerati  secondo  un  esagono  , 
ovvero  secondo  due  triangoli. 

Manteniamo  le  notazioni  usate  in  altra  occasione  (*)  e  siano  1  e  2  due  punti 
prefissati  della  Cf. 


(*;  ^  Un'osservazione  sulla  Cf.  di  Kummer  „.  Giornale  di  Mat.  Voi.  XXXIV. 
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Potremo  fare  duo  ipotesi  : 

I  - 1  piani  passanti  per  1  sono  segati  secondo  due  triangoli  da  quelli  che 
passano  per  2  e  non  per  1 ,  e  viceversa  : 

IL  —  Per  ciascuno  dei  punti  1  e  2  passa  un  piano  almeno   che   sega  se- 
condo un  esagono  quelli  che  passano  per  Taltro. 

Sono  queste  le  sole  ipotesi  possibili ,  perchè  non  possono  i  piani  per  1  es. 
ere  segati  secondo  triangoli  da  quelli  per  2  e  quelli  per  2  secondo  un  esagono 
da  un  piano  che  passa  per  1.  Infatti  se  un  piano  per  1  segasse  quelli  per  2 
secondo  un  esagono  semplice,  supponiamo  1  3  4  5  6  7 ,  le  terne  213,  234,  245, 
256,  267,  271  sarebbero  sopra  i  sei"  piani  per  2,  individuerebbero  anzi  questi  sei 
piani,  Tultimo  non  potrebbe  contenere  il  punto  4,  perchè  24  è  una  coppia  che 
appartiene  a  due  altri  piani,  ed  allora  non  potrebbe  il  piano  2  3  4  segare  se- 
condo due  triangoli  quelli  per  1.  Risulta  da  quanto  precede  che,  se  un  piano 
per  1  sega  secondo  un  esagono  — 134567—  i  piani  per  2,  il  piano  2  3  4 
(ed  analogamente  2  6  7)  deve  segare  i  piani  per  1  secondo  un  esagono.  Quando 
adunque  si  riconosca  che  dei  quattro  piani  passanti  per  x  e  non  per  t  tre  se- 
gano quelli  per  i  secondo  triangoli,  lo  stesso  fatto  deve  avvenire  pel  quarto  e 
pei  quiittro  piani  che  passano  per  i  e  non  per  x  rispetto  a  quelli  che  passano 
per  X. 

2.  —  Il  simbolo  di  una  Cf.  del  tipo  voluto  sarà  un  complesso  di  sedici  gruppi 
di  sei  numeri  diversi  presi  tra  1,  2,  3, ...  ,  16  cosi,  che  un  numero  entra  in  sei 
gruppi,  due  numeri  qualunque  in  due  e  due  soli,  e  due  gruppi  qualunque  hanno 
due  soli  numeri  in  comune. 

E  la  ricerca  di  un  insieme  così  fatto  di  gruppi  che  ora  imprendiamo,  per 
dimostrare  infine  che  uno  solo  è  realizzabile ,  ed  è  quello  relativo  alla  Cf.  di 
K  u  m  m  e  r. 

3.  —  Nella  I  delle  due  ipotesi,  sopra  indicate,  possiamo  chiaramente  supporre: 

(12  3  8  9  10)_  ,  (1  3  4  11  12  13)_  ,  (1  2  4  14  15  16)_  ,  (1  5  6  8  11  14)     , 

1  2  8  4" 


(167  9  12  15),  ,  (1  5  7  10  13  16).  ,       (23  45  6  7)_,     (25....)     , 

5  6  7  8 


(2  6    .    .    .    .)_  ,     (27  ....)_   ,  (35  ....)_  ,     (36  ....)_   , 

9  10  n  13 


(37    .    .    .    .)r3  ,     (45  ....)_  ,  (46  ..,.)_  ,     (47  .  .  .  .). 

14  15  16 


I  piani  8  ,  9  ,  10  segano  secondo  due  triangoli  quelli  per  1,  e  di  questi  sei 
triangoli  quelli  che  contengono  il  vertice  2  non  possono  essere ,  come  si   vede 
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subito,  che  2  8  14,  2  9  15,  2  IO  16  :  Inoltre  il  primo  e  T  ultimo   non   possono 

essere  in  8  (perchè  le  terne  5  8  14 ,  5  10  16  sono  già  in  4  e  6)  quindi  in  8  vi 

sarà  9  e  15.  Allo  stesso  modo  si  trova  che  in  9  e  10   vi   sono   rispettivamente 

10  16,  8  14.  Nei  tre  gruppi  8  ,  9  ,  10  non  vi  sarà  ancora   alcuno   dei  numeri 
8  ,  9,  10,  14,  15,  16  ma  complessivamente  due  volte  i  numeri  11,  12,  13,  e, 

poiché  9,  12,  15  stanno  in  5,  in   8  vi  sarà  11  e  13  e  per  analoga  ragione  11 

e  12  in  9  12  e  13,  in   10.  Vengono  dunque  fissati  i  dieci  gruppi  contenenti   1  e 
2 ,  e  cosi  soddisfano  alla  I  ipotesi. 

Nei  dieci  gruppi  trovati  non  entrano  le  coppie  di  numeri  5  12,  6  13,  7  11 

le  quali  perciò  saranno  in  due  dei  rimanenti   e   necessariamente  5  12  in  11    e 

il,  6  13  in  12  e  15 ,    7    il  in  Ì3  e  16. 

Nei  gruppi  11 ,  12  ,  13  ,  che  insieme  ad  ì  ,  2  ,  7  contengono  3,  sono  an- 
cora da  distribuire  i  numeri  8,  9,  10  e  due  volte  14  15  16  dei  quali  (per  3)  ve 
ne  saranno  due  in  ciascuno.  D'altra  parte  dove  vi  sarà  la  coppia  14  15  non  vi 

sarà  (per  ^    e  10  ovvero  5   ed   8)  8  o  9  ma  necessariamente  10,  e  colle  altre 

coppie  15  16,  14  16  rispettivamente  8  e  9:  Sicché  in  11  ,  12,  13  noi  dovremo 
distribuire  le  terne. 

l.a  -  10  14  15     ;     2.a  -  8  15  16     -,     3.*  -  9  14  16 

e  ciò  possiamo  fare  in  sei  modi  diversi. 

Ma  se  in  11  collochiamo  la  1.»  in  14  dobbiamo  necessariamente  collocare 
la  terna  8  9  16,  la  quale  invece  si  deve  collocare  in  15  se  poniamo  la  1.*  in 
12,  ovvero  in  16  se  poniamo  la  l.a  in  13.  Alla  stessa  maniera  si  vede  che  po- 
nendo la  2.0  in  11  ,  12  ,  0  13   si   deve    collocare  la   9  10   14   ordinatamente  in 

14  ,  15  ,  16,  e  se  si  pone  la  3.a  in  il ,  12  o  13  si  deve  porre  la  8  10  15  in  14, 

15  0  16;  talché  ogni  distribuzione  delle  terne  1.»,  2.»,  3.a  in  11,  12,  13  indivi- 
dua uno  dei  simboli  voluti. 

Se  si  osserva  ora  che  la  parte  del  simbolo  sopra  fissata  non  si  muta  per  la 

sostituzione  (5  6)  (9  10)  (12  13)  (15  16)  si  vede  che  distribuendo  in  11  12  li  or- 
dinatamente le  terne  1.»,  2.»,  3.*  ovvero  2.»,  l.a,  3.*  si  ha  un  risultato  che  non 
può  sostanzialmente  differire  da  quello  che  si  otterrebbe  distribuendo  invece  in 
quei  gruppi  rispettivamente  ed  ordinatamente  le  terne  2.*,  3.*,  1.*;  3.*,  2.*,  1*. 
Si  riconosce  poi  anche  come   la  distribuzione  delle  terne    1.* ,  3.» ,  2.»    ovvero 
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3.tt,  2.»,  l.a  ordinatamente  in  li,  12  e  13  condurrebbe  alla  stessa  Cf.,  giacché  il 
secondo  simbolo  si  cangia  nel  primo  per  la  sostituzione  (3  9  10)  (4  15  16)  (5  116) 
(7  13  12),  ed  allora  basta  tener  conto  dei  tre  simboli  seguenti  : 

(12  3  8  9  10)_     (1  3  4  11  12  13)_     (1  2  4  14  15  16)_     (15  6  8  11  14)- 
11  2    1  3    ;  *  ? 

(1  6  7  9  12  15)_  (1  5  7  10  13  16)_  (23456  7)_  (2  5  9  11  13  15), 

5  ?  t!  ;  7  >  8  > 

(2  6  10  11  12  16)_  (2  7  8  12  13  14)_ 

y  )  10 

è  parte  comune 


/   (3  5  10  12  14  15)_     (3  6  8  13  15  16)^     (3  7  9  11  14  16)_ 

l  11    7  12    7  13    ) 


!(^ 


5    8    9  12  16).     (4  6  9  10  13U)_     (4  7  8  10  1115) 

14   7  15  7  16  7 


(3  5  10  12  14  15)_     (3  6  9  13  14  16)        (3  7  8  11  15  16)_ 

11   7  12   7  13  7 

B. 

'  (4  5    8    9  12  16)       (4  6  8  10  13  15)_     (4  7  9  10  11  14)_ 

14  7  15   7  16  I 


i  (3  5  9  12  14  16 )_     (3  6  1013  14  15)       (3  7  8  11  15  16) 

V  11  7  12  7  13  ; 

'  (  4  5  8  10  12  15  )_     (  4  6  8  9  13  16  )  _     (4  7  9  10  11  14)_ 

^  14  7  15  7  16  • 


4.— Se  facciamo  la  II  ipotesi  del  n.o  1  e  supponiamo  che  2  3  4  5  6  7  sia  l'esa- 
gono semplice  secondo  il  quale  7  sega  i  piani  per  1  ,  possiamo  ammettere  che 
sia  : 

(12  3    8    9  10)_  ,  (1  3  4  11  12  13)_  ,  (1  4  5  8  14  15).    ,    (15  6  9  11  16). 

1  2  3  4  7 

(1  6  7  10  12  14)_  ,  (1  2  7  13  15  16L  ,  (2  3  4  5    6    7)_   ,    (2  4    .    .    .    .)-  , 


(2   5    ....)-  7  (2  6 

9 


)_  7  (3  5 

10 


.).,(H6 )., 


(3   7 


)         (4  6    ....)-,  (4  7    ....);-,  (5  7 

l3  14  15 


16 


I 
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8  è  già  scritto  dae  volte  e  lo  deve  essere  unrt  volta  in  uno  dei  tre  gruppi 

8   ,  9  ,  10,  un'altra  in  uno   dei  tre  11  ,  12  ,  13,  al  massimo  un'altra  in  14  o 

15 ,  quindi  deve  necessariamente  porsi  in  16,  una  volta  in  14  o  15  e  perciò  non 

in  8  (che  contiene  4)  non  in  9  ed  11  (che  contengono  5)   ma  in  lÒ. 
In  modo  analogo  si  trova  che  : 

10  è  in  14 ,  non  in  10  ,  12  e  13  ma  ancora  in   11  ed  in  8  o  9  ed  in  15  o  16; 

11  è  in  13, non  in  11 ,   12,  e  14,  ma  ancora  in  fo  ,  in  8  o  15   ed  in  9  o  16; 

13  è  in  16,  non  in  13  e  15,  ma  in  14  e  non  in  8; 

14  è  in  13,  non  in  14  ,    16  e  16^ ,  ma  in  8  ; 
16  è  in  11,  non  in  9  ,    10  e  Tè  ,    ma  in  8. 

Esaminando  2  e  6  si  riconosce  che  in  13  non  vi  sarà  12  e  che  in  8  non 
vi  sarà  15. 

Per  1  e  2  in  8  e  16  vi  sarà  9  o  10,  11  o  12,  e  precisamente  9  e  12  ov- 
vero 10  ed  11  (per  4  e  5),  ma  la  stessa  coppia  in  entrambi.  Se  vi  è  la  prima 
coppia,  1  piani  per  1  sono  segati  da  8  secondo  i  due  triangoli  2  9  16,  4  12  14 

e  da  16  secondo  i  triangoli  5  8  9,  7  12  13,  perciò  si  ricadrebbe  nella  I  ipotesi 
già  trattata,  se  un  altro  piano  per  9  o  per  12  segasse  i  piani  per  1  secondo  due 

triangoli  (n.o  1),  ciò  che  permette    di   escludere    che  9  sia  in  14  e  12  in  10,  per 

cui  sarà  9  in  12  e  15 ,  12   non   sarà   in  12   ma  in  9  ed  è  allora  impossibile  che 
la  coppia  3  12  entri  in  due  gruppi  senza  che  la  5  12  entri  in  tre. 

Se  supponiamo  che  in  8  e  16  vi  siano  10  ed  11  troviamo  subito  che  9  è 
in  9  ,  13  ,  14  e  15 ,  quindi  1 3  e  14  segano  i  piani  per  I  secondo  due  trian- 
goli e  perciò  15  è  su  di  essi.  In  11  vi  deve  essere  12  (per  2  e  16)  e  cosi  an- 
ch'esso sega  secondo  triangoli  i  piani  per  1  e  contiene  necessariamente  15.  Ve- 
diamo adunque  che  i  punti  1  e  15  presentano  la  I  ipotesi. 

La  ricerca  fatta  ci  ha  condotti  a  tre  soli  simboli  ed  ora  vogliamo  esami- 
nare se  sia  possibile  realizzarli  geometricamente. 

5. —  Ammesso  che  esista  una  Cf.  (16g  ,  I&q)  del  tipo  A,  le  quaderne  15  6  7, 
2  11  12  13,  3  8  9  16,  4  10  14  15  individuano  quattro  tetraedri  le  cui  faccìe 
sono  i  piani  della  Cf.  Ciascuno  dei  due  primi  tetraedri  è  inscritto  nel!'  altro ,  e 
così  avviene  dei  due  ultimi,  e  queste  sono  precisamente  due  coppie  di  tetrae- 
dri di  M(5bius.  Ciascuna  coppia  individua  un  sistema  nullo,   nel  primo  ai   punti 


Digitized  by 


Google 


)(  240  )( 

1,2, 5, 6, 7,11,  12,  13  corrispondono  i  piani  2,  7,  8,  9,  10,  4,   5,  6e 
per  conseguenza  sono  corrispondenti  le  coppie  di  rette 

12,3-4  ;  5- 12  ,  915  ;  6. 13,  10-16  ;  7-11  ,8- U: 

Nel  secondo  ai  punti 

3  ,  4  ,  8  ,  9  ,  10  ,  14  ,  15  ,  16 

corrispondono  1  piani 


11  ,  14  ,  16  ,  15  ,    1    ,  13  ,  12  ,  3, 
e  le  coppie 

1-2,  10.16  ;  3.4,5.12  ;  6.13,9-15  ;  7.1!  ,8.14 

sono  di  rette  corrispondenti.  Il  prodotto  del  primo  di  questi  sistemi  nulli  pel  se- 
condo è  una  omografia  nella  quale  ai  punti 

1  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5  ,  6  ,  7  ,  8  ,  9  ,  10  ,  11  ,  12  ,  13  ,  14  ,  15  ,  16 

corrispondono  ordinatamente  i  punti 

12,5,  10,  16,  13  ,  2,  7,8,4  ,9,  11  1  6,  1  ,  14,3,  15, 

sicché  12  ,  5  ,  10  ,  8  ,  4  ,  9  ,  che  corrispondono   ai  punti    1  ,  2  ,  3  ,  8  ,  9  ,  10 ,  de- 
vono essere  in  un  piano    e   per  conseguenza  I  deve    coincidere    con    11  ,  14  , 

15  ,  16  e  te.  cosa  che  non  si  può  ammettere. 

6.  Esaminando  lo  schema  B  si  trova  che  le  due  coppie  di  tetraedri  12  3  4, 
7  8  11  14;  6  9  12  16  ,  5  10  13  15  dovrebbero  essere  di  Mobius,  e  pei  relativi 
sistemi  nulli  si  troverebbero  rispettivamente  le  coppie  di  elementi  corrispondenti 

1  ,  T  ;  2  ,  lÓ  ;  3  ,  T3  ;  4  ,  16  ;  7  ,  T  :  8  ,  T  ;  11  ,  "2    ;  14  ,  T  : 

5  ,  U  ;  6  ,  15  ;  9  ,  1^  :  lo  ,  "9    ;  12  ,  Il  -,  13  ,  T2  ;  15  ,  y  ;  16  ,  "g  [ 

I 
Nel  primo  poi  sarebbero  corrispondenti  le  rette  | 

I 
1-7  ,  56  :  2-11  ,  12.13  ;  314  ,  15.16  ;  4-8  ,  9-10  | 

I 
I 
I 
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Num.  4. 


Luglio  e  Agosto  1897. 


Recensioni  ed  Annunzi. 


E.  Pascal.  Esercìzi  e  note  critiche  dì  cal- 
colo infinitesimale  (calcolo  differenziale 
e  integrale).  Manuale  Hoepli,  Milano 
1895,  p.  XIX-371. 

È  noto  che  i  principii  del  calcolo  infi- 
nitesimale hanno  subito  neirultimo  mezzo 
secolo  una  radicale  tr&sformazione.  Fu  ri- 
conosciuto che  certe  proprietà,  le  quali  si 
credevano  comuni  a  tutte  le  funzioni  (  o 
almeno  a  tutte  le  funzioni  continue),  non 
appartengono  che  a  classi  speciali  di  fun- 
zioni ;  che  certi  procedimenti,  prima  rite- 
nuti validi  in  generale,  non  lo  sono  se  non 
sotto  determinate  condizioni.  Rammentia- 
mo la  derivabilità ,  la  sviluppabilità  in 
serie  di  Taylor,  la  derivazione  e  T  in- 
tegrazione sotto  il  segno,  la  derivazione 
e  V  integrazione  per  serie ,  V  inversione 
dell'ordine  delle  derivazioni,  etc.  Questa 
critica  dei  fondamenti  del  calcolo  si  è  fatta 
in  gran  parte  per  via  d'esempi,  cioè  me- 
diante la  costruzione  effettiva  di  funzioni 
prive  di  alcune  delle  proprietà  che  già  si 
consideravano  come  generali.  Però  solo  in 
pochi  casi  si  seppero  assegnare  le  condi- 
zioni necessarie  e  sufficienti  perchè  abbia 
luogo  una  data  proprietà  ;  tali  V  integra- 
bilità d'una  serie  termine  a  termine  (  Ar- 
z  eia  ),  e  la  sviluppabilità  d'una  funzione 
in  8erÌ3  di  Taylor  (Pri  ngsheim).  Ne- 
gli altri  si  poterono  dare  soltanto  delle 
condizioni  necessarie  e  delle  condizioni 
sufficienti,  restando  per  sempre  in  dubbio 
se  le  condizioni  necessarie  sieno  anche  j 
sufficienti  e  viceversa.  Spesso  si  riusci  a  | 
risolvere  tale  dubbio    negativamente   co-  I 


struendo  funzioni  particolari  le  quali  pos- 
siedono la  proprietà  considerata  senza  sod- 
disfare alle  condizioni  trovate  come  suffi- 
cienti, 0  no  sono  prive  pur  soddisfacendo 
alle  condizioni  stabilite  come  necessarie; 
e  ciò  ha  suggerito  la  ricerca  di  condizioni 
man  mano  meno  restrittive. 

Il  prof.  Pascal  ha  avuto  la  felice  idea 
"  di  raccogliere  „  (per  servirci  delle  sue 
parole)  "  tutti  quegli  esempi  trovati  dai 
"  vari  autori  e  che  presentano  qualche 
"  singolarità  rispetto  ai  diversi  teoremi 
^  fondamentali  del  calcolo  infinitesimale  „. 
Egli  li  ha  ordinati  sistemicamente,  corre- 
dandoli delle  necessarie  indicazioni  biblio- 
grafiche. Per  rendere  poi  il  libro  più  con- 
forme ai  bisogni  dei  nostri  studenti,  e  per 
mantenere  ad  esso  il  carattere  di  Manuale j 
egli  ha  interpolato  qua  e  là  tra  queste  , 
che  ben  possono  chiamarsi  "  note  criti- 
che „  ,  alcuni  paragrafi  contenenti  degli 
esercizi  propriamente  detti.  Tali  paragrafi 
presi  insieme  formano  una  collezione  né 
ricca  ne  completa  di  esercizi,  e  non  pos- 
sono in  alcun  modo  sostituire  le  note  rac- 
colte che,  con  molta  utilità,  vanno  per  le 
mani  degli  studenti  ;  e  noi  ,  a  dir  vero  , 
avremmo  preferito  che  l'autore  li  avesse 
omessi  ,  attenendosi  strettamente  al  pro- 
gramma delineato  nelle  idee  riferite  più 
sopra.  Ma  qualche  volta  ,  e  specialmente 
in  Italia,  è  dura  necessità  sagrificare  gli 
ideali  scientifici  a  considerazioni  d'indole 
affatto  diversa  ;  e  questo  è  forse  il  caso 
per  l'opera   del  nostro  collega. 

Il  libro,  che  consta  di  200  brevi  para- 
grafi ,  si  divide  in  due  parti ,  di  cui  la 
prima  (nn.  1-113  )  si  riferisce  al  calcolo 
diflferenziale,  la  seconda  (nn.  114-200)  al 
calcolo  integrale. 
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Dopo  aver  data  la  costruzione  della  no- 
ta funzione  di  Dirichlet  (  n.  1  ),  Tautoro 
espone  varie  considerazioni  od  esempi  sulla 
teoria  dei  limiti  delle  funzioni  di  una  va- 
riabile (nn.  2-4,  8-19,  26),  e  determina  le 
funzioni  continue  definite  dalle  più  sem- 
plici equazioni  funzionali  (  nn.  5-7  ).  I 
nn.  20-25  riguardano  la  continuità  delle 
funzioni  di  due  variabili;  il  n.  27  contie 
ne  una  nota  bibliografica  sulla  continuità 
e  sui  limiti  ;  il  n.  28  tratta  della  pfirità 
e  disparità  delle  funzioni.  Si  passa  indi 
agli  infinitesimi  (nn.  29-32)  ed  alle  serie 
convergenti  in  egual  grado  {nn.  33-37).  I 
successivi  nn.  38-53  trattano  delle  deri- 
vate, e  specialmente  della  derivazione  per 
serie  e  delle  funzioni  senza  derivata,  chiu- 
dendo con  una  nota  bibliografica.  Seguono 
alcuni  esercizi  di  derivazione  (nn.  54-68) 
ed  un  elenco  di  lavori  sulle  derivate  di 
ordine  qualunque  d'una  funzione  compo- 
sta (n.  69). 

Dopo  alcune  osservazioni  sul  teorema 
della  media  (nn.  70-74) ,  sui  differenziali 
totali  (nn.  75-81),  e  sulle  derivate  d^  or- 
dine superiore  considerate  come  limiti  di 
rapporti  incrementali  (n.  82),  si  giunge 
ad  uno  degli  argomenti  più  importanti  del 
calcolo,  la  sviluppabilità  in  serie  di  Tay- 
1  o  r  ,  argomento  che  V  autore  tratta  (  nu- 
meri 83-95  )  con  molta  estensione  e  con 
abbondante  corredo  di  appunti  bibliogra- 
fici, riproducendo  anche  in  estratto  la  sua 
Nota  pubblicata  nella  Rivista  di  matenu, 
T.  V,  p.  37. 

La  prima  parte  termina  con  osservazioni 
ed  esercizi  intorno  ai  massimi  e  minimi 
(nn.  96-105)  ed  alle  espressioni  di  forma 
indeterminata  (nn.  106-113). 

Gli  argomenti  trattati  nella  seconda 
parte  sono  :  integrali  definiti  e  integra- 
bilità della  funzioni  (nn.  114-119),  inte- 
grali impropri  (  nn.  120-030  ),  estensione 
del  teorema  della  media  (n.  131),  integra- 
zione per  sostituzione  (nn.  132-133)  e  per 
serie  (nn.  134-139),  integrali  di  funzioni 
contenente  un  parametro  (nn.  140-147);  il 
resto  contiene  esercizi  sui  metodi  d'inte- 
grazione (nn.  148-171),  con  una  nota  bi- 
bliografica (n.  172)  ,  ed  esempi  di  equa- 
zioni differenziali  ordinarie  del  primo  (^nu- 
meri 173-189,  196-200)  e  del  secondo  or- 
dine (nn.  190-195). 

Da  questo  breve  riassunto  potrà  il  let- 
tore apprezzare  V  importanza   del    lavoro 


del  prof.  Pascal  e  il  grande  interesse 
che  esso  presenta  per  chiunque  si  occupa 
di  analisi.  Nello  stesso  tempo  però  egli 
dovrà  riconoscere  che  esso  riuscirebbe  as- 
sai più  omogeneo  se  ne  togliessero  quei 
pochi  esercizi  che  stanno  là  come  un  ele- 
mento estraneo ,  come  —  ci  sì  passi  la 
frase  —  la  bandiera  che  oopre  la  merce, 
mentre,  contro  il  solito,  in  questo  caso  la 
merce  è  di  gran  lunga  migliore  della  ban- 
diera ! 

Ed  ora  ci  sia  permesso,  terminando,  di 
accennare  al  alcune  mende,  che  Fautore 
potrà  facilmente  far  acomparire  in  una 
nuova  edizione. 

Nel  n.  20  si  legge  :  **  Non  si  può  con- 
"  chiudere  che  la  funzione  (di  2  variabi- 
"  li)  è  continua  se  avvicinandosi  al  punto 
"  solo  mediante  qualunque  curva  o  retta 
"  passante  per  il  punto  ,  si  trova  che  il 
"  limite  della  funzione  è  sempre  il  me- 
"  desimo  ^.  Ora  Du  Bois  Reymond  ha  di- 
mostrato che  se,  andando  al  punto  consi- 
derato lungo  qualunque  linea,  la  funzione 
tende  ad  un  limite,  questo  limite  è  sem- 
pre lo  stesso  e  la  funzione  è  continua. — 
Il  primo  esempio  del  n.  24  è  riprodotto 
inesattamente  (forse  per  errore  di  stampa) 
dalla  memoria  di  Pringsheim,  e  quindi  le 
considerazioni  ad  esso  relative  non  sono 
giuste. — Non  ci  pare  esatto  il  dire  (n.  32) 
che  una  serie  equicon vergente  è  funzione 
continua  dei  suoi  termini,  senza  aver  de- 
finito la  continuità  delle  funzioni  d' infi- 
finite  variabili.  —  Nel  n.  46  la  serie  delle 
derivate  ha  valore  solo  per  mod.  a:<l;  per 
mod.col  essa  è  divergente.— Il  dire  (n.48, 
p.  94)  che  una  funzione  è  finita  in  tutto 
un  intervallo  ,  intendendo  che  il  suo  va- 
lore assoluto  ammette  un  limite  superiore 
finito,  può  dar  luogo  a  malintesi.  Infatti, 
appunto  per  l'effetto  di  questo  scambio  , 
viene  applicata  (n.  48,  p.  99)  alla  funzio- 
ne 9  (y)  =  2/  sen  -  il  principio  di  conden- 

y 
sazioììCy  mentre  ciò  evidentemente  non  è 
j  lecito  (v.  anche  Dini,  Fondamenti,  pagi* 
ne  240-241).  —  Nel  n.  117  si  legge:  "  Il 
"  valore  deirintegrale  definito,  non  muta 
"  se  si  muta  in  un  qualunque  punto  il 
"  valore  della  funzione  lasciandolo  però 
"  sempre  finito  „.  Quest'ultima  restrizione 
è  inutile.  —  Nel  n.  118  si  dimostra,  per 
un  caso  particolare,  che,  se  £D^ 6^ tende 
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a  zero  per  una  divistone  speciale  dell'i n- 
tervallo  d*  integrazione,  lo  stesso  ha  luogo 
per  qualunque  altra  divisione.  Ora  è  noto 
che  questo  avviene  in  ogni  caso,  giacché 
la  condizione  necessaria  è  sufficiente  per- 
chè una  funzione  sia  integrabile  è  che  sia 
lim.  2]D^  ò^  =  0  per  una  divisione  arbitra- 
riamente scelta  dell'  intervallo. 
Agosto  1896 

G.   VlVANTI. 

A.  RivELLl,  Stereometria  applicata  allo 
sviluppo  dei  solidi  ed  alla  loro  costruzione 
stdla  carta.  Manuale  Hoepli  (Serie  artisti- 
ca) p.  9C  ,  con  92  incisioni  e  41  tavole 
Milano  1897. 

Le  difficoltà  che  incontrano  i  giovani 
a  concepire  le  scambievoli  relazioni  di  en- 
ti geometrici  a  tre  dimensioni  e  la  poca  dif- 
fusione nelle  nostre  scuole  di  modelli  che 
ajutino  lo  studio  delle  figure  solide,  con- 
sigliarono V  A.  a  redigere  e  pubblicare 
il  presente  libretto.  Nel  quale,  come  dice 
il  titolo,  è  insegnato  a  costruire  in  car- 
tone alcuni  solidi  di  cui  si  conosca  lo  svi- 
luppo ;  r  esposizione  è  chiara  ,  elemen- 
tare e  ,  si  può  dire  ,  essenzialmente  pra- 
tica. Che  esso  possa  essere  molto  racco- 
mandato agli  studenti  della  nostre  scuole 
secondarie  è  assai  dubbio,  che  i  program- 
mi sono  tanto  ampi  rispetto  al  tempo  che 
concesso  per  svolgerli,che  non  sarebbe  con- 
sigliabile di  impiegare  buona  parte  di  que- 
sto a  tagliare  ed  incollare  cartone;  ma  esso 
potrà  servire  ai  maestri  per  preparare  colle 
proprie  mani  il  materiale  atto  ad  illustra- 
re il  corso  di  geometria  solida.  A  comple- 
mento di  quanto  precede,  ecco  l'indice  dei 
Gap.  di  cui  consta  la  Stereometria  del  Ri- 
ve! li:  I.  I  cinque  poliedri  regolari  con- 
vessi. II.  Norme  per  la  costruzione  dei  po- 
liedri regolari  convessi  inscritti  nella  stes- 
sa sfera.  III.  Norme  per  la  costruzione  dei 
poliedri  regolari  convessi  della  stessa  al- 
tezza. IV.  Prismi  e  piramidi.  Tronchi  di 
prismi  e  di  piramidi.  V.  I  corpi  rotondi. 
VI.  I  poliedri  regolari  stellati. 

G.  L. 

Essai  sur  la  représentation  analytique 
de  la  direction  par  Caspar  Wessel.  Co- 
penhague,  1897. 

Che  Gauss  ed  Argand  nelle  loro  ricer- 


che sulla  rappresentazione  geometrica  dei 
numeri  complessi  ed  Hamilton  in  quelle 
sopra  i  quaternioni  avessero  avuto  un 
precursore  in  Gaspare  Wessel,  agrimensore 
danese  vissuto  tra  il  1745  ed  il  1818,  era 
noto  a  chi  lesse  Tinteressante  articolo  che 
C.  Juel  inseri  nel  1895  in  Nyt  Tidsskr. 
/.  Math.  In  che  cosa  differiscano,  in  quali 
punti  si  avvicinino  le  investigazioni  del 
modesto  scienziato  danese  a  quelle  dei 
gloriosi  suoi  emuli  citati  si  apprende  dal- 
la traduzione  del  suo  scritto  che  ora  an- 
nunciamo ;  traduzione  fatta  sotto  il  patro- 
cinio dell'Accademia  Danese  e  sotto  la  di- 
rezione dello  Zeuthen  per  commemorare 
il  I  centenario  della  presentazione  (  IO 
Marzo  1797)  a  quel T Accademia  della  me- 
moria del  Wessel.  Una  prefazione  del  Va- 
lentiner  ed  una  del  Thiele  danno  noti- 
zie sull'autore  e  sulle  sue  opere.  Basti 
questo  nostro  cenno  per  dimostrare  com# 
l'opuscolo  or  apparso,  meriti  un  posto  in 
ogni  biblioteca  accanto  a  quello  dell'Ar- 
gand  ed  alle  Opere  di  Gauss. 

G.  L. 

G.  KiRCHHOFF.  Vorlesungen  iiber  ma- 
tliematische  Physik.  I.  Band,  Mechanick, 
IV  Aufl.  harausg.  von  Prof.  Dr.  W.  Wien. 
Mit  18  Fig.  im  Text.  Leipzig ,  Teubner 
1897.  80  gr.  ;  p.  X  +  464. 

Sarebbe  recare  offesa  alla  memoria  del 
celebre  fisico  l' accompagnare  con  qual- 
che raccomandazione  la  nuova  edizione 
delle  più  popolare  fra  le  sue  opere,  come 
sarebbe  recaro  offesa  ai  lettori  del  Bol- 
lettino il  darne  qui  un  riassunto,  che  i  no- 
stri lettori  in  maggioranza  l'avranno  letta 
ed  apprezzata.  Ci  basti  dire  che  la  I  ed. 
postuma  della il/ecca7MCfi  del  Kirchhoff  non 
differisce  dalle  ed.  precedenti  che  per  mo- 
dificazioni insignificanti,  la  maggior  parte 
delle  quali  sono  correzioni  di  sviste  nei  cal- 
coli o  di  errori  di  stampa,  che  coloro  i  quali 
lessero  le  ed.  precedenti  colla  penna  in 
mano  avranno  riscontrato  e  corretto  da  sé. 
!  E  questo  diciamo  a  lode  del  Prof.  Wien: 
che  rimaneggiare  un'opera  tanto  accurata . 
nella  sostanza  e  nella  forma,  com'è  quel- 
la che  ora  ci  occupa  vai  quanto  farla  al- 
lontanare da  quella  perfezione  a  cui  essa 
è  tanto  vicina. 

G.  L. 
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Necrologio. 


Dei  tre  scfeiziati  che  in  quest'ultimo 
mezzo  secolo  rappresentarono  con  mag- 
gior gloria  l'Inghilterra  nella  storia  della 
matematica,  V  uuico  sopravivente,  James 
Sylvester,  si  è  spento,  fra  Tuniversale  rim- 
piato,  il  15  Marzo  1897  in  Londra,  città 
che  lo  aveva  veduto  nascere  addi  3  Set- 
tembre 1814. 

La  carriera  didattica  del  Sylvester  fu  tra 
le  più  variate.  Cominciò  quando  egli  a  ven- 
titre anni  ottenne  una  cattedra  di  filosofia 
naturale  all'  University  College  di  Londra 
e  continuò  per  qualche  tempo  in  America, 
avendo  egli  dal  1811  al  1845  insegnata 
matematica  nelT  Università  di  Virginia. 
Dal  1845  al  1855  vi  è  una  interruzione 
che  termina  coU'ingresso  di  Sylvester  nella 
R.  Accademia  militare  di  Woolwich,  in  qua- 
lità di  professore  di  matematiche.  Una  se- 
conda pausa  ha  luogo  fra  il  1870  ed  il 
1875,  alla  quale  tien  dietro  un  nuovo  sog- 
giorno del  Sylvester  in  America,  come  pro- 
fessore dell*  Università  John  Hopkins  re- 
centemente fondata  a  Baltimore.  Da  que- 
sto soggiorno  si  può  far  datare  il  prin- 
cipio della  matematica  nord-americana  ; 
esso  è  contrassegnato  dalla  fondazione 
deìV American  Journal  of  Mathematics  e  fi- 
nisce nel  1883  quando  il  Sylvester  fu  chia- 
mato a  succedere  a  H.  J.  S.  Smith  nella 
cattedra  Saviliana  della  Università  di  0- 
ford.  Tale  ufficio  egli  tenne  sino  alla  mor- 
te, ma  dal  181>*J,  per  ragioni  di  salute,  fu 
dispensato  dal  fare  le  sue  lezioni. 

La  carriera  scientifica  di  Sylvester  si 
apre  nel  1837  con  una  memoria  sulla  teoria 
della  luce  secondo  Fresnel  e  fu  indubbia- 
mente tale  da  soddisfare  la  più  insaziabile 
ambizione.  A  lui  la  teoria  delle  forme  alge- 
briche deve  un  gran  numero  di  importanti 
capitoli,  anzi  egli  deve  considerarsi  come 
uno  dei  fondatori  dell'  algebra  moderna 
giacché  gran  parte  della  nomenclatura  che 
ha  corso  in  tutto  il  mondo  è  opera  sua. 
Come  prodotto  secondario  delle  ricerche 
algebriche  appare  un  teorema  geometrico 
di  immensa  importanza,  quello  cioè  che  af- 
ferma resistenza  del  pentaedro  in  qualun- 
que superticie  cubica.  Un  altro  campo  di 
studi  che  egli  coltivò  dall'alba  al  tramonto 
della  sua  vita  è  la  teoria  dei  numeri.  Ricor- 


deremo anche  le  sue  investigazioni  sopra 
una  regola  (concernente  la  realità  delle  ra- 
dici di  un'equazione  algebrica)  che  Newton 
aveva  enunciato  e  di  cui  invano  erasi  dian- 
zi cercata  la  dimostrazione.  Ed  avremo  co- 
si elementi  sufficienti  per  concludere  che 
egli  veramen  temerità  di  essere  ascritto  fra 
"  i  veri  condottieri  e  pionieri  del  progres- 
so j^,  falange  gloriosa  che  egli  considerava 
formata  dai  matematici  degni  di  tal  nome. 
Ai  conterranei  di  Sylvester  rimane  un  com. 
pito  che  certo  vorranno  adempiere:  quello 
cioè  di  elevare  alla  sua  memoria  un  mo- 
numento che  sfiderà  i  secoli,  col  pubbli- 
care la  raccolta  delle  sue  opere. 


Notizie. 

In  questi  giorni  venne  pubblicato  il  tan- 
to atteso  IV  Jahresbericht  der  Deutschen 
Mathematìkev  Vereinigung  che  contiene,  ol- 
tre la  cronaca  delle  riunioni  tenute  a  Vien- 
na (1894)  ed  a  Liibeck  (1895),  nonché  i 
resoconti  delle  conferenze  ivi  tenute  (fra  le 
quali  spicca  quella  di  F.  Klein  sopra  Rie- 
marni  ed  il  suo  significato  per  lo  sviluppo 
della  matematica  moderna)  un  esteso  Be- 
richt  ilher  die  Theorie  der  algehraischeix 
Zaklhórper  dovuto  a  David  Hilbert.  È  que- 
sto un  lavoro  di  eccezionale  importanza 
degno  di  figurare  nella  letteratura  matema- 
tica accanto  al  Eeport  on  the  theory  of 
niimers  di  H.  J.  S.  Smith.  Non  è  an  sem- 
plice resoconto  ma  una  vera  sistematizza- 
zione di  una  fra  le  più  importanti  disci- 
pline moderne.  E  siccome  alla  fondazione 
ed  allo  sviluppo  di  tale  teoria  la  patria 
nostra  sembra  essere  rimasta  completa- 
mente estranea  (tale  almeno  è  quanto 
emerge  da  una  ispezione  dell'elenco  degli 
scritti  ivi  citati),  cosi  sarebbe  estremamen- 
te importante  che  il  lavoro  dell'  Hilbert 
venisse  tradotto  in  italiano  colla  colla- 
borazione di  qualche  nostro  analista  di 
incontrastata  autorità,  non  soltanto  per  dif- 
fondere tra  noi  le  nuove  idee  che  oggi  go- 
vernano la  teoria  dei  numeri ,  ma  anche 
per  fissare  la  nomenclatura  italiana  pei 
concetti  che  ivi  entrano  in  gioco.  Appunto 
la  mancanza  di  essa  ci  obbliga  a  limitarci 
a  questo  semplice  annunzio  di  un'  opera 
che  meriterebbe   ben  più  lungo  discorso. 
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1-7,  1516  ;  211  ,9  10  ;  3.14,12.13  ;  4-8^ 

L'omografia  prodotto  del  primo  pel  secondo  fa  corrisporicl^rÉLSi  l^UiSi?  l' 
2  ,  3  ,  8  ,  9  ,  10  i  punti  8,  14, 7, 2, 5, 6  e  pur  questo  è^inammissiblle, 

tendo  i  piani   4  ,   7   ,  10  etc.  essere  coincidenti. 

7.  Il  terzo  simbolo  C  è  invece  relativo  alla  Cf.  di  K  u  m  m  e  r  e  lo  si  prova 
sia  col  ragionamento  del  Sig.  Ciani  (n.o  5  della  Nota  citata)  sia  direttamente 
osservando  che  le  sei  coppie  di  tetraedri 

1  2  3  4  ,  5  9  12  15  ;  1  2  3  4  ,  6  10  13  16  ;  1  2  3  4  ,  7  8  11  14  ; 

1  5  6  7  ,  2  11  12  13  ;  1  5  6  7  ,  3  14  15  16  ;  1  5  6  7  ,  4  8  9  10 , 

sono  di  Mòbius  (*)  ed  individuano  perciò  sei  sistemi  nulli,  e  che  tali  sistemi 
nulli  sono  due  a  due  permutabili  e  trasformano  in  sé  stessa  la  nostra  Cf. 


(*)  Oltre  alle  120  coppie  di  tetraedri  di  Mdbìus  che  si  possono  formare  con 
elementi  della  Cf.  di  E  u  m  m  e  r ,  si  possono  avere  altre  coppie  di  tetraedri  mu- 
tuamente inscritti.  Fissato  un  qualunque  tetraedro,  i  cui  elementi  appartengano  alla 
Cf. ,  p.  e.  1  2  3  4,  e  sopra  una  sua  faccia  un  altro  punto  qualunque  della  Cf.  p.  e. 
5  sulla  2  3  4,  vi  sono  nella  Cf.  sette  tetraedri  aventi  5  per  vertice  ed  inscritti  e 
circoscritti  al  considerato.  Di  essi  uno  solo,  5  9  12  15,  forma  con  1234  una  coppia 
di  tetraedri  di  M  Obi  u  s  ,  ciascuno  degli  altri  sei,  5  8  U  15  ,  5  8  12  14  ,  5  9  11  14, 
5  9  13  16  ,  5  10  12  16  ,  5  10  13  15 ,  forma  col  dato  una  coppia  di  tetraedri  costi- 
tuenti una  Cf.  (84  84)  del  V  tipo  (vedi  «  Le  Cf.  (84 ,  84)  di  punti  e  piani  ».  Gior- 
nale di  Matematiche  Voi.  XXXV). 

Un  dato  tetraedro  della  Cf.  entra  in  18  coppie  di  questa  specie,  le  quali  in 
tutto  sono  720  :  Le  Cf.  V  (84 ,  84)  nascenti  de  esse  sono  la  metà.  Le  involuzioni 
assiali  relative  a  queste  Cf.  sono  unicamente  le  15  involuzioni  assiali  del  gruppo 
Gj2  (vedi  S  t  u  r  m  «  Liniengeometrie  »  I  Th.  n.^  185)  relativo  alla  Cf.  di  K  u  m  m  e  r. 

Messina ,  Dicembre  1896. 


VOL.  XXXV.  81 


Digitized  by 


Google  — 


GLI  ELEMENTI  IMAGINARI  NELLA  GEOMETRIA 


MONOGRAFIA  STORICA 


D  I 


ANGELO  RAMORINO. 


*  Il  fC  y  a  pa»  de  quantitéM  imaginaires.  > 
Gboboe 


La  prima  volta  che  i  vocaboli  «  reale  »  e  «  imaginario  >  fecero  la  loro 
comparsa  nella  matematica  fu,  a  quanto  pare  (^),  nel  1637,  nella  Geometrie  di 
Descartes;  nella  quale  opera  Tautore  (1596—1650)  si  servi  di  una  tale  distin- 
zione a  proposito,  precisamente,  delle  radici  di  un'equazione  (*).  * 

Se,  però,  b\V inventore  della  Geometria  Analitica  va  attribuita  la  priorità 
nell'uso  dei  due  vocaboli  in  discorso  e  al  detto  proposito,  non  è  a  lui  che  si  va 
debitori  di  alcuna  rappresentazione  geometrica  delle  quantità  imaginarie.  Che , 
anzi,  nella  Geometria  egli  non  introdusse  né  pure  quella  distinzione  tra  «  reale  » 
e  «  imaginario  » ,  che  aveva  adottata  per  le  radici  di  un'  equazione  ;  si  che , 
qualora  in  un  problema  un  ente  geometrico  veniva  ad  avere  dal  calcolo  come 
suo  rappresentante  analitico  un'espressione  imaginaria,  egli  concludeva  che ,  in 
tal  caso,  «  la  construction  du  problème  propose  est  impossible  »  [^), 

In  quella  vece,  molto  e  molto  tempo  prima  di  Descartes,  il  grande  geometra 


(^)  Cfr.  a  questo  proposito:  H  a  n  k  e  1 —  Vorlesungen  ilber  die  complexen  Zahlen 
und  thre  Functionen  ,  Leipzig,  1867.  Parte  I.»  ,  §  19,  p.  71  ;  e  :  B  a  1 1  z  e  r  -  Die 
Elemente  der  Mathematik ,  Leipzig ,  18«5.  Aritmet.  generale ,  §  16 ,  n.o  9 ,  nota  ; 
nella  quale  ultima  opera  si  ritiene  l'Algebra  del  Bombelli  (1572)  come  il  primo 
lavoro  che  abbia  tenuto  conto  dei  numeri  imaginari  (radici  quadrate  dei  numeri  ne- 
gativi;, allora  chiamati  impossibili. 

(^  Descartes  —  Discours  de  la  Méthode ,  etc»  plus  la  Dioptrique ,  les  Me' 
téorea  et  la  Geometrie  ,  qui  sont  des  Essais  de  cette  Méthode ,  Leyde ,  Jan  Maire , 
Bchevó  d'imprimer  le  8  juin  1637. 

(^)  V.  p.  08.:  D  e  scar  tes  —  (j^owi67r/c,  Paris,  1G64  ;  Libro  111,  p.  77. 
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deirantichità,  A  p  ol  1  o  ni  o  — che,  secondo  quanto  Eatocio,  in  base  alle  asser- 
zioni di  Eraclide  autore  della  vita  d' Archimede  ,  scrisse  al  suo  amico  Ante- 
mio  (^),  sarebbe  oriundo  da  Perga  città  della  Pamfilia  e  vissuto  ai  tempi  del 
primo  Tolomeo  Evergete  (246—221  a.  C.)-pur  non  contrassegnando  con  un  vo- 
cabolo speciale  gli  enti  imaginari,  aveva  presentito  T  importanza  di  non  rimuo- 
verli dalla  scienza^  ma  anzi  di  utilizzarli  per  ottenere  omogeneità  e  generalità 
nelle  proposizioni.  E  così ,  non  solo  per  l'ellisse ,  ma  anche  per  quella  eh'  egli 
chiamava  uicsp^oXi]  e  che  sarebbe  uno  solo  dei  due  rami  infiniti  della  curva  de- 
signata ora  con  questo  nome^  ed  anche  per  la  curva  stessa  composta  di  due 
rami  infiniti^  la  quale,  designata  ora  col  nome  d'iperbole ,  da  lui  era  chiamata 
sezioni  opposte  (Topial  dvctxsiiJLSvai) ,  egli ,  nel  I  libro  del  suo  lavoro  di  maggior 
importanza— la  Teoria  delle  coniche—,  di  un  dato  diametro  considera  il  diametro 
coniugato ,  definendolo  come  il  segmento  condotto  per  il  centro  parallelamente 
alle  corde  coniugate  al  primo  diametro  e  avente  per  punto  medio  il  centro  stesso 
e  per  lunghezza  la  media  proporzionale  fra  il  tato  retto  e  il  lato  trasverso  re- 
lativo a  quel  diametro  (i^  izò  tcu  xsvTfcu  riTlAs'v?)  r,apà  TcTa^i^dvio?  xair^^fjLsvyjV 
(lecov  Ts  Xófov  iyfOMaoL  twv  tsu  eiSsu?  uXEupiov  xat  S(7a  t£jjLvc[4SV)^  une  tgu  xsvxpcu). 
E  dei  diametri  coniugati  così  introdotti  egli  si  serve  più  tardi  in  parecchie  co- 
struzioni^ per  esempio  (nel  principio  del  II  libro)  per  costruire  gli  asintoti  di 
un'  iperbole  come  diagonali  di  un  parallelogramma  avente  per  mediane  due  dia- 
jaetri  coniugati  qualunque,  ecc. 

Sulle  coppie  di  diametri  coniugati  sono  ,  poi ,  notissimi  i  due  Teoremi  che 
portano  appunto  il  nome  del  grande  geometra  di  Perga  e  che  asseriscono,  come 
si  sa,  Tuno  «  essere  costante  neirellisse  la  somma  e  nclT  iperbole  la  differenza 
dei  quadrati  di  due  diametri  coniugati  »,  l'altro  «  essere  pure  costante  il  pa- 
rallelogramma costruito  su  due  diametri  coniugati  qualunque  ed  eguale  al  ret- 
tangolo costruito  sugli  assi  »  ;  teoremi  questi ,  che  scaturiscono  rispettivamente 
dalle  proposizioni  12 ,  13  e  31  del  VII  libro  (^). 

Ed  anche  delle  coniche  coniugate,  che  piti  tardi ,  e  perfino  in  questi  ultimi 
tempi  ('),  furono  utilizzate  per  lo  studio  degli  enti  imaginari  nella  Geometria, 
si  occupò  Apollonio,  insegnando  a  costruire,  quando  sia  data  una  coppia 
di  diametri  coniugati  (I,  60^,  due  iperboli  coniugate  (xojjiai  cu$u")fei?i,*-cosi  chia- 
mando due  coppie  di  sezioni  opposte ,  le  quali  abbiano  comuni  in  posizione  e 
grandezza  due  dati  diametri  coniugati  in  modo,  che  il  primo  diametro  dell'una 


(*)  Apollonii  Pergaei  quae  graece  exstant    cum    commentariis    antiqtiis.    Edidit 
et  latine  interpretatus  est  I.  L.  Heiberg,  Lipsiae,  1893;  Voi.  II,  p.  168. 

(*)  Apollonii  Pergaei  Conicorum  libri  FJ/J— Oxonii,  1710. 

Cfr.  Lori  a— Z/c  scienze  esatte  nelVantica  Grecia^  Modena,  1895,  L,  IT,  p.  182  e 
183;  e:  Zeuthen  —  Die  Lehre  von  den  Kegelschm'tten  im  Altertum,  Kopenhagen, 
1886,  Gap.  XVIII. 

(')  V.  p.  es.  in  seguito  Marie,   Tarry,   Retali,    ecc. 
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(quello  che  la  incontra)  sia  il  secondo  diametro  dell'altra  (quello  che  non  la  ta- 
glia), e  viceversa.  Di  tali  coniche  coniugate  il  geometra  pergeo  esamina  parec- 
chie proprietà  nel  II  libro  ,  dimostrando  che  due  iperboli  coniugate  hanno  gli 
stessi  asintoti  (II ,  17), -che  la  proprietà  relativa  ad  una  data  coppia  di  diametri 
coniugati  (proprietà  che  serve  alla  definizione  delle  due  iperboli  coniugate)  esse 
godono  rispetto  a  tutte  quante  le  coppie  di  diametri  coniugati  (II ,  20)  ;  ecc. 

Ciò  non  ostante,  però,  sarebbe  ben  lontano  dal  vero  chi  pensasse  che  nelle 
opere  di  Apollonio  o  in  quelle  dei  geometri  greci  che  gli  succedettero  si 
trovasse  già  qualche  accenno  ad  una  rappresentazione  geometrica  delle  quan- 
tità, che  poi  furono  chiamate  ìmaginarie.  No  :  e  non  basta,  come  ho  detto,  per 
aver  tracce  anche  di  un  semplice  tentativo  di  una  tale  rappresentazione ,  fer- 
marsi airinventore  della  Geometrìa  Analitica. 

Né  ancora  queste  tracce  si  rinvengono  nelle  opere  di  Newton  (1652  — 
1727).  Il  quale,  sebbene  non  chiami  assurdo  od  impossibile^  anche  se  imagìnarìo, 
un  risultato  dato  dal  calcolo,  purché  esso  sia  d'accordo  con  le  idee  comune- 
mente adottate  in  Geometria^  —  come,  tra  gli  altri,  attesta  il  fatto  eh' egli ,  nel- 
V  ^Arithmetica  Univeraalis^  (1732),  parlando  deiriperbole  dice  «  iS'i  ^uanfttcw  ro- 
«  dicalù  y  quae  determinai  diametrum ,  esset  imaginaria,  non  ideo  problema  est 
«  reputandum  absurdum ,  quia  ea  diameter  potest  esse  secunda,  cui  hyperbola 
€  nusquam  occurrit  »  (^),  —  pur  tuttavia  di  elementi  imaginari  isolati,  geometrica- 
mente intesi,  rappresentati,  non  fa  mai  cenno.  Il  che  si  trova  anche  rilevate^ 
nella  «  Geometrie  de  position  »  (*)  del  Carnet,  ove  ,  relativamente  ai  «  Pài- 
losophiae  naturalis  Principia  mathematica  »  (1687)  di  Newton,  è  sciitto:  «...  on 
€  n' y  rencontre  jamais  ni  qtcantités  négcUives  isoléesj  ni  quantités  imaginaires  »f 
e  in  una  nota  corrispondente  a  piò  di  pagina:  <c  Dans  tout  le  livre  des  Prin- 
cipe s  je  n'ai  pas  remarqué  une  seule  quantité  imaginaire  ...  >. 

Da  Maclaurin  (1698-1746),  in  vece,  non  solo  si  trova  fatto  uso  nelle 
sue  opere  della  denominazione  di  imaginario  per  un  ente  geometrico,  ma  anche 
gettati;  benché  ciò  egli  non  abbia  fatto  risaltare,  i  germi  d'una  rappresentazione 
reale  dei  punti  imaginari  di  una  retta.  Sicché,  per  esempio,  se  da  un  lato,  nel 
suo  «  Trattato  d'Algebra  »  (1750J ,  si  legge  «  ...  Viperbole  non  ha  asse  coniugato 
€  perchè  r ordinata  diviene  imaginaria  nel  centro  C;  V  a^se  coniugato  saràdun- 
«  que  esso  stesso  imaginario  \  io  lo  suppongo  eguale  a  b  >/  —  !,...  »   {^)\    dall'  al- 


(*)  Newton  —  Arithmetica  universalis,  Amsterdam,  1761,  T.  I,  p.  223,  n^  IH. 

(*)  Carnet-  Geometrie  de  position  ,  Paris,  1803,  p.  14. 

Ed  il  C  a  n  1 0  r  ,  nel  III  Volume  delle  sue  «  Vorlesungen  Uber  Geschichte 
der  Mathematìk  (Leipzig,  1894),  a  p.  103,  osserva,  a  proposito  di  Newton,  che 
egli  «  ...  zwar  positive  und  negative  Gleichungsvourzeln  anerkennt ,  imaginàre  aber 
noch  nicht  y>. 

(')  Vedi  Maclaurin— 2Vaj^é  d'Algebre  ecc.  tradotto  dall' inglese,  Paris,  1753 
n.o  210. 
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tro  lato,  nel  «  Trattato  delle  curve  geometriche  »  ,  che  all'Algebra  stessa  è  posto 
come  appendice ,  si  trovano  per  la  prima  volta  i  punti  imaginari  definiti  come 
punti  di  coordinate  imaginarie,  ed  al  prodotto  {})  delle  distanze  di  un  punto 
P  dì  una  data  retta  da  due  punti  imaginari  (di  ascisse  a  ±  p  V-  1)  di  essa  si 
trova  sostituito  il  quadrato  della  distanza  del  punto  P  medesimo  da  un  punto 
reale  b,  situato  fuori  della  retta  e  precisamente  sulla  perpendicolare  ad  essa  nel 
punto  a  di  ascissa  a  e  alla  distanza  ab  —  ^. 

Concetto,  questo  di  rappresentare  i  punti  imaginari  di  una  retta  coi  punti 
reali  d'un'  altra  retta  perpendicolare  ad  essa,  del  quale  Maclaurin  si  servi 
più  innanzi  (*) ,  e  che  in  seguito  fu  usato  anche  da  molti  altri  e  su  più  vasta 
scala,  non  ristretto  cioè  solo  ai  punti  imaginari  di  una  retta. 


* 
*  * 


Dopo  il  Maclaurin,  gli  imaginari  nella  Geometria  non  li  vediamo  più 
considerati  come  esprimenti  qualcosa  d'impossibile,  di  assurdo,  ma,  all'opposto, 
e  precisamente  per  opera  della  Scuola  di  Monge —ésLÌln  quale,  ad  onta  degli 
esempi  del  Maclaurin,  si  ritiene  sorto  propriamente  il  concetto  della  Geo- 
metria imaginaria  (')  —  li  troviamo  accolti  con  arditezza  di  concetti  e  tenuti  in 
gran  conto  come  quelli  che  si  prestano  mirabilmente  ad  abbreviare  e  genera- 
lizzare enunciati  di  proposizioni ,  a  rimuovere  distinzioni  di  casi ,  eccezioni  da 
regole. 

Siamo  nel  periodo,  nel  quale  la  Geometria  pura  fa  sull'Analisi  la  giusta  ri- 
vendicazione dei  suoi  diritti  alla  considerazione  degli  scienziati,  forte  dell'opera 
dei  suoi  grandi  propugnatori  :  Monge  (1746-1818),  Carnet  (1753-1823), 
Poncelet  (1788-1867),  Chasles  (1796-1880). 

Servendosi  di  una  felice  intuizione,  con  un  metodo,  che  non  si  cura  di  di- 
mostrare non  solo ,  ma  al  quale  non  fa  mai  né  pure  alcun  accenno ,  il  grande 
autore  della  Geometria  descrittiva ,  per  dimostrare  su  una  figura  qualche  pro- 
prietà generale ,  comincia  a  dimostrarla  per  il  caso  che  nella  figura  esistano 
punti,  linee,  piani ,  in  generale  elementi ,  che  in  casi  particolari  possono  anche 
mancare  (essere  imaginari),  ed,  assurgendo  quindi  al  caso  generale,  afferma  la 
validità  della  stessa  proprietà  anche  nell'  ipotesi  che  nella  figura   quei  punti  f 


(*)  V.  in  E.  De  Jonquières  —  Mélanges  de  Geometrie  pure,  Paris,  1855, 
la  Traduction  du  Tratte  de  Maclaurin  sur  les  courbes  du  troisième  ordre  ,  p.  197, 
n.o  2. 

(*)  De  Jonquières  —  Opera  citata ,  p.  203  e  p.  222. 

(')  Cfr.  Cremona-  Sopra  un*  opera  del  Signor  Staudt ,  Ann.  di  mat.  del 
Brioschi ,  1858 ,  T.  I ,  p.  125. 
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quelle  lìnee,  quei  piani,  in  generale  quegli  elementi,  che  si  erano  supposti  esi- 
stere, siano  imaginari.  Cosi,  per  esempio,  ei  dimostra  che  €  I  piani  delle  carré 
di  contatto  di  più  coni,  circoscritti  ad  una  superficie  di  2.o  grado  e  aventi  i  ver- 
tici in  linea  retta,  passano  tutti  per  una  stessa  retta  »  (^)  supponendo  che  per 
la  retta,  sulla  quale  stanno  ì  vertici  di  quei  coni,  si  possano  condurre  alla  super- 
ficie considerata  due  piani  tangenti  ;  dopo  di  che  dichiara  ohe  la  dimostrazione 
si  estende  anche  al  caso,  nel  quale  per  quella  retta  non  si  possono  condurre 
piani  tangenti  alla  superficie. 

Agli  stessi  concetti  di  Monge  s'informa  il  metodo  di  Carnot  (*),  il 
quale  li  appoggia  mediante  la  Teoria  delle  correlazioni  delle  figure,  mediante  il 
confronto  di  una  medesima  figura  (figura  primitiva)  con  tutte  quelle  {figure  cor- 
relative alla  prima\  che  possono  essere  riguardate  come  risultanti  da  essa  me- 
diante il  movimento  progressivo  e  continuo  di  qualcuna  delle  sue  parti  senza 
violare  la  legge  e  la  dipendenza  primitivamente  stabilite  fra  esse  (Geom.  di  po- 
sizione, art.  23  e  78).  Così,  TAutore  definisce,  oltre  le  correlazioni  diretta  e  in- 
versa,  la  correlazione  imaginaria  (G,  di  pos.,  n.o  6)—  come  quella  che  passa  fra 
un  sistema  di  quantità  e  il  sistema  ottenuto  da  esso  col  moltiplicare  le  quantità 
stesse  o  alcune  di  esse  per  delle  radici  imaginarie  dell'  unità  (ch'egli ,  conside- 
randole come  coefficienti,  tiene  in  conto  piuttosto  di  segni  algebrici  che  di  vere 
quantità)-,  e  la  correlazione  complessa  (Trattato  delle  correi.,  numeri  239—256;- 
G.  di  pos.,  n.o  7)— quale  correlazione  tra  i  quadrati  o  tra  funzioni  qualunque  delle 
quantità  del  sistema,  consistente,  una  volta  che  si  sia  stabilita  la  correlazione 
fra  i  valori  assoluti  di  esse  quantità,  nel  cambiamento  di  V+l  in  V—1— -Hche 
posto,  egli  spiega  la  presenza,  in  un  problema  geometrico,  dei  valori  imaginari 
(così  chiamando  ogni  specie  di  funzioni  algebriche  della  forma  V-a,  con  a:>0) 
con  l'osservare  che  la  soluzione  imaginaria  non  spetta  già  al  sistema  considerato 
e  sul  quale  si  sono  fatti  i  ragionamenti,  bensì  ad  un  altro  in  coiTelazione  com- 
plessa col  primitivo.  Sicché  si  può  concludere ,  secondo  l'autore ,  che ,  se  nella 
risoluzione  di  una  data  questione,  si  trovano  diverse  radici,  quali  positive,  quali 
negative,  quali  imaginarie,  la  questione  stessa  non  è  che  un  caso  particolare  di 
una  più  generale;  il  che  dà  il  vantaggio  di  scoprire,  mediante  la  soluzione  di 
un  caso  particolare,  parecchie  altre  questioni  analoghe  alia  trattata,  e  di  potere 
generalizzare  le  soluzioni. 

Una  dimostrazione  a  posteriori  del  metodo ,  si  può  dire  una  divinazio- 
ne della  mente  di  Monge  viene  fornita ,  oltre  che  dalla  Teoria  delle  cor- 
relazioni del  Carnot,  dal  Principio  di  continuità  del    P  o  n  e  e  1  e  t   (')    e    da 


(0  Monge  —  Geometrie  descn'pthe,  Paris,  1807,  art.  36-40. 

(*)  Carnot— />e  la  corrélation  des  figures  de  Geometrìe,  Paris,  1801  ;  e  C  a  r- 
n  0  i— Geometrie  de  position,   Paris,  1803. 

(')  Poncélet-  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures  ,  Paris  ,  1 822  ;  e 
specialmente:  Poncélet  -  Applications  d'  anaìyse  et  de  geometrìe,  Paris,  1864, 
Voi.  II,  p.  339. 
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quello  delle  relazioni  contingenti  dello  C  h  a  s  1  e  s  (^)  :  principi,  che,  sostanzial- 
mente identici,  non  sono  già  da  accettarsi  generalmente,  da  applicarsi  indistin- 
tamente ad  ogni  sorta  di  questioni  si  geometrìche  che  analitiche ,  non  valgono 
per  tutte  le  proprietà  delle  figure,  bensì  solo  per  quelle  proprietà,  le  quali,  per 
usare  il  linguaggio  deirAnalisi,  una  volta  che  si  sia  tradotta  analiticamente  la 
questione  che  si  sta  studiando,  equivalgono  ad  equazioni,  non  a  diaeguaglianze; 
si  che,  in  somma,  la  questione  stessa  sia  della  forma  :  <  Supposto  che  un  certo 
numero  dì  variabili  (imagini  analitiche  di  elementi  geometrici)  verifichino  alcune 
eqtuissioni  (di  condizione),  da  queste  seguono  le  seguenti  altre  equazioni  ».  Ora, 
cosi  impostata  la  questione,  se  si  osserva  con  C  h  a  s  1  e  s  (^)  che  una  figura,  nel 
suo  stato  generale  di  costruzione,  può  presentare  due  casi  diflFerenti  — nell'uno 
dei  quali  alcune  parti  (punti,  linee  o  superficie),  da  cui  non  dipende  necessaria- 
mente la  costruzione  generale  della  figura  ma  che  ne  sono  consegaenze  acci- 
denteili y  sono  tangibili,  reali,  mentre  neiraltro  le  stesse  parti  non  appariscono 
più,  sono  divenute  imaginarie ,  —  si  ha  che  i  ragionamenti,  che  si  fanno  sulle 
equazioni  di  condizione  per  dedurne  quelle  finali,  non  presuppongono  affatto  la 
esistenza  deiruno  piuttosto  che  dell'altro  di  questi  due  casi  e  valgono  anche  se 
alcune  variabili ,  se  alcune  delle  parti  sopra  citate  «  secondaires  »  o  «  contin- 
gentes  »  e  «  accidenteìles  >  sono,  anziché  reali,  imaginarie.  Sicché  le  equazioni- 
che,  per  mezzo  di  essi  ragionamenti,  si  traggono  come  conseguenze  delle  fatte 
ipotesi  e  che,  risultati  indipendenti  afilatto  dalle  parti  secondarie,  riguardano  uni- 
camente le  parti  «  integrantes  » ,  «  permanentea  »  della  figura  (  quelle  parti , 
cioè,  che  appartengono  alla  sua  costruzione  generale  e  sono  sempre  reali  in  en- 
trambi i  casi  sopra  accennati),— una  volta  ricavate  nell'uno  dei  casi,  si  possono 
senz'altro  afibrmare  valide  anche  nell'altro. 

Tale ,  nella  sostanza ,  il  concetto  del  «  Principio  di  continuità  »  del  P  o  n- 
e  e  1  e  t  e  del  «  Principio  delle  relazioni  contingenti  »  dello  C  h  a  s  1  e  s.  Come  si 
vede,  siamo  di  fronte  ad  una  ingegnosa  e  ardita  concezione,  la  quale,  più  che 
una  «  forte  induction  » ,  come  la  diceva  C  a  u  e  h  y  ('),  è  una  verità  che  ha  la 
sua  vera  dimostrazione  nell'Analisi  e  che  precisamente,  -se  si  tien  conto  che  le 
questioni,  alle  quali  i  detti  principi  si  applicano,  tradotte  analiticamente,  riguar- 
dano per  la  maggior  parte  le  soluzioni  comuni  ad  un  sistema  di  equazioni ,  - 
dipende,  alla  fin  fine,  dal  Teorema  fondamentale  dell'Algebra.  Non  è  da  con- 
fondere, scrive  il  Poncelet,  il  Pnncipio  di  continuità  con  Vanalogia  e  con 


{})  Chasles  —  Apergu  historique  sur  V  origine  et  le  développement  des  me* 
ihodes  en  Geometrie^   Paris,  1887. 

(*)  Chasles— iii^crftt  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  métho* 
des  en  Geometrie,  Paris,  1875  (2.»  EdizJ,  p.  197  e  seg.,  e  p.  368,  nota. 

(•}  C  a  u  e  h  y— /Sur  une  mimoire  relatif  aux  propriétés  projectives  des  sections 
canigue^par if.  P(?nce/e^  Annales des Mathématiq^ues  del  Oer gonne,  Y.  XI,  p.  69 
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Vinduzione  come  quelli  che,  al  contrarlo  di  queste  ultime,  esige  <:  gue  Von  parte 
«  d^un  état  general  et  en  quelque  sorte  indéterminé  du  systèmey  e'  est-à-dire  tél^ 
«  que  les  conditions  qui  le  régissent  ne  soient  jamais  remplacées  par  des  con- 
€  ditions  plus  générales  encore,  et  qu'elles  subsistent  dans  une  sèrie  d'états  seni- 
«  blaòles,  provenus  les  uns  des  autres  par  gradation  insensible  ;  elle  exige  ^  en 
«  outre,  que  les  objets  auxquels  elles  s*  appliquent  soient ,  de  leur  nature,  canti' 
«  nus  ou  soumis  à  des  lois  qu^  on  puisse  regarder  comme  telles.  Certains  objets 
«  peuvent  bien  changer  de  position,  par  suite  des  variations  survenues  dans  le 
«  systèmey  d^autres  peuvent  s*éloiguer  à  Vinfini^  ou  se  rapprocher  à  des  distances 
«  insensiblesy  etc»  ;  les  relations  générales  subissent  alors  des  modifications,  sans 
«  cesser  pour  cela  de  s'appliquer  au  sy stèrne  (^)  ». 

E  dal  suo  importante  principio  il  Poncelet  traeva  come  conseguenze  la 
e  Teoria  delle  secanti  ideali  »  e  la  «  Teoria  delle  polari  reciproche  »,  ottenendo 
con  esse  quegli  splendidi  risultati  che  tutti  conoscono.  Serbando  la  denomina- 
zione di  imaginari  per  quegli  enti  che,  assoluti  e  reali  in  una  data  figura,  siano 
divenuti  del  tutto  impossibili  ed  incostruttibili  nella  figura  correlativa  (secondo 
la  denominazione  del  C  ;«  mot),  egli  dà  il  nome  di  ideali  a  quelli  che,  restando 
reali  nella  trasformazione  della  figura  primitiva,  non  dipendano  più  in  modo  as- 
soluto e  reale  da  altri  che  lo  definiscono  graficamente,  per  esser  questi  divenuti 
imaginari.  Così ,  considerando  in  un  piano  la  polare  p^  di  un  punto  P  rispetto 
ad  una  conica  come  una  secante  di  questa  anche  quando  non  la  incontra,  dice 
che  i  punti  d'intersezione  di  essa  con  la  conica  e,  quindi,  anche  la  corda  cor- 
rispondente sono  imaginariy  e  chiama  secante  ideale  della  curva  la  retta  stessa 
p'  '^—centro  ideale  della  corda  imaginaria  su  p'  il  punto  P'  d'incontro  di  questa 
retta  col  diametro  della  conica  coniugato  alla  sua  direzione  :  — concordo  ideale 
delle  tangenti  imaginarie,  corrispondenti  agli  estremi  della  detta  corda,  il  punto 
P  ;  dando  anche ,  per  questo  riguardo ,  il  nome  di  secante  ideale  di  contatto  e 
di  corda  di  contatto  rispetto  al  punto  P  rispettivamente  alla  retta  p'  e  alla  corda 
imaginaria  su  essa.  Una  tale  corda  imaginaria  si  può  rappresentare  mediante 
un  segmento  M'IM'  di  p',  bisecato  in  P'  e  tale  che  Pivn*=  A:  P'A-P'B,  essendo 
A  ,  B  gli  estremi  del  diametro  coniugato  alla  direzione  di  p^  e  k  una  costante 
relativa  al  diametro  stesso. 

Costruendo  allo  stesso  modo  tutte  le  corde  ideali  parallele  alla  M'N',  i  loro 
estremi  stanno  su  un'altra  conica,  che  ha  lo  stesso  diametro  di  contatto  AB,  la 
stessa  costante  k  e ,  per  conseguenza ,  la  medesima  grandezza  e  la  medesima 
direzione  del  diametro  (reale  o  ideale)  DE  coniugato  ad  AB. Una  tale  curva  e 
la  curva  data  si  dicono  supplementari  V  una  dell'  altra  rispetto  alla  direzione 
della  retta  p'  considerata  (^).  Data  una  conica  e  data  una  retta  i>'  che  non  la 


0)  T?  onoel  et— Traiti  des  propriétés  projectives  des  flgures,  Introduzione. 
(*)  Quelle  che  il  T  a  r  r  y,  di  questi  ultimi  tempi ,   nella  Sua  -  Beprésentation 
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incontri,  esiste  sempre  una  conica,  supplementare  alla  data  rispetto  alla  dire- 
zione  di  jp'  e  staccante  su  p'  stessa  un  segmento  reale  M'N',  eh' è  secante  ideale 
della  curva  primitiva.  Il  punto  P ,  polo  di  p'  rispetto  air  una  ed  air  altra  delle 
due  coniche  supplementari,  è  nello  stesso  tempo  il  punto  di  concorso  ideale  delle 
due  tangenti  relative  alia  retta  p'  e  all'una  curva  e  il  punto  di  concorso  reale 
di  quelle  relative  alla  stessa  retta  e  all'altra  conica.  Similmente  per  il  punto  P' 
e  la  sua  polare  p. 

Gli  elementi  imaginari  introdusse  poi  il  P  o  n  e  e  1  e  t— e,  come  lui,  lo  C  h  a  s- 
1  e  8-nella  parte  metrica  della  Geometria;  assumendo^  per  definire,  ad  esempio, 
una  coppia  di  punti  imaginari  coniugati  di  una  retta,  il  loro  punto  medio  ed  il 
rettangolo  delle  loro  distanze  da  un'origine  fissa  della  retta  stessa  :  ciò  che,  co* 
m' è  noto,  fu  più  tardi  fatto  da  molti  altri.  Come  ho  detto,  però,  si  tratta  di  una 
rappresentazione  metrica^  la  quale  non  potrà,  dunque,  servire  nelle  teorie  gra* 
fiche  della  Geometria,  sebbene  in  quelle  metriche  sia  utile  e  da  accettarsi  sem- 
pre, quando  venga  naturalmente  usata  con  tutto  il  debito  rigore.  Questo  rigore, 
in  vece,  pur  troppo  non  sempre  è  osservato,  si  che,  per  esempio,  lo  C  h  a  s  1  e  s , 
neir  applicare  il  detto  metodo ,  dice  che ,  qualora  il  rettangolo  di  cui  si  tratta 
superi  il  quadrato  della  distanza  del  punto  medio  dall'origine  fissa,  «  ,.des  deux 
€  points  cherchés  n'  existent  plus.  On  dit  alors  qu*  ih  soni  imaginaires  (^)  ».  Il 
che ,  se  dà  un  significato  alla  locuzione  «  i  due  punti  sono  imaginari  »  ,  non 
definisce  certo  l'espressione  «  punti  imaginari  »  ,  e  origina ,  quindi ,  una  man- 
canza di  rigore,  quando  questi  punti  si  trattano,  poi,  come  veri  enti,  nettamente 
definiti.  Cosi ,  lo  Ghasles,  passando  subito  dopo  a  considerare  le  relazioni 
ohe  possono  esistere  fra  i  punti  reali  e  i  punti  imaginari  di  una  retta,  e  special- 
mente relazioni  d'armonia,  dà  di  una  coppia  di  punti  imaginari  di  una  retta  una 
rappresentazione  mediante  due  punti  reali,  e  precisamente  mediante  il  loro  punto 
medio  ed  il  centro  delle  medie  armoniche  dei  punti  stessi  rispetto  ad  un  punto 
fisso  della  loro  retta:  rappresentazione  che,  oltre  all'inconveniente,  dirò  così,  di 
origine ,  che  lascia  sempre  adito  alla  domanda  «  e  questi  punti  imaginari  che 


géométrique  des  conìques  et  quadriques  imaginaires  (Paris,  1886)—,  studiava  come  co- 
niche coniugate  reciproche  il  cui  polo  di  coniugazione  è  alV infinito]  chiamando  due 
coniche  C  e  C-  tali  che,  se  F  e  4^  sono  due  figure  reciproche  rispetto  all'una,  ogni 
figura  F'  corrispondente  ad  F  in  un'  omologia,  il  cui  centro  e  asse  sono  polo  e  po- 
lare rispetto  a  quella  curva,  sia  reciproca  di  4»  rispetto  all'altra,  -chiamandole  co- 
niche coniugate  TÌs^òiio  a  quel  centro  e  a  quell'asse  {polo  e  polare  di  coniugazione)'^ 
e  dicendo,  di  più,  dae  tali  coniche  reciproche^  quando  F  e  4>  sono  omologiche  armo- 
nicamente, cioè  il  loro  rapporto  anarmonico  d'omologia  {rapporto  di  coniugazione) 
è  eguale  a  —  1. 

(*)  Ghasles-  Inaiti  de  Geometrie  stipérieurCf  Paris,  1852,  p,  67. 
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cosa  sono,  come  si  definiscono  ?  »,  presenta  sulle  altre  rappresentazioni,  che  fu- 
rono poi  date,  di  una  coppia  di  punti  imaginari  di  una  retta  mediante  due  panti 
reali  lo  svantaggio  di  dover  considerare  sulla  loro  retta  un  terzo  punto  fisso. 

Né  più  rigorosa  certo  dell'  indicata  è  V  altra  definizione  che  dà  Chasles 
di  clementi  imaginari,  considerandoli  come  gli  elementi  doppi  di  un'involuzione 
priva  di  elementi  doppi  ;  definizione,  che  serve  poi  per  introdurre  i  punti  d' in- 
tersezione imaginari  di  una  retta  con  una  conica  (^)  e  che,  usata  anche  più 
tardi  da  altri,  sembra,  ed  a  ragione^  al  prof.  Se  gre  €  assolutamente  da  riget- 
«  tare,  perche  contiene  evidentemente  in  sé  qualche  cosa  di  assurdo;  e  nello  stesso 
«  tempo  introduce  gli  elementi  imaginari  come  una  locuzione  che  non  sta  per 
«  significare  alcun  ente  geometrico.  Essa  rassomiglia  alla  seguente  definizione 
«  che  alcuni  danno  di  una  coppia  di  punti  imaginari  coniugati  di  una  retta  : 
«  la  coppia  dei  punti  d^  intersezione  di  questa  con  un  circolo  che  non  la  in 
«  contri  (^)  ». 

Un'altra  rappresentazione,  che  corrisponde  a  quella  già  usata  da  M  a  e  1  a  a  - 
r  i  n  (') ,  dà  ancora  Chasles  di  una  coppia  di  punti  imaginari  di  una  retta, 
ricorrendo  alla  considerazione  del  cerchio  imaginario  ch'egli,  com'è  noto,  defi- 
nisce come  un  cerchio,  il  quadrato  del  cui  raggio  sia  una  quantità  negativa.  Se 
si  conviene  di  rappresentare  un  cerchio  sifi'atto  con  un  punto  8  situato  sulla  per- 
pendicolare per  il  centro  al  suo  piano  e  ad  una  distanza  da  questo  tale,  che  il 
suo  quadrato  sia  uguale  e  opposto  al  quadrato  del  raggio  del  cerchio  conside- 
rato, si  potranno  rappresentare  i  due  punti  imaginari  d'intersezione  di  una  data 
retta  col  cerchio  mediante  il  punto  S  e  la  retta,  in  quanto  che  allora  saranno 
determinati  il  punto  medio  fra  i  due  punti  imaginari  (punto  d'incontro  della  retta 
col  piano  per  8  ad  essa  perpendicolare;  ed  il  rettangolo  delle  distanze  dei  due 
punti  imaginari  da  un  punto  O  della  retta  (  che  sarà  eguale  al  quadrato  della 
distanza  OS;  {*), 

Come  si  vede,  il  perìodo— illustrato  da  quei  grandi ,  1  cui  nomi  sono  legati 
ai  progressi  della  Geometria  pura  sul  finire  del  secolo  passato   e  nella  prima 


(^)  Chasles— Traete  de  Geometrie  Supérieure,  Paris,  1852,  p.  458  e  p.  541 
(nota;  ;  e  C  h  a  s  1  e  s-IVaité  des  Sections  coniques^  Paris,  1865  ,  p.  9. 

(^)  S  e  g  r  e  —  X«e  coppie  di  elementi  imaginari  nella  Geometria  proiettiva  sin- 
tetica, Ago.  delle  Scienze  di  Torino,  Serie  II,  T.  XXXVIII,  p,  3-4  (nota). 

(^)  Anche  il  P  o  n  e  e  1  e  t  dà ,  in  sostanza ,  di  una  coppia  di  punti  imaginari 
di  una  data  retta  una  rappresentazione  analoga  a  quella  dei  Maolaurin,  ricor- 
rendo per  essa  ai  due  punti  reali  lìmiti  (o  cerchi  limiti^  cerchi  nulli)  del  fascio  di 
cerchi  reali  passanti  per  quella  coppia  di  punti  imaginari  (V.  Traiti  des  propriétis 
projectives  des  figureSf  2.*  ediz..  Voi.  I,  n.®  76). 

(*)  Chasles-  Traile  de  Geometrie  Supérieure,  Cap.  XXXIIl  e  XXXIV. 
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metà  del  secolo  presente— non  si  può  certo  dire  che  abbia  difettato  di  metodi , 
atti  a  dare  una  rappresentazione  reale  di  elementi  imaginari.  Il  male  si  è  che 
in  tutti  questi  metodi  non  si  riscontra  quel  rigore  che  sarebbe  necessario,  par- 
tendosi in  essi  sempre  da  definizioni  vaghe  o  assurde  degli  elementi  imaginari  ; 
i  quali,  in  vece  di  essere  veri  enti,  se  si  eccettuano  le  secanti,  le  corde,  gli 
elementi^  in  una  parola ,  ideali  del  F  o  n  e  e  1  e  t ,  non  sono  altro  che  vane  pa- 
role,  comode  locuzioni,  introdotte  al  solo  scopo  di  generalizzare  proprietà,  evi- 
tando in  esse  soverchie  distinzioni  di  casi.  Si  può,  quindi,  concludere  che  esso 
perìodo ,  se  arricchì  la  Geometria  di  molte  e  belle  proprietà ,  ottenute  in  gran 
parte  con  Tuso  degli  elementi  imaginari ,  non  riusci  a  fornire  alla  scienza,  ben- 
ché vi  si  cimentasse,  la  soluzione  del  problema:  «  dare  degli  elementi  imaginari 
«  una  deflnizioney  sì  che  essi  vengano  ad  essere  veri  enti  e  non  parole  y>. 

Una  soluzione  netta  e  puramente  geometrica  di  un  tale  problema  non  do- 
veva sorgere,  come  vedremo,  che  più  tardi. 

*  * 

Ma  intanto ,  anche  prima  che  Monge,  Carnet,  Poncelet,  Chas- 
1  e  8  facessero  risplendere  la  Geometria  sintetica  di  tutta  la  sua  viva  luce ,  in- 
dipendentemente dalla  face  deir  Analisi,  la  stessa  Analisi  faceva  oggetto  del  suo 
studio  il  problema  in  quistione  con  metodi ,  ai  quali  —  non  ostante  la  loro  im- 
portanza —  la  natura ,  lo  scopo  di  questa  dissertazione  non  possono  concedere 
che  una  rapida  rassegna. 

Fin  dalla  fine  del  secolo  decimosettimo,  il  Wallis  (^)  (e,  più  tardi,  nel  1753, 
il  Ktlhu  (*;  seguiva  il  medesimo  concetto),  dairosservazione  che,  a  seconda  dei 
vari  rapporti  di  grandezza  esistenti  fra  i  dati  di  un  problema  geometrico,  la  ri- 
soluzione algebrica  di  questo  può  portare  a  risultati  reali  od  imaginari,  e  preci- 
samente, se  all'uopo  si  modifica  in  modo  opportuno  la  questione,  può  portare  alla 
considerazione  di  punti  reali  di  una  retta  oppure  di  punti  reali  posti  fuori  della 
retta  stessa,  veniva  condotto  all'  idea  che  le  quantità  reali  e  quelle  imaginarie  si 
potessero  rappresentare  rispettivamente  su  due  rette,  l'una  perpendicolare  all'al- 
tra ;  e ,  per  questo ,  assumeva  come  unità  imaginaria  la  media  proporzionale 
fra   r  unità  positiva   e   V  unità  negativa. 

Al  quale  concetto  uniformandosi,  più  tardi,  nel  1786,  il  Truel  (^)  rap- 
presentava appunto  le  grandezze  imaginarie  su  una  retta  perpendicolare  a  quella, 
sulla  quale  rappresentava   le   grandezze    reali.    Ed    il   B  u  é  e   (^) ,  in   una   Me- 


(*)  Walli8-i4  treatise  of  Algebra,  London,  1685,     Gap.  66-69. 
(*)  'Kuhn  ^  Novi  comm.  acad,  Petropolitanae,  T.  Ili,  p.  170. 
(')  Vedi  C  a  u  e  h  y  —  Exercices  d'Ancdyse  et  de  Phys,  math,^    Voi.  IV,  p.  157* 
(*)  B  u  ó  e  —  Mémoire  sur  les  quantìtés  imaginaireSj  Philosophical  Transactions 
1806,  p.  23-28. 
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moria  intorno  al  medesimo  argomento  comunicata  alla  Società  Reale  di  Londra 
il  20  giugno  del  1805,  provava  che  >/-!,  essendo  una  media  geometrica  fra  +1 
€  —1,  indica  una  retta  perpendicolare  ad  un'altra  nell'origine  dei  segmenti  po- 
sitivi e  negativi  di  quest'ultima. 

Seguendo  i  concetti  dei  loro  predecessori ,  parecchi  anni  più  tardi ,  e  cioè 
nel  1828,  il  Mourey  (*)  in  Francia  e  il  Warren  (*)  in  Inghilterra  comple- 
tavano r  idea  esposta  dal  B  u  é  e  nella  sua  Memoria ,  arrivando  a  quella  stessa 
rappresentazione  dei  numeri  complessi  A  +  Bt  mediante  i  punti  di  un  plano , 
alla  quale  giunse,  com'  è  noto ,  il  Gauss.  Ecco  in  poche  parole ,  il  concetto  , 
per  esempio  del  Warren.  Dopo  aver  osservato  che ,  se  per  più  segmenti  di 
retta  tirati  in  un  piano  da  un  medesimo  punto  si  vuol  tener  calcolo  tanto  della 
lunghezza  quanto  della  direzione ,  la  loro  somma  deve  farsi  con  le  medesime 
regole  che  servono  a  comporre  i  momenti  nella  Dinamica ,  egli  conclude  che , 
per  ciò^  quattro  segmenti  (considerati  in  grandezza  e  direzione)  si  dovranno  dire 
proporzionali,  quando,  proporzionali  essendo  le  loro  lunghezze,  il  quarto  fa  col 
terzo  lo  stesso  angolo  che  il  secondo  col  primo.  Di  qui  segue  che,  se  un  seg- 
mento in  una  direzione  qualunque  si  considera  come  una  quantità  positiva  e, 
quindi,  il  suo  opposto  come  una  quantità  negativa,  un  altro  ad  esso  perpendi- 
colare sarà  la  radice  quadrata  di  una  quantità  negativa^  mentre  un  segmento 
in  direzione  obliqua  rispetto  al  primo  sarà  la  somma  di  una  quantità  positiva  e 
della  radice  quadrata  di  una  quantità  negativa.  Ad  esempio,  poiché  \f^  è  me- 
dia proporzionale  fra  -fi  e  ~1  e,  per  la  definizione  precedente,  una  media  geo- 
metrica dev'essere  egualmente  inclinata  sull'una  e  sull'altra  delle  due  estreme , 
V—  1  sarà  perpendicolare  alla  retta,  sulla  quale  giacciono  +  1  e  —  1 ,  e  la  sua 
lunghezza  assoluta,  essendo  v/-  1  media  proporzionale  fra  h  1  e  —  1  che  hanno 
la  stessa  lunghezza  assoluta  1,  sarà  eguale  anch'essa  ad  1.  Analogamente,  inse- 

4 

rendo  la  media  proporzionale  fra  +  1  e  V— 1  ,  sì  ottiene  la  V— 1 ,  che  sarà  rap- 
presentata da  un  segmento ,  eguale  in  lunghezza  assoluta  ad  1  (valore  assoluto 
comune  delle  lunghezze  di  +  1  e  di  \/— 1) ,  e  inclinato  di  45<»  sul  segmento  -fi. 
E  così  via  ('}. 

Questi  stessi  concetti,  però,  che,  come  ho  detto,  menano  alla  nota  rappre- 
sentazione dei  numeri  complessi  A  +  Bi  mediante  i  punti  di  un  piano— data,  nel 


(*)  M  0  u  r  e  y  —  Zza  vraie  théorìe  dea  quantités  négativea  et  des  quantités  pré- 
tendues  imaginairesj  Paris,  1828. 

(*)  Warren-  Treatiae  on  the  Geometrical  Representation  of  the  Square  Roots 
of  Negative  Quantities,  Cambridge,  1828  ;  oppure  :  Philosophical  Transactions,  1829| 
p.  241  e  p.  339). 

(»;  Cfr.  BuUetin  de  Fertissac,  T.  XIV,  n.o  168,  p.  255. 
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1831,  da  Gauss  (^j— erano  stati  esposti^  anche  prima  che  dal  Warren,  nel 
1806,  dairArgand.  Solo  che  il  lavoro  (*)  di  quost' ultimo  —  non  posto  in  com- 
mercio (^)  e  non  distribuito  che  a  pochissime  persone  (sì  che,  come  s'è  visto, 
il  Mourey  e  il  Warren  giungevano  più  tardi  agli  stessi  risultati,  ignoran- 
done r  esistenza)-non  venne  a  conoscenza  del  pubblico  se  non  dopo  una  Nota 
intorno  allo  stesso  argomento,  inserita  dal  Fran9ais  negli  Annales  de  Ger- 
gonne  (*) ,  alla  quale  T  A  r  g  a  n  d  stesso  fece  seguire  due  Memorie  nei  mede- 
simi Annales  (T.  IV,  p.  133  e  T.  V,  p.  197).  Sicché,  in  sostanza  «  Der  erste , 
«  welcher  die  Darstellung  der  imaginàren  ZàhXen  (A  +  Bi)  durch  Punkte  einer 
«  Ebene  und  die  entsprechende  geometrische  Addition  und  Multiplication  lehrte^ 
«   war  A  r  g  a  n  d  (*)  ». 

Al  Gauss  per  altro  spetta  il  merito  grandissimo  di  aver  avvalorato ,  pro- 
pugnato e  resi  più  famigliari  i  concetti  dell'A  r  g  a  n  d  ,  i  quali ,  come  scrive 
1'  H  0  a  e  1  (®)  «  ...  furent  le  point  de  départ  de  la  Théorie  dea  quaternions  d'H  a- 
«  m  i  1 1  o  n^  tandis  que,  en  Italie,  M.  B  e  1 1  a  v  i  t  i  s  les  retrouvait  de  san  coté, 
<c  et  fondali  sur  leur  développement  sa  méthode  des  équipollences.  En  Frante, 
K  on  continua  à  refaire  le  travail  d'  A  r  g  a  n  d,  sans  y  rien  ajouter  d*  essentiel, 
«  jusqu*au  jour  oit  C  a  u  e  h  y  adopta  cette  théorie,  et  V exposa  dans  ses  Exer- 


(*)  Gauss  —  Anzeige  zur  «  Theoria  residuorum  hiquadraticorum^  Commentatio 
secunda,  G5ttingen,  1831. 

(^)  A  r  g  a  n  d  —  Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités  imaginai- 
7*es  dans  les  constructions  géométriques,  Paris,  1874  (2.»  Edizione). 

(*)  A  r  g  a  n  d  —  Opera  citata,  p.  77. 

(*)  Pranpais  —  Nouveaux  principes  de  Geometrie  de  position ,  et  interpré- 
tation  géométrique  des  symholes  imaginaireSf  Annales  de  Gergonne,  T.  IV,  1813-14, 
p.  61.  In  questa  Memoria  il  FrauQais  espone  gli  stessi  concetti  dell'A  r  g  a  n  d^ 
dichiarando  di  averne  scoperto  il  fondamento  in  una  lettera  (scritta  a  suo  fratello 
da  L  e  g  e  u  d  r  e,  il  qaale  ne  parla  come  di  comunicazione  avuta  da  altri)  e  invi- 
tando il  vero  creatore  a  mettere  in  luce  il  suo  lavoro. 

(^)  H  a  n  k  e  1  —  Vorlesungen  Uber  die  complexen  Zahlen  und  ihre  IkincHonen, 
Leipzig,  1867,  parte  I,  §  22. 

Anche  il  Klein  nel  suo  lavoro  <c  Einleitung  in  die  geometrische  Functionen- 
theorie  »  (Leipzig,  1880-81),  a  p.  1-2  scrive  a  questo  proposito  :  «  Man  fuhrt  disse 
Art  der  Darstellung  Juiufig  auf  Gauss  zurilck»  Zweifellos  hot  Gauss  sie  schon 
bei  Abfassung  seiner  Dissertation  (1799)  gekannt.  Wenri  man  aber  auf  wirkliche 
Veróffentlichungen  EUchsicht  nimmtj  so  hat  Gauss  nur  das  Verdiens ,  sie  durch 
seine  Autoritàt  zum  Gemeingut  der  Mathematiker  gemacht  zu  haben  ,  denn  schon 
vor  Gauss  hat  sie  A  r  g  a  n  d  in  Gergonne' s  Annalen  gegeben  ». 

(•)  A  r  g  a  n  d  -  Opera  citata^  Prefazione. 


Digitized  by 


Google 


—  254  — 

«  cices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématiqne  (*),  avec  des  indications  histo- 
«  riques  complètes,  en  rendant  pleine  justice  au  mériie  d'A  r  g  a  n  d  ». 

A  proposito  di  C  a  u  e  h  y,  lo  stesso  H  o  ti  e  1,  dopo  aver  osservato  che  i  con- 
cetti d'Argand  ebbero  per  risultato  la  «  ...  création  de  nouveìles  méthodea  de 
«  Geometrie  analytique,  parmi  lesquelles  il  svfflra  de  citer  celles  de  M  6  b  i  u  s , 
«  de  Bellavitis,  de  Hamilton,  de  Orassmann  »,  e,  dopo  aver  messo 
in  chiara  luce  l'importanza  e  semplicitit  della  rappresentazione  d'Argand  — 
Gauss,  dice  :  «  Dèa  ìorsj  les  beaiix  résuìtats^  que  C  a  u  e  h  y  devait  d4couvrir 
«  par  des  prodi ges  de  puissance  analytique  ,  allaient  se  traduire  par  des  con- 
«  structions  géométriques  parìants  aux  yeux,  et  la  discussion  des  formules  deve- 
«  nait  un  prohlème  simpìe  de  la  Geometrie  de  situation,  doni  Riemann  a  plus 
«   tard  complète  la  solution  ». 

Qui  appunto  sarebbe  debito  di  giustizia,— nonché,  a  parer  mio,  lavoro  di  qual- 
che utilità,— ch'io  mi  occupassi,  e  piuttosto  a  lungo,  dei  metodi  dei  baricentri  di 
M  5  b  i  u  s  (  ^,  delle  equipollenze  di  B  e  1 1  a  v  i  t  i  s  (') ,  dei  quaternioni  dì  H  a- 
m  i  1 1  o  n  (*) ,  come  pure  di  quello  di  G  r  a  s  s  m  a  n  n  (*) ,  che  comprende  in 
gran  parte  i  precedenti ,  non  fosse  altro  che  per  mettere  in  rilievo  l' impor- 
tanza sempre  crescente  ch'essi,  e  specialmente  l'ultimo,  vanno  acquistando  mercè 
le  svariate  applicazioni  alle  quali  si  prestano  (^).  Un  tale  compito,  però,  mi  por- 


0)  C  a  u  e  h  y  -  Exercices  d'Analyse  et  de  Phys.  math.  T.,  IV,  1847  ,  p.  157. 
(Questo  è  riprodotto  anche  nelle  Mémoires  de  V  Académìe  des  sciences,  T.  XXII , 
1850,  p.  131-180). 

(2)  MObiuB  -  Der  Barycentrische  Calcul,  Leipzig,  ÌB27;  ^Ueber  die  Zusam- 
mensetzung  gerader  linien,  ecc.  1844;  Ges,  Werke,  Bd.  I,  p.  601. 

{^)  Bellavitis  —  Metodo  delle  equipollenze ,  Annali  delle  Scienze  del  Regno 
Lombardo-Veneto,  Voi.  II,  1832  e  Voi.  V,  1835  e  Voi.  VII,  ISZl]-  Esposizione  del 
metodo  delle  equipollenze,  Memorie  della  Società  delle  Scienze  residente  a  Modena, 
T.  XXV,  parte  2.*,  ISò-k'^-  Sulle  origini  del  metodo  delle  equipollenze^  Memorie  del- 
l'Istituto Veneto,  Voi.  XIX,  1876;— -Eacpo««7i'on  de  la  Méthode  des  équipollences,  Tra- 
duit  de  Titalien  par  C.  A.  L  a  i  s  a  n  t,  Paris,  1874.  Cfr.  anche  :  L  a  i  s  a  n  t  -  Theo- 
rie  et  applications  des  équipollences,    Paris,  1887. 

(*)  Hamilton—  Lectures  on  Quaternions,  Dublin,  1853;— £Zemew<c  der  Qua- 
ternionen,  Deutsch  von  Gian,  Leipzig,  1882.  —  Vedi  anche  :  Laisant-  Introduc- 
tion  a  la  méthode  des  quaternionSf  Paris,  1881. 

(*)  Grassmann  -  Ausdehnungslehre^  Leipzig,  1844.  Cfr.  pure  :  H  a  n  k  e  1  — 
Opera  citata. 

(*)  Applicazioni  più  o  meno  ampie  di  queste  teorie  -  le  quali  presentano  note- 
voli vantaggi  anche  dal  iato  didattico ,  si  nel  campo  delle  matematiche  pure  che  in 
quello  delle  matematiche  applicate  -  già  le  troviamo  nel  Cours  de  Calcul  infinitési- 
mal  (1878)  deirilotiel,  nel  Corso  di  meccanica  del  Somoff  (V.  p.  e.  la  tradu- 
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tcrebbe  troppo  fuori  dei  limiti  ch'io  mi  sono  imposti  in  questa  trattazione.  Si  che, 
senza  rinunziarvi  completamente,  ma  ripromettendomi,  anzi,  di  ritornare  suU'ar- 
gromento  in  altro  mio  lavoro  con  tutta  queirestensione  che  i  metodi  in  discorso 
meritano,  mi  limiterò  per  ora  a  citare  ancora  a  questo  riguardo,  oltre  quelli  già 
ricordati  di  Gauss,  Mòbius,  Bellavltis,  Cauchy,  Hamilton, 
Grassmann,  Riemann,  (^),  HoUel,  Hankel,  i  nomi  di  Leib- 
niz (^  —  al  quale  si  deve  un  primo  tentativo  di  quel  calcolo  geometrico ,  che 
doveva  poi  cogli  illustri  suoi  successori  sopra  nominati  giungere  a  tanta  altezza— 
di  W  e  8  s  e  1  (')  -  che  in  suo  lavoro  sul  Significato  analitico  della  direzione  aveva 


zione  tedesca  :  Theoretiscke  Mechaniky  1 878,  del  Z  i  w  e  t)  nella  Theorie  der  Berne- 
gung  und  der  Krdfte  (2.^  ediz.,  1879)  dello  Schell^  e  in  molti  altri  lavori ,  pa- 
recchi dei  quali  dovuti  agli  stessi  Qrassmann  e  Hamilton,  che  non  mi  di- 
lungherò qiQ  a  citare  ;  compiacendomi  però  di  ricordare  ancora,  tra  i  più  recenti  : 

Peano  —  Applicazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale^  Torino,  1887;  — 
Calcolo  geometrico  secondo  Z'Ausdehnangslehre  (ft  H.  G  r  a  s  s  m  a  n  n,  Torino,  1888;— 
Gli  elementi  di  calcolo  geometrico^  Torino,  1891  tdi  cui  esiste  anche  una  traduzione 
in  tedesco,  Leipzig,  1891):  —  Saggio  di  calcolo  geometrico^  Accademia  reale  delle 
Scienze  di  Torino,  Voi.  XXXI,  1895-96. 

Castellano  -  Lezioni  di  Meccanica  razionale^  Torino,  1894. 

Burali-Forti  —  //  metodo  del  Grassmann  nella  Geometria  projettiva^ 
Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  T.  X ,  1896. 

(^)  È  noto  come  il  Riemann  (e  cju  lui  il  N  e  u  m  a  n  n) ,  studiando  le  fun- 
zioni di  una  variabile  complessa  x  -k-  yi^z  ^  alla  rappresentazione  piana  di  A  r- 
gand'-Gauss  per  la  variabile  z  (rappresentazione  che  per  z  =  od  non  presenta 
più  il  carattere  di  corrispondenza  univoca  fra  i  valori  della  variabile  e  1  punti  del 
piano,  facendo  essa  a  e  =  od  corrispondere  tutti  i  punti  all'infinito  del  piano)  abbia 
sostituito  un'altra  rappresentazione,  ottenuta  da  quella  mediante  proiezione  stereo- 
grafica, e  precisamente  una  rappresentazione  coi  punti  di  una  superficie  sferica  di 
raggio  finito.  E  noto  pure  come  da  questo  concetto,  che  presenta  precisamente  il 
notevole  vantaggio  d'una  rappresentazione  univoca  per  ogni  valore  della  variabile 
z  (Compreso  z=  od),  il  Riemann  sia  poi  passato,  nello  studio  delle  funzioni  plu- 
rivoche,  a  distendere  la  variabile,  anziché  su  una  sfera  ordinaria,  su  una  sfera  a 
più  strati,  dando  alla  scienza  la  felice  creazione  di  quelle  superficie  che  portano 
appunto  il  suo  nome. 

O  Leibnizens-Afa^A.  Schriften^  Berlin,  1849,  T.  II,  p.  17  e  T.  V,  p.  183. 

(•jCaspar  Wessel  —  Om  Direktionens  analytiske  Betegning ,  et  Forsog , 
anvendt  fornemmelig  til  piane  og  sphaeriske  Polygoners  Oplosning  ,  Voi.  V  delle 
^  Nye  Samling  a/  det  Eongelige  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter  ^  (Me- 
morie della  Beale  Accademia  di  scienze  e  lettere  di  Danimarca,  2*  serie),  1799.— 
Questa  Memoria,  presentata  airAccademia  delle  Scienze  di  Copenaghen  il  10  mar* 
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fin  dal  secolo  scorso  esposto  i  concetti,  ai  qaali  pifi  tardi  s'informava  il  metodo 
di  Hamilton  0,-di  Peacòck  (»;,  Vallès  (»),  Paure  (*),  Saint-Ve- 
n  ant  (*;,  Scheffler  («;,  DrobischO,  Siebeck  («),  Dillner(«), 
T  r  a  n  8  o  n  (^%  Marie  ("),  Tarry,  Molembroek,  Evrard,  ecc.  ecc.; 


zo  1 797  e  stampata  nel  1798,  fu  quest'anno^  in  occasione  del  suo  centenario ,  tra- 
dotta in  francese  per  cura  dell'Accademia  stessa.  Cfr.  anche:  C.  Juel—  Rtdtgjo- 
relse  for  en  Afhandling  af  Landmaaler  Caspar  Wessel  fra  1799 ,  Tidskrift  for 
Math.,  T.  VI,  1895. 

Al  Chiarissimo  Prof.  Juel  deirUniversit&  di  Copenaghen  mi  sia  qui  concesso 
di  rendere  pubbliche  grazie  per  gli  schiarimenti  da  lui  gentilmente  foruitimi  in- 
torno alla  Memoria  del  Wessel  prima  che  questa  avesse  Tonore  della  traduzione 
francese. 

Q)  Il  T  h  ì  e  1  e  ;  nella  sua  Prefazione  alla  detta  Traduzione  francese  della  Me- 
moria  del  Wessel  (Essai  sur  la  représentation  analytique  de  la  direction ,  Co- 
penhague,  1897);  mostra  appunto  come  il  lavoro  di  questo  scienziato  -  rimasto  nel 
dimenticatoio  per  un  secolo  circa  —  ,  certo  meno  dettagliato  dei  poderosi  lavori  di 
Hamilton,  si  potrebbe  sviluppare  in  una  teoria  completa  dei  quaternioni,  con- 
cludendo che  ^  nous  n^avons  qu'à  continuer  comme  il  avait  si  bien  commencé  pour 
^  arriver  au  calcul  compiei  des  quaternions  de  la  manière  la  plus  naturelle  et  la 
"  plus  simple  „. 

(*)  PeacCck  —  ///  JReport  of  the  soc,  fur  the  advancement  of  science,  1833 , 
p.  185. 

(*)  Vallès  —  Études  philosophiqnes  sur  la  science  du  calcul ,  Paris ,  1841  ;— 
Des  formes  imaginaires  en  algebre,  Paris,  1869-1876. 

(*J  Paure  —  Essai  sur  la  théorie  et  V  interprétation  des  quantités  dites  ima- 
ginaireSj  Paris,  1856. 

(*)  Saint-Venant-Comptes  rendus,  T.  XXI,  1845,  p.  620. 

(*)  Scheffler-  Ueber  d,  Verhàltniss  d,  Arith.  zur  Oeom. ,  in's  Bes.  nber 
die  Oeom,  Bedeutung  d.  imag,  ZaMen,  Braunschweig,  1846. 

(')  Drobisch—  Ueber  die  geom.  Construction  der  imag,  OrOssen,  In  den 
Ber.  der  K6n.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss. ,  Leipzig,  1848,  Voi.  II,  p.  171. 

(*)  Siebeck  —  Représentation  graphique  des  fonctions  imaginaires^  Journal 
des  math.,  1858. 

(•)  D  i  1 1  n  e  r  —  Versuch  einer  neuen  Entwicklung  der  Hamilton  *schen  MeihodCj 
genannt  ^Calculus  of  Quaternions:>f  Mathematische  Annalen,  Voi.  XI,  1877,  p.  168. 

^10)  Transon^ Application  de  V Algebre  directive  à  la  ff éo mé<ri«,  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  2»  Serie,  T.  VII ,  1868 ,  p.  145,  p.  193  e  p.  241.  Lo 
stesso  autore  in  un'altra  sua  memoria,  inserita  nel  Bulletin  de  la  Società  philoma" 
tique  (1864,  p.  61),  aveva  riassunto  le  ricerche  dei  suoi  predecessori. 

i}^)  Il  Marie  pubblicò  un'  opera  -  Théorie  des  fonctions  de  variables  ima* 
ginaires ,   Paris ,    1874-75  ;  -  nella   quale   diede   la  rappresentazione  d'  una  solu- 
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il  qnale  ultìmO;  nel  1891 ,  raccolse  nella  sua  Théorie  dea  acceptions  i  concetti 
espressi  in  vari  lavori  inediti  dall'abate  George,  che  costituiscono  un  tenta- 


zione imaginaria    (ce  =  a  +  P  >/—  1    ,   y  =  a'  +  g'  >/- 1)  di  un  equazione  f{x  y)  =  0. 
Il  concetto  che  informa  questa  rappresentazione  è  riassunto  dall'autore  nel  3<>  volume 

della  sua  opera  (a  p.  118):  «  Pour  mai  ^  la  solution  (a:=a+P  V— 1'  2/=* +&  V— l) 
"  représente  le  point  (a:=a  +  p  ,  y  =  a'+  f).  On  parvient  de  V  origine  à  ce  point 
"  en  décrivant  la  diagonale  du  chemin  brisé  doni  les  còtés  parallèles  aux  axes  se- 
"  raient  a  et  aJ  j  et  ensuite  celle  du  chemin  brisé  dont  les  còtés  seraient  f  et  P'  > 
In  tal  modo,  però,  il  Marie,  come  l' E  v  r  a  r  d  osserva  nella  sua  Théorie  des  ac- 
ceptions ,  veniva  a  considerare  la  questione  da  un  punto  di  vista  troppo  limitato, 
non  volendo,  contrariamente  a  quanto  gli  aveva  scritto  il  B  o  u  r,  porre  hors  du  pian 
ce  que  Von  demandait  de  construire  dans  le  plan^  non  volendo  cioè  costruire,  come 
suggeriva  il  B  o  u  r ,  la  prima  diagonale  j  reale  y  uIbI  piano,  e  l' altra ,  imaginaria, 
perpendicolarmente  al  piano  stesso.  "  Un'equazione  fra  due  variàbili  f  (xy)  =  0  ;,, 
scrive  l'Evrard,  "  non  rappresenta  soltanto  una  curva  situata  nel  piano  oriz- 
"  zoritale,  ma  anche  un  cilindro ,  di  cui  tale  curva  è  la  direttrice  e  le  cui  genera- 
**  triei  sono  parallele  alVasse  delle  z.  Questa  stessa  curva  può,  ancora  più  general» 
"  mente,  riguardarsi  come  Vintersezione  con  un  piano  di  un'infinità  di  superficie , 
^  la  cui  equazione  F(xy  z)  =.0  sia  tale  da  ridursi  ad  f(xy)  =  0  per  un  valore  par- 
"  ticolare  di  z.  Sicché  una  soluzione  imaginaria  di  {£)  è  nello  stesso  tempo  soluzione 
^  imaginaria  di  (F)  „• 

Ed  altrove  pure  —  cioè  dapprima  in  un  suo  discorso  e  poi  ,  molto  più  tardi , 
nella  sua  Memoria  Béalisation  et  usdge  des  formes  imaginaires  en  Geometrie  (Nou- 
velles  Annales  de  Mathématiques,  3*  Serie,  T.  IX,  1890)— si  occupò  il  Marie  del- 
l'interpretazione geometrica  delle  soluzioni  imaginarie  di  un'equazione.  E  ciò  fece , 
partendo  dalla  considerazione  di  due  curve  (coniugate  Tuna  dell'altra,  per  esempio 
il  cerchio  e  l'iperbole  equilatera)  tali  che  gli  stessi  valori  dell'ascissa,  che  rendono 
l'ordinata  imaginaria  per  una  di  esse,  la  rendano  reale  per  l'altra,  e  servendosi 
delle  proprietà  di  una  di  tali  curve  per  dedurne  immediatamente  le  proprietà  del- 
^'  altra. 

A  proposito  della  quale  interpretazione,  il  T  e  r  q  u  e  m,  ponendone  in  dubbio 
l'importanza  e  l'utilità ,  scriveva  nei  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (1843 , 
p,  551)  :  **  (fest  en  cela  que  consiste  Vinterprétation  des  solutions  imaginaires  \  oit 
est  le  merveilleuse  de  cette  interprétatioìi?  ...  „  Né  una  tale  interpretazione  era,  nel 
concetto,  originale  ;  in  quanto  che,  come  s'è  visto,  l'idea  di  servirsi  di  coniche  co- 
niugate per  dedurne  le  proprietà  dell'  una  da  quelle  dell'  altra  (idea  che  anche  il 
P  0  n  e  e  1  e  t  aveva  estrinsecata  con  lo  studio  delle  coniche  supplementari)  era  già 
scaturita,  più  di  duemila  anni  prima,  dalla  mente  del  Geometra  di  Porga. 

E  le  coniche  coniugate  furono  anche  oggetto  di  studio  del  T  a  r  r  y,  il  quale  in 
parecchi  suoi  lavori  (e,  precisamente,  dapprima  nella  Représentation  géométrique 
des  coniques  et  quadriques  imaginaires,  Paris ,  1886 ,  e  poi  in  altre  Memorie  pub- 
blicate negli  anni  1888,  1889,  1890  dall'  Association  Fran^aise  pour  V  avancement 
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tivo— nuli*  altro  che  un  tentativo— di  giungere  ai  risultati,  così  felicemente  e  rigo- 
rosamente ottenuti  dall'Hamilton  col  suo  fecondo  metodo  dei  quaternioni (^). 

{continua) 


dee  Sciences)  trattò  degli  elementi  imagìnari  nella  geometria,  non  ritrovando,  però, 
per  essi  che  rappresentazioni  già  note  ;  come  provano:  la  definizione  di  coppia  di 
punti  imaginari  d'una  retta- data  nella  sopra  citata  Memoria  del  1886  seguendo  lo 
stesso  principio  delle  corde  ideali  del  Poncelet;-la  definizione  di  un  punto  ima- 
ginario  d'una  retta  mediante  due  punti  reali  considerati  in  un  determinato  ordine— 
data  nella  Memoria  sopra  detta  del  1887  {Essai  sur  la  Geometrie  des  figures  ima- 
ginaires)  e  nella  quale,  a  mio  avviso,  si  riscontra  un  caso  particolare  della  rappre- 
sentazione armonica j  proposta,  come  vedremo^  molto  tempo  prima  dallo  Stand  t— ; 
e,  in  fine,  le  rappresentazioni,  cpn tenute  nelle  altre  memorie,  nelle  quali  come  os- 
serva lo  stesso  T  a  r  r  y  ,  si  riottengono  i  risultati  del  Marie  e  quelli ,  che  vedre- 
mo in  seguito,  del  L  a  g  u  e  r  r  e. 

Ai  risultati  di  quest'ultimo  giunse  più  tardi  per  altra  via  e^  come  pare,  senza 
conoscere  affatto  la  Memoria  del  Laguerre,  anche  il  Molembroek  nella  sua 
Memoria  «  Sur  la  représentation  géométrique  des  points  imaginaires  dans  V  espace 
(Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ,  ottobre  1891 ,  p.  434).  Questa  rappresenta- 
zione geometrica- che  il  Molembroek  espone  sia  appoggiandosi  alla  Teoria  dei 
quaternioni  di  Hamilton,  mediante  la  quale  realmente  vi  pervenne,  sia  con  un 
altro  metodo  suggeritogli  dal  Korteweg  di  Amsterdam— fu  poi  dall'Autore  stesso 
riprodotta  nel  Voi.  XIX  dei  Nieuw  Archief  {^Over  de  meetkundige  voorstelling  van 
imaginaire  punten  in  der  ruimte»f  p.  113-131).  Essa  che,  come  le  analoghe  rappre- 
sentazioni del  L  a  g  u  e  r  r  e,  del  T  a  r  r  y,  ecc ,  richiama  tosto  alla  mente  quella  cor- 
rispondente dello  C  h  a  s  l  e  s ,  pone  a  rappresentante  di  un  punto  imaginario  qua- 
lunque dello  spazio  (di  un  punto,  cioè,  le  cui  coordinate  rispetto  a  tre  assi  carte- 
siani siano  numeri  imaginari)  un  cerchio ,  la  cui  circonferenza  sia  descritta  in  un 

determinato  senso.  Se  x^  +  acg  \/-l  ,  yi  -r  y^  V^  ,  ^i  +  ^a  >/— 1  so^o  1®  coordi- 
nate del  punto  P,  di  cui  si  tratta,  rispetto  a  tre  assi  cartesiani  ortogonali,  allora  il 
cerchio,  posto  in  un  piano  perpeadicolare  alla  retta  {normale  del  punto  imagina- 
rio) che  congiunge  Torigine  O  delle  coordinate  col  punto  P2{^$yt^t)  ©  avente  per 
centro  il  punto  PiCxj  y^  Zj)  e  raggio  il  segmento  OR,,  rappresenta  tanto  il  punto 
P  (aj,  4-acj  V-l|—)  quanto  il  suo  punto  imaginario  coniugato  Q{x^  —  x^  V— 1  ,.-); 
e  ciò  corrispondentemente  ai  due  sensi,  nei  quali  la  sua  circonferenza  può  esaere 
descrìtta.  Per  distinguere  Tun  punto  imaginario  dal  suo  coniugato,  si  può  convenire 
che ,  detto  polo  del  punto  P  il  punto  (x^  +  Xj  ,  .  .  •)  i  il  cerchio  rappresentativo  si 
imagini  sempre  descritto  nel  senso  che,  visto  dal  polo  del  punto  rappresentato,  sia 
quello  delle  lancette  di  un  orologio. 

{^)  E  V  r  a  r  d.  -  Mémoire  sur  V  interprétation  des  symholes  dits  imaginaires  cu 
Théorie  des  acceptions^  Paris  1891. 


Digitized  by 


Google 


SUI    PRODOTTI    INFINITI 


NOTA 


DEL 


Doti.  V.  DE  PASQUALE  in  Messina. 


In  questo  breve  scritto  mi  propongo  di  dare  una  nuova  dimostrazione  del 
seguente  teorema  generale  : 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  un  prodotto  infinito  Tl(\-\-h^y  dove 
le  b^  sono  numeri  qualunque  reali  o  complessi  y  sia  convergente  assolutamente 
verso  un  limite  non  nullo,  è  che  sia  convergente  assolutamente  la  seHe  Sb„. 

Di  questo  teorema  esistono  dimostrazioni  in  vari  trattati  ;  p.  es.  Jordan 
Cours  d'Analyse,  T.  I  pag.  308-309  (2»  ed.);  Stolz,  Vorlesungen  tlber  allge- 
meine  Arithmetik.  In  ambi  questi  trattati  però  la  dimostrazione  si  fonda  su  con- 
siderazioni che  non  sono  le  più  naturali,  come  sarebbero  la  teoria  dei  logaritmi 
con  lo  sviluppo  in  serie  di  log  (1  +  ce),  ecc. 

Altri  scrittori  si  sono  occupati  di  dare  delle  dimostrazioni  elementari  del 
medesimo  teorema;  ma  essi  hanno  dovuto  cambiare  la  definizione  comune  di 
prodotto  infinito  assolutamente  convergente  (*).  Si  potrebbe  perciò  consultare  la 
classica' Memoria  del  prof.  S.  Pincherle  «  Saggio  di  una  introduzione  alla 
teoria  delle  funzioni  analitiche  secondo  i  principii  di  C.  W  e  i  e  r  s  t  r  a  s  s  »  in- 
serita nel  XVIII  volume  del  Giornale  di  Battaglini  1880  ;  come  pure  il  pri- 
mo volume  dell'opera  «  Éléments  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  par  T  an- 
nery  et  Molk  ».  Paris  Gauthier-Villars  1893. 


(*)  Indicando  con  P^  il  prodotto  dei  primi  n  termini  di  IT(l-f-6„),  noi  diremo 
che  questo  prodotto  infinito  è  convergente  assolutamente  quando  esiste  lim  P  ,    in- 

dipendentemente  dall'ordine  in  cui  si  succedono  i  fattori  di  11(1  -\-  ft^J,  e  questo  li- 
mite è  finito. 
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La  nostra  dimostrazione,  senza  presupporre  la  teoria  dei  logaritmi,  si  fonda 
sulle  proposizioni  più  elementari  della  teoria  dei  limiti  e  delle  serie  a  termini 
numerici.  Ora  noi  crediamo  che  ciò  sia  molto  utile  per  i  corsi  ordinari  di  Ana- 
lisi algebrica;  poiché  in  questi,  dopo  avere  generalizzato  colle  serie  il  concetto 
di  somma ,  si  può  passare  subito  coi  prodotti  infiniti  alla  generalizzazione  del 
concetto  di  prodotto ,  e  quindi  colle  frazioni  continue  a  quella  del  concetto  di 
quoziente,  senza  aspettare  di  svolgere  la  teoria  dei  logaritmi  collo  sviluppo  in 
serie  di  log  (1  +  ac),  né  aver  bisogno  di  cambiare  la  definizione  comune  di  pro- 
dotto infinito  assolutamente  convergente. 

Noi  supporremo  il  teorema  in  discorso  dimostrato  nel  caso  particolare  che 
le  h^  siano  numeri  positivi,  e  per  questo  rimandiamo  il  cortese  lettore  alla  pre- 
gevolissima Analisi  Algebrica  del  prof.  S.  Pincherle  (♦). 

Però,  siccome  Tillustre  autore,  in  questa  sua  opera,  si  arresta  alla  semplice 
convergenza  di  11(1  +  b^)  supposto  lò„  convergente,  noi  vogliamo  in  primo  luogo 
dimostrare  che  questo  prodotto  infinito ,  il  cui  valore  indichiamo  con  P,  è  as- 
solutamente convergente. 

Infatti  ordiniamone  i  termini  in  modo  arbitrario,  talché  la  successione  b^, 
62  ,  &3  ;  .  • .  divenga  &i' ,  ^2'  >  ^s'  ;  •  •  •  ®  indichiamo  con  P^'  il  prodotto  dei  primi 
m  termini  del  nuovo  prodotto  infinito. 

Essendo  tanto  le  b^  quanto  le  bj  numeri  positivi,  é  chiaro  che  tanto  le  P^ 
quanto  le  P^'  saranno  numeri  crescenti  inferiori  a  P  ;  quindi  le  P„^'  tendono  ad 
un  limite,  il  quale  non  potrà  superare  P.  Inoltre,  poiché  P^  ha  per  limite  P,  si 
potrà  trovare  un  valore  v  di  n  tale  che  da  esso  in  avanti  si  abbia  : 

P  -  Pv  <  6 

con  e  positivo  piccolo  ad  arbitrio.  Ora  consideriamo  per  m  un  valore  \k  talmente 
grande  ohe  Pj^'  contenga  tutti  i  termini  di  P^. 
Sarà  allora 


onde  a  fortiori 


P  '  >  P 


P-P/<E 


e  questo  ci  dice  che  P„'  come  P^  ha  per  limite  P.        e.  v.  d. 

Ciò  posto  andiamo  al  caso  generale  oggetto  della  presente  Nota. 

1.0  La  condizione  é  necessaria. 

Posto  infatti  b^^p^-\-qJ,  si  osservi  che  essendo  11(1  +  6^)  convergente 


(♦)  Manuale  H  o  e  p  1  i  CXLl. 
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solutamente ,  lo  saranno  il  prodotto  n>/(l+i?^)*+g»*  e  la  serie  Xarctang—^ 

1  -h 

Inoltre  per  la  convergenza  di  11(1  +  ft^)  dovendo  essere,  come  è  noto, 


lina  6^  =  0 ,    cioè    lim  p^  =  0    e    lim  5^»  =  0 , 

— —  ns3»  — ~" 


^n     . 


tanga 


sarà  lim    ^"^    =  0  ;  e  poiché  si  ha  dalla  trigonometria  lim  — ^  =  1  ,   si    potrà 

fl=aol4-p^  «-0        a 

trovare  un  numero  intero  positivo  M  tale  che  si  abbia 


i+;>r 


<M. 


are  tang 


1  ^Pf^ 


Segue  da  ciò  che  la  serie 


è  convergente,  poiché  i  suoi  termini  si  ottengono  dalla  serie  convergente 


2j  are  tang —^ 


1+Pn 


colla  moltiplicazione  per  i  numeri 


9» 

are  tang  — ^2— 
1  + 1'« 

tutti  minori  del  numero  fisso  M. 

Ciò  premesso  si  osservi  che,  essendo  limp^  =0  si  avrà  che,  fissato  >j  positivo 

piccolo  ad  arbitrio,  sarà  da  un  certo  indice  n  in  avanti  li?^  |  <  i]  ;  ne  segue 


i+i>j    i+>j 


qaindi,  essendo  convergente  ^  li^~  »  ^°  *  anche  ^j  -t \  9n\>  opperò  an- 
che r  I  9,  |. 
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Di  più  si  ha 


Ora  essendo  convergente  ^        **      i  lo  è  anche  ^  (    y"     j  ;   ne  segue 
che  pel  precedente  caso  (il  caso  cioè  delle  h^  positive)  è  convergente 


n  ('  -  i^j)  e  -.  P-  n  ^1 .  (^_y, 

ma  anche  II  V  (1  + 1?»)*  +  9n  ^  convergente,  quindi,  per  nn  noto  teorema  sui  li- 
mili, lo  è  n(l  4-i?n);  ®^  ^^2^  lo  è  indipendentemente  dall'ordine  dei  fattori. 

Indichiamo  per  un  istante  con  p\  le  p^  positive  e  con  jt?"^  le  negative;  i 
prodotti  IT(1  '\-  p^rò  »  11(1  "^P'^n)  saranno,  pel  caso  precedente,  convergenti,  quindi 
lo  saranno  le  serie  Ip'ny  ^p"n  ®  conseguentemente  Ip^, 

Con  ciò  resta  provato  che  sono  convergenti  assolutamente  Ip^  e  X^^^,  e 
quindi  anche  I(|?„  +  q^i) ,  cioè  2  6^. 

2.0  La  condizione  è  sufficiente. 
Infatti  posto 

9o-^    1    9l  —  h      ì      ^8  =  ^S  +  ^1  ^8    >   ^S  =  ^8  +  ^1  ^8  +  ^1  *2  ^3  >  •  '  • 

dove  in  generale  g^  si  forma  moltiplicando  tutte  le  g  precedenti  per  b^  e  som- 
mando poscia  i  risultati,  si  ha 


p«=£ 


Ora  essendo  £  h^  convergente  assolutamente,  sarà  convergente  la  serie  a  ter- 
mini positivi  S 1 6„  I  ,  e  quindi,  pel  caso  precedente ,  anche  il  prodotto  infinito 
II  (  1  H-  I  6^  I  ) ,  cioè  la  serie  IL  g'^ ,  dove  g\  si  compone  coi  moduli  delle  b  come 
g^  si  compone  colle  b. 

Inoltre,  poiché  per  noti  teoremi  sui  moduli  dei  numeri,  è 

\9n\<  9'n 

la  serie  ^Ig^l  sarà  convergente  e  quindi  convergente  2^^,  cioè  II (1  +  6^). 
Tale  prodotto  infinito  è  inoltre  convergente  assolutamente. 
Supponiamo  infatti  di  alterare  comunque  l'ordine  dei  fattori,  per  modo  che 
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dalla  serie  convergente  £|Z>^|  si  ottenga  l'altra  pure  convergente  2|c^|.  Allora 
il  prodotto  infinito  Q'=  n(  1  +  |  c^|  )  sarà  convergente.  Indichiamo  con  Q„  il  pro- 
dotto dei  primi  n  fattori  del  prodotto  infinito  Q  =  fi  (1  +  c^)  il  quale  risulta  pure 
convergente  essendolo  I|c^|. 

Bisogna  far  vedere  che  P  =  Q. 

Poiché;  pel  precedente  caso,  i  due  prodotti  infiniti. 

P'  =  II(1  +  |6J)     ,     Q'=n(l  +  |cJ) 

hanno  lo  stesso  valore,  avremo  che,  fissato  un  numero  positivo  s  piccolo  finché 
si  vuole,  esisterà  un  intero  positivo  h  tale  che  per  r  >  h,  s  >  h  ai  abbia 

(1)  |Q/-P.'|<e. 

Ora,  sapposto  r  abbastanza  grande  perchè  tatti  i  fattori  che  figarano  in  F, 
figarino  anche  in  Q,,  si  avrà,  indicando  con  1  +1^  ,  1  +  i,  ,  1  +  fj,  ...  i  fattori 
che,  per  avventara,  entrano  in  Q,.  senza  entrare  in  P,  : 

I  Q,  -  P.  I  =  I  (1  +  6i)(l  +  6,)  .  . .  (l  +  6.)  I  (1  +  0  (l  +  f,)  .  •  .  -  1  I  I 

QV-  P.'  =  (l  +  !  M)(l  +  I  &,  I). ..  (l  +  I  6. 1)  { (l  +  I  il  I)  (1  +  I  <,  I)  ."  -  1  ! 
donde  facilmente  risulta 

|Qr-P.I<Qr'-P.' 

e  quindi  per  (1) 

IQr-P.I<«- 

Laonde  col  crescere  indefinitamente  di  «,  con  che  anche  r  crescerà  inde- 
finitamente , 

IQ-P|<6 
epperò 

P  =  Q. 

Messina  1  Gennaio  1891. 
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SULLE  SOSTITUZIONI  UNIFORMI 


NOTA 


DEL 


Dott    F,  PODETTI,  a  Bologna. 


Data  una  fanzione  9(2;)  qualunque,  si  ponga 

(1)  S«  =  9(0) 
e  quindi 

Questa  operazione  S'^  che  è  riterazioue  della  sostituzione  (1)  fu  considerata 
dal  K  0  e  n  i  g  s  {*)  pel  caso  di  una  funzione  9(0)  analitica  ed  uniforme.  Egli  sta- 
bili alcune  importanti  proposizioni  sui  punti  limiti  dei  gruppi  trasformati  di 
punti 

(2)  2    ,    S«    ,    S«a  , ,  S'*^  , 

Come  egli  dimostra,  ss  una  successione  (2)  ammette  un  limite  x  che  non  sia 
singolare  essemiale  per  la  9(2;),  tale  punto  x  deve  necessariamente  essere  un  punto 
radice  dell'equazione 

S  =  l. 

Pel  caso  di  una  successione  (2)  che  ammetta  un  numero  finito  k  (k  >  1)  di 
punti  limiti  mi  propongo  di  dimostrare  che,  se  nessuno  dei  k  punti  limiti  consi- 
derati è  singolare  essenziale  per  la  9(2),  essi  punti  devono  necessariamente  co- 
stituire un  sistema  di  k  radici  dell'equazione 

S*  =  l, 
permutabili  circolarmente  mediante  la  sostituzione  8  (**). 


(*)  Recherches  sur  les  substitutione  uniPormes  (Balletin  des  Sciences  Math.  1883). 

(*♦)  Nel  citato  lavoro  il  K  0  e  n  i  g  s  considera  il  caso  che  la  (2)  ammetta  un 
numero  finito  k  di  punti  limiti  ^  ma  non  stabilisce  come  necessaria  per  il  sistema 
dei  k  punti  limiti  la  condizione  che  forma  oggetto  di  questa  breve  Nota,  condizione 
che  invece  costituisce  parte  di  una  sua  condizione  sufficiente.  Oltre  a  ciò  mi  sembra 
che  la  proposizione  che  ora  dimostreremo  permetta  di  esporre  in  modo  più  diretto 
e  completo  gli  eleganti  risultati  da  lui  ottenuti. 
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Consideriamo  una  successione  (2)  che  non  ammetta  un  limite  determinato; 
ma  però  un  numero  finito  di  punti  limiti. 
Siano  questi  i  punti 

nei  quali  supporremo  che  la  (f{e)  non  abbia  singolarità  essenziali. 

a)  Fra  i  punti  a?,-  (t  =  0  ,  1  , . .  .  ,  A;  —  1)  non  vi  può  essere  un  valor  finito 
05  radice  dell'equazione  S  =  1 ,  né  vi  può  essere  il  punto  £?=  oo  quando  questo 
sia  un  polo  per  la  9(2). 

Supponiamo  infatti  che  fra  i  punti  Xi  vi  sia  l'accennato  punto  x. 

Descriviamo  un  cerchio  {x  ,  R)  (♦)  che  ad  eccezione  del  punto  x  non  con- 
tenga alcuno  dei  punti  x^.  Per  l'ipotesi  fatta  sarà  (f{x)  =  x,  epperò  sarà  possi- 
bile costruire  un  secondo  cerchio  {x  ,  r)  concentrico  ed  intemo  al  primo ,  ed  i 
cui  punti  vengano  trasformati  mediante  la  sostituzione  S  in  punti  del  cerchio 
ix  ,  R). 

La  successione  formata  dai  punti  S'*«  interni  ad  (se  ,  R)  ordinata  per  valori 
crescenti  di  n  deve  avere  per  limite  x,  quindi  sarà  possibile  scegliere  p  in  guisa 
che  8^z  e  tutti  i  punti  S**»  interni  ad  (x ,  R)  per  cui  sia  n>  p ,  siano  pure  in- 
terni ad  (ac ,  r).  Il  punto  8^'^'^z  dovendo  essere  intemo  ad  (x ,  R),  pel  modo  con 
cui  il  cerchio  di  raggio  r  fu  costruito,  ed  essendo  di  indice  superiore  a  pj  dovrà 
essere  pure  interno  ad  (a? ,  r)  è  cosi  S^*z  ,  S^^*»  e  tutti  i  successivi  ;  quindi  x 
dovrebbe  essere  il  solo  punto  limite,  contro  all'ipotesi. 

Analoga  dimostrazione  vale  pel  punto  2  =  00  se  si  suppone  che  esso  faccia 
parte  del  k  punti  st^  e  sia  un  polo  per  la  9(0).  Basta  considerare  i  punti  ^^z 
esterni  ad  un  determinato  cerchio  (0  ,.R)  che  contenga  tutti  i  restanti  punti  li- 
miti ,  e  sostituire  nella  precedente  dimostrazione  al  cerchio  (x ,  r)  un  cerchio 
(o  ,  r)   tale  che  pei  punti  esterni  ad  esso  si  abbia  i  S£?  |  >  R. 

b)  Fra  i  punti  x^  non  vi  può  essere  un  sistema  di  h  valori  {h  <k  permu- 
tabili circolarmente  fra  loro  mediante  la  sostituzione  S. 

Siano  ad  es.  i  punti  Xq  ,  x^  y  •  >  »  j  ^h-i  ^^^^  ^^^ 

OXq  ^  X^      y      oX^  ^  X2  ;  •  •  •  ;  ^X^^J  =  Xq. 

Scelto  uno  qualunque  degli  h,  punti  limiti  ad  es.  Xq  ,  si  costmisca  un  cer- 
chio (x^  ,  R)  che  non  contenga  alcun  altro  punto  limite. 

Per  le  h  relazioni  precedenti  sarà  possibile  costruire  un  sistema  di  h,  cerchi 

in  modo  che  la  sostituzione  S  trasformi  i  punti  del  cerchio  (x^^.j ,  r^^^  in  punti 


(*)  Notazione  che  useremo  per  indicare  il  cerchio  di  centro  x  e   di  raggio  R 
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del  cerchio  (Xq  ,  R)  ,  i  punti  del  cerchio  (aJ^_,  ,  r^.2)  ^^  punti  del  cerchio 
(^A-i  7  ^A-i)  >  •  •  •  ;  ì  punti  del  cerchio  {x^  ,  r^)  in  punti  del  cerchio  (Xj  ,  r,). 

Supponiamo  inoltre  che  ciascuno  degli  h  cerchi  {xj  ,  Vj)  costruiti  contenga 
il  solo  punto  limite  Xj  ^  e  che  sia  verificata  la  disuguaglianza  r^  <  R. 

I  punti  S''2  interni  ad  (xq  ,  R)  ordinati  per  valori  crescenti  di  n  formano 
una  successione  che  tende  al  limite  Xq  ;  potrà  quindi  determinarsi  p  tale  che 
S''^?  e  tutti  i  punti  S'*2  interni  ad  {xq  ,  R)  per  cui  sia  n  >  p  siano  pure  interni 
ad  {xq  ,  Tq).  Pel  modo  con  cui  quest'ultimo  cerchio  venne  costruito  sarà  S'^'^^z 
interno  ad  {x^  ,  r^),  cosi  sarà  S^^*«  interno  ad  (acg  ,  r,)  ,  . .  . ,  S^^^^^z  interno  ad 
(^A-i  }  ^h^i)f  S'^+'^s  interno  ad  (xq  ,  R)  ;  ne  consegue  che  S^+^e  dovrà  pur  essere 
interno  ad  (xq  ,  r^). 

Continuando  in  tal  modo  a  percorrere  la  successione  (2)  tutti  i  termini  suc- 
cessivi a  8^z  si  manterranno  interni  al  sistema  degli  h  cerchi  costruiti,  quindi 
la  (2)  avrebbe  unicamente  h  punti  limiti^  contro  al  supposto. 

e)  Le  considerazioni  precedenti  ci  permettono  ora  di  stabilire  con  tutta 
facilità  che  i  punti  a;^(i  =  0,1,...A;-1)  formano  un  sistema  di  k  radici  del- 
l'equazione 

S*  =  l 

permutabili  ciclicamente  mediante  la  sostituzione  S. 

Si  noti  anzitutto  che  se  Xq  è  punto  limite  della  (2),  anche  Sxq  deve  essere 
un  punto  limite  di  questa. 

Infatti,  se  il  punto  Xq  è  regolare  per  la  f^{z)  si  può  manifestamente  fissare 
una  quantità  positiva  e  tale  che  pei  punti  del  cerchio  (xq  ,  £)  si  abbia 

I  Sa  -  Sxo  I  <  0 

per  0  prefissato  e  piccolo  a  piacere,  quindi  infiniti  punti  8^z  cadranno  nei  cer- 
chio (Sxo  ,  0). 

Così,  se  il  punto  Xq  è  un  polo  per  la  9(«) ,  il  punto  «  =  00  è  punto  limite , 
perchè  fissata  una  quantità  positiva  M  grande  a  piacere  si  può  trovar  sempre 
un  6  positivo  e  tale  che  pei  punti  del  cerchio  (oc,, ,  e)  si  abbia  |  Sa  |  >  M. 

In  ogni  caso  dunque  Sxq  è  punto  limite  ed  in  ogni  caso  ancora  non  può 
essere  Sxq  =  x^  come  risulta  dalla  a)  ;  dovrà  dunque  essere  ad  es.:  Sxq  =  x^. 

Per  analoghe  ragioni  Sx^  sarà  punto  limite,  però  non  potrà  essere  Sxj=Xi  : 
se  fc  =  2  dovrà  dunque  essere  Sx^  =  x^ ,  e  la  proposizione  resterebbe  in  tal  modo 
dimostrata  ;  se  A;  >  2,  per  la  b)  non  potrà  essere  Sr,  =  x^, ,  opperò  sarà  Sx^  =  Xj. 

In  tal  modo  continuando  stabiliremo  pei  punti  x^  le  relazioni  : 

SXq  =  Xi     ,     Sx,  =  X,  , .  .  . ,  Sxj^i  =  Xq  , 

dalle  quali  si  deduce  tosto  per  una  qualunque  delle  x^. 

S*x<  ~  Xi 
e.  d.  d. 

Bologna,  7  Aprile  1897. 
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SOPRA  LE  DUE  CLASSI  SPECIALI  DI  EQUAZIONI 


•^2 

DELLA  FORMA  _4-=^(a;y)2. 
ox  vy 


DI 


PAOLO  MEDOLAGHI. 


Tra  le  equazioni  della  forma: 

vi  sono  due  classi  di  equazioni  clie  godono  di  proprietà  tutte  speciali. 
Ricordo  come  si  ottengono  queste  due  classi. 
Si  parte  dalla  osservazione  che  ogni  trasformazione  del  gruppo  : 

(2)  x'  =  X(x)  y'^Yiy) 

conduce  ogni  equazione  della  forma  (1)  in  un'altra  della  stessa  forma 

Si  determina  il  sistema  completo  di  invarianti  per  la  equazione  (1)  di  fronte 
al  gruppo  (2).  Questo  sistema  è  lo  stesso  che  per  la  forma: 

dè^  =  ^{xy)  dx  dy 

di  fronte  al  gruppo  (2)  —  ed  è  stato,  come  tale,  da  molto  tempo  determinato.  Il 
sistema  in  questione  comprende  :  (*) 

un  invariante  del  secondo  ordine: 


^  ^  jn'  dxdy    "  pi» 


(♦)  Trasse.  Acta  mathematica  18  (1894).  Pongo  per  brevità  fxìfy*^  P®^ 
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un  invariante  del  terzo  ordine  : 

tre  invarianti  indipendenti  del  quarto  ordine  : 


(5)  <;  Aj=^^*. 


La  teoria  generale  degli  invarianti  differenziali  permette  in  ogni  caso  di  ri- 
solvere questi  problemi  : 

riconoscere  se  due  equazioni  (1)  sono  riducibili  l'una  air  altra  per  una  tra- 
sformazione del  gruppo  (2); 

determinare,  quando  vi  è,  la  trasformazione  che  opera  una   tale  riduzione. 

Appunto  la  discussione  di  questi  problemi  mette  in  evidenza  due  classi  spe- 
ciali invarianti  di  equazioni:  appartengono  alla  prima  classe  le  equazioni  per 
cui  a  è  una  costante  —  Appartengono  alla  seconda  quelle  in  cui  tutti  gli  inva- 
rianti sono  esprimibili  con  un  solo  tra  essi. 

Un  primo  complesso  di  proprietà  che  caratterizza  queste  due  classi  inva- 
rianti di  equazioni  è  quello  che  si  presenta  nello  studio  del  problema  :  determi- 
nare quelle  tra  le  equazioni  (1)  che  ammettono  trasformazioni  infinitesime. 

Vi  è  un  altro  complesso  di  proprietà  che  distingue  dalle  altre  le  equazioni 
di  cui  stiamo  parlando.  Stabilire  queste  proprietà  è  lo  scopo  di  questa  Nota. 


I. 


Sia  V{xy)  una  soluzione  di  (1)  ;  suppongo  che  anche   j  Yixy)  |*,  in   cui  a  è 
una  costante  determinata,  diversa  da  1,  sia  una  soluzione  di  (1). 
Ciò  si  esprime  scrivendo  la  equazione  : 

a{a  -  1)  V«-2  V^  Vy  +  a  V»"*  V^^  =  ti  V* 

che  insieme  con  la  equazione  : 
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deve  formare  un  sistema  integrabile.  Le  condizioni  di  integrabilità  si  otterranno 
più  facilmente  quando  si  faccia  prima  la  sostituzione  o  =  log  V. 
Le  due  equazioni  precedenti  si  trasformano  facilmente  nelle 


^csy 


-O^è) 


poniamo =  7^,  l  +  —  =  fc.     Si  avrà  dunque  il  sistema  : 

a  a 

(6)  O^Oy    =    ^jA 

(6')  0^     =A;jJL, 

Si  derivi  la  (6)  successivamente  rispetto  ad  ce  e  ad  ^;  tenendo  conto  della 
(6')  si  otterrà: 


[    <'»»  =  (^l*«-fcH'Oj 


(7) 


""y 


Oyy      =    {h)f.y    "    U^      Cy)    — 


Le  condizioni  di  integrabilità  del  sistema  formato  dalle  (6)  (6')  (7)  si  ridu- 
cono ad  una  sola.  Per  ottenerla  ^  si  formerà  p.  es.  dalla  (6)  e  dalla  seconda 
delle  (7)  la  espressione  di  o^y  \  ponendo  eguali  tra  loro  le  due  espressioni  cosi 
trovate,  e  facendo  alcune  ovvie  riduzioni,  si  trova  finalmente  come  condizione 
di  integrabilità 

^^^  ?^      ^-T' 

Questa  equazione  dice  in  sostanza  che  l'invariante  di  secondo  ordine  è  una  co- 
stante. Dunque  : 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  equazione  della  forma  (1) 
ammetta  una  soluzione  V(scy)  ed  una  soluzione  iV(ccy)!*,  essendo  a  una  costante 
determinata  y  è  che  V  invariante  del  secondo  ordine  per  (1)  si  riduca  ad  una 
costante.  \ 

La  condizione  (8)  sia  verificata;  il  sistema  (6)  (6')  (7)  sia  cioè  integrabile 
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csBO  è  di  quei  sistemi  di  cui  si  è  occupato  particolarmente  il  Li  e  ael  Gap.  X, 
Voi.  lo  del  suo  Trattato  sui  gruppi  finiti  continui.  La  soluzione  piti  generale  di 
quel  sistema  contiene  due  costanti  arbitrarie;  una  di  queste  poi  entra  soltanto 
come  costante  addittiva.  Si  vede  dunque,  ritornando  alla  funzione  V^  che  la  sua 
forma  più  generale  sarà  '^iV{xy^)  in  cui  y  Ti  sono  costanti  arbitrarie. 

IL 

Suppongo  ora  che  la  equazione  (1)  ammetta   una   soluzione   V(x^)  ed  una 
soluzione  ?(V).  Allora  sarà^  posto 

(     9'V,y  +  9"V^Vy  =  ix9, 
l'ultima  delle  (8)  si  può  trasformare  nella 

V  V  =  IL  ^  "•  y  ^  . 

m  —  o'.y 
la  espressione  ^ — {^ —  è  una  funzione  della  V.  Poniamo 

Il  sistema  (8)  si  può  scrivere  più  semplicemente: 


(9) 
Dalla  seconda  delle  (9)  caviamo  Vj^^.  V^j,  espresse  in  funzioni  di  V,  V^, ,  V^  : 


(10) 


in  cui  si  è  posto  Y(V)  =  *'(V)  —  V. 
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Dalla  prima  delle  (9)  caviamo  l'espressione  di  V^^jy  »  ®  ^^^^^  prima  delle 
(10)  caviamo  l'espressione  di  V^^yy  •  confrontiamo  poi  le  due  espressioni,  adope- 
rando le  (9)  (10)  per  eliminare  le  derivate  prime  e  seconde  delle  V. 

Si  trova  la  seguente  condizione  di  integrablità  : 

la  quale  dice  in  sostanza  che  l'invariante  del  secondo  ordine  è  una  funzione  di  V. 
Poniamo  : 

a  =  F(V). 
Allora  : 

e  per  la  seconda  .delle  (9)  : 

dunque  anche  l'invariante  del  terzo  ordine  è  una  funzione  di  V. 

Analogamente  si  trova  che  gli  invarianti  -y ,  A^p  ,  A^? ,  sono  funzioni  di  V. 

Tutti  gli  invarianti  sono  esprimibili  in  funzione  di  V  ;  quindi  tutti  gli  inva- 
rianti sono  esprimibili  in  funzione  di  uno  tra  essi. 

Inversamente,  supponiamo  che  gli  invarianti  p,  -y  siano  esprimibili  in  fun- 
zione di  a,  sia  : 

(11)  p=/^(a)        ;        T  =  ?(«)• 

Allora  anche  tutti  gli  altri  invarianti  saranno  esprimìbili  in  funzione  di  a  ; 
si  ha  p.  e. 

A«f  =  r(a)-r'(a) 

Allora  vi  è  una  soluzione  di  (1)  che  è  funzione  di  a;  poniamo  infatti 
z:=zs{a) ,  e  scriviamo  che  z  deve  essere  una  soluzione  di  (l).  Si  trova  la  equa- 
zione : 

d^ts  da  ,  . 
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divìdendo  per  ji ,  e  tenendo  conto  delle  (4),  (5),  (11); 

Indichiamo  con 

Tj(a)        ip,(a) 

due  soluzioni  indipendenti  di  qaesta  equazione  :  queste  sono  anche  soluzioni  di 
(1)  ;  d'altra  parte,  eliminando  la  quantità  a ,  si  potrà  esprimere  una  di  esse  in 
funzione  dell'altra. 

Si  ha  dunque  il  teorema  : 

ha  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  equazione  della  forma  (1) 
ammetta  una  soluzione  V(zy)  ed  una  soluzione  f(V)  è  che  tutti  gli  invariante 
della  equazione  siano  esprimibili  in  funzione  di  uno  solo  tra  essi. 


Digitized  by 


Google 


ALCUNE  PROPRIETÀ  DEI  PUWTI  ISOBARICI  NELLO  SPAZIO 

NOTA 

DI 

FRANCESCO    FERRARI 


(Coni,  e  fine—V.  voi  XXXIV,  pag.  73-88) 

19.  Se  S,  ,  S,  ,  Sj ,  54  sono  punti  scmiisobarici  risj-.ctto  al  tetraedro  A^ÀjAsA^, 
perchè  uno  di  essi  sìa  su  uno  spigolo  del  tetraedro  stesso  occorre  che  sicno  zero 
due  qualunque  delle  sue  coordinate,  e  allora  degli  altri  uno  cade  sullo  stesso  spi- 
golo, e  gli  altri  due  sullo  spigolo  opposto.  Se  p.  e  è  Sj(a  ,  p  ,  Y  ,  S)  e  y  :=  6-0, 
^i  I  Sf  ,  Ss  >  ^4  cadono  rispettivamente  su  X^^^  ,  AjA,  ,  A3A4  ,  A^AjC  dividono  questi 

e 

lati  nello   stesso    rapporto  -^.  Si  ottengono  cosi  tetraedri  isobaricentrici  con  A^A, 

AjA^  contie  quelli  del  n.®  18. 

Il  volume  del  tetraedro  determinato  dai    punti    S,  ,  Sj  >  S»  ,  S4   scmiisobarici 
rispetto  ad  AjA^AjA^  sarà  dato  dalla  formula 

a        p        Y        5 


S,SjS3>^4 


Y 


P 


*c' 


che,  sviluppando  il  dctcriiiiiiiintc,  si  può  mettere  sotto  la  forma 
o  anche  sotto  la  forma 

SjSjSgS^ 


(8) 
ove 


A,AjA5A4 


=  |2a*-2Sa«p*4-8aJ;Y3|TC* 


S  a*  =  a*  +  p*  +  Y*  -f  6*     .     I  a*^«  =  a^?*  -h  f  «7»  +  y*3-  +  5*a'-  -f  p»6«  +  a*Y*. 

11  determinante  è  divisibile  per  0,  ma,  dividendo,  non  si  ottiene  espressione 
più  semplice  dello  precedenti. 

Il  secondo  membro  della  (8)  non  muta  permutando  circolarmente  fra  lo  a  , 
^  ,  Y  »  ^  •  0  nnche  scambiando  soltanto  a  con  p,  ecc. 

Facendo  in  (1)  y  =  5  =  0,  si  ottiene  di  nuovo 

A|AtA5A4      \a  +  ^/       \!  +  ?n/ 
essendo  m  il  rapporto  secondo  cui  S,  divide  lo  spigolo  A^A,. 
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20.  Sieno  (P,  ,  P. ,  P3  .  P4) ,  (P'i  .  P'i  ,  P'. ,  P'i) ,  ^P"i  •  P"t ,  P"3 .  P"*). 
gruppi  (li  punti  isobarici  rispelto  allo  stesso  tetraedro  À,AsA,A4. 

Se  le  coordinate  di  P,  ,  P',  ,  P"|  ,  .  .  .  soddisfano  l'equazione 

/,«  +  l,p  4-  ht  +  /40  =  0 
evidentemente  le  coordinate  di  P^ ,  P'^ ,  P''^ ,  .  •  «  soddisferanno  l'equazione 

U%  +  /,?  +  /,T  +  /s*  =  0 
quelle  di  P, ,  P',  ,  P",  ,  .  .  .  l'equazione 

/,«  +  /4P  +  l,Y  +  'i?  =  0 
e  quelle  di  P4  ,  P'4  P",  , .  .  .  Tcquaziune 

Jia  +  'jS  +  I^T  +  'iS^O 

cioè:  ai  punii  di  un  dalo  pianoy  corìslderali  come  primi  elemenli  di  gruppi  di 
punti  i^iobarici  rispcHo  ad  uno  slesso  lelraedrn,  corrispondono  come  secondi  eie- 
inenli  punii  che  giacciono  in  uno  sle:iso  piano  deletmiiiatOf  ecc.  Quindi  anche: 
ai  punii  di  una  dala  rella,  considerali  come  primi  elementi  di  gruppi  di  punti 
isobarici  rispello  ad  uno  slesso  lelraedro,  corrispondono  come  secondi  elemenli 
punii  che  giacciono  in  una  slessa  rella  determinala,  ecc. 

Altrettanto  dicasi  dei  punti  semiisobarici. 

Dirò  pia?ii  isobarici  rispelto  al  tetraedro  A^AjAjA^  quattro  piani  Pi ,  P2  ,  Pj  .  p* 
tali  che  ad  un  punto  P,  di  i\  corrispondano  punti  isobarici  Pj  ,  P» ,  P4  rispetto 
ad  A,AtAsA4  che  stanno  rispettivamente  su  p,  ,  p,  P4.  Analogo  significato  darà  aJle 
espressioni  piani  scmiisobarici,  rette  isobariche,  rette  semiisobanche. 

Quattro  piani  isobarici  (semiisobarici),  rispetto  ad  un  tetraedro  saranno  deter- 
minati da  tre  gruppi  di  punti  isobarici  (semiisobarici)  rispetto  allo  stesso  tetrae- 
dro; quattro  rette  isobariche  (semiisobanche)  da  due  gruppi  di  punti  isobarici 
(semiisobarici). 

Le  rette  GA|  ,  GAj  ,  GAj  ,  GA^  sono  isobariche  e  semiisobariche,  rispetto 
^^k2^ti^4, ,  poiché  i  due  gruppi  di  punti  (G  ,  G  ,  6  ,  G)  ,  (A,  ,  A^  ,  A,  ,  A4)  sono 
nello  stesso  tempo  isobarici  e  semiisobarici  rispetto  A,A2A,A4. 

21.  P^vidcntemente:  se  (p,  ,  Pt ,  P3  ,  P4)  sono  piani  {rette)  isobarici  rispello  a 
un  dalo  tetraedro,  sono  gruppi  di  piani  {rette)  isobarici  rispello  allo  sleaso  te- 
traedro anche  i  seguenti  (Pj  ,  P3  ,  Pi  ,  Pi)  ,  (Pa  .  P4  »  Pi  »  Pi)  .  (P*  »  Pi  »  Pt  »  Pa); 

se  (S|  ,82,83,  84)  sono  piani  {rette)  semiisobarici  rispetlo  a  un  dato  tetrae- 
dro, sono  grappi  di  piani  {relle)  semiisobarici  rispetto  allo  slesso  tetraedro  anche 
i  seguenti  (?, ,  s,  ,  s^  ,  s^) ,  (s,  ,  84  ,  s,  ,  s^)  ,  (S4  ,  s,  ,  s,  ,  s^),  che  si  ottengono 
dal  gruppo  dato  allo  stesso  modo  che  dalle  coordinate  del  primo  di  quattro  punti 
Bemiìsobaricì  si  ottengono  quelle  dei  successivi. 

22.  So  (r,  ,  r^  ,  7'3  ,  r^) ,  {r\  ,  r\  .  r'3 ,  r\)  sono   gruppi   di    rette    isobariche 
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(scmlisobarìche)  rispetto  ad  un  tetraedro,  al  punto  comune,  se  esìste,  delle  (i\  ,?'^) 
corrisponderanno  come  secondo,  terzo,  quarto  punti  isobirlci  (semiisobarici)  ri- 
spetto allo  stesso  tetraedro,  I  punti  comuni  alle  coppie  (r,  ,  r\)  ,  (r,  ,  ?•',)  ,  {r^  ,  r\). 

Ne  deriva:  Se  di  due  gruppi  di  relle  isobariche  {semiisobariche)  due  corri- 
spondenti si  inconlranOy  anche  le  altre  corrispondenti  a  due  a  due  si  incontre* 
ranno. 

Se  di  un  gruppo  di  relle  isobariche,  la  prima  incontra  la  seconda,  anche 
la  seconda  incontrerà  la  tei^za,  la  terza  la  quarta,  e  la  quarta  la  prima,  poiché 
s®  {'"*%  »  ^2  >  ^a  >  ^4)  ^^^^  isobariche,  lo  sono  pure  (r^  ,  7*3  ,  r^  .  ?-,)  ;  altrettanto  di- 
casi se  la  prima  incontra  la  quarta.  Invece  se  la  prima  incontra  la  terza,  la  se- 
conda soltanto  incontrerà  la  quarta,  poiché  sono  isobarici  i  due  gruppi  (r,,  r^,  rj,  r^), 
(*'•  »  ^4  »  ^'i  >  ^1);  '  quattro  punti  isobarici  intersezioni  delle  coppie  0\  »  ^3)»  (Ti  »  i\)f 
(r, ,  r,)  ,  (r^  ,  r,)  si  riducono  a  due,  e  perciò  il  punto  di  mezzo  del  segmento  che 
li  unisce  sarà  il  baricentro  del  tetraedro  rispetto  a  cui  lo  retto  sono  isobariche. 

Se  di  un  gruppo  di  rette  scmiisobariclie  due  n  incontrano,  anche  te  altre 
due  si  incontreranno,  poiché  sono  seraiisobarici  i  '^Y\ìp\V\  0\r^r^r^)  ,  {r^r^r^r^)  ecc., 
e  il  punto  dì  mezzo  del  segmento  che  unisce  ì  due  punti  comuni  sarà  il  baricentro 
del  tetraedro  rispetto  cui  sono  semiisobariche. 

Se  di  quattro  relle  isobariche  (semiisobariche)  tre  sono  concorrenti,  la  quarta 
concorrerà  nello  stesso  puuto,  e  questo  sarà  il  baricentro  del  tetraedro  rispetto  a 
cui  le  rette  sono  isobariche  (semiisobariche).  Poiché,  per  ciò  che  precede,  la  quarta 
retta  dovrebbe  incontrare  ciascuna  delle  altre  tre,  ecc. 

Se  di  quattro  rette  isobariche  (semiisobariche)  tre  giacciono  in  uno  stesso 
pianOf  la  quarta  giacerà  nello  stesso  piano.  Poiché  la  quarta  dovrebbe  incontrare 
le  altre.  11  piano  [tasserà  pel  baricentro  del  tetraedro. 

Noto  ancora  il  seguente  corollario:  se  P|  ,  P*  ,  P3  >  P*  dividono  nello  stesso 
rapporto  i  iati  del  quadrangolo  gobbo  A^AjA^A^  (P^  su  AjAj,  ecc.),  e  altrettanto 
accade  aei  punti  P',  ,  P', ,  P'3  •  P'4  (P',  su,  A, A, ,  ecc.),  i  lati  di  uno  dei  qua- 
drangoli P^PjPjP^  ,  P'iP'tP'sP'i  dividono  netto  slcsso  rapporto  i  lati  dell'  altro. 
Poiché  i  lati  dei  due  quadrangoli  costituiscono  due  gruppi  di  rette  isobariche  ri- 
spetto al  tetraedro  A4A,A3A4 ,  e  perciò  i  punti  d'intersezione  dei  lati  corrispon- 
denti sono  punti  isobarici  rispetto  AfA^AjA^ ,  e  quindi  anche  rispetto  Pì^^^i^a  > 
e  P'.P'jP'.P; .  ecc. 

Proiettando  la  figura  su  un  piano  parallelamente  a  una  data  direzione,  si  vede 
che  il  teorema  è  vero  anche  per  un  quadrangolo  piano. 

23.  Se  Pi  ,  P2  ,  P3  •  P4  sono  punti  isobarici  rispetto  ad  ìtn  tetraedro  A1A2A1A4 
le  rètte  P,P,  ,  P^P, ,  PjP^  ,  P4P,  iono  isobariche  rispello  alto  stesso  tetraedro.  Dì- 
fatti  (P,  ,  P, ,  Pj  ,  P4)  ,  (Pj  ,  P,  ,  P4  ,  P,)  sono  due  gruppi  di  punti  isobarici  ri- 
spetto AfAsAjA^. 

In  particolare  sono  rette  isobariche  rispetto  A, ASA3A4  le  A^A^  :  A^A, ,  A3A4  , 

e    Ajng. 

Cosi  pure  sono  rette  isobariche  rispetto  A^A^AjA^  le  PjPs ,  P1P4 ,  P3P,  ,P4Pi, 
come  determinate  dai  gruppi  isobarici  rispetto  allo  stesso  tetraedro  (P„  P^,  Pj,  P^)^ 
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0\  »  Pi  »  Pi  »  ^\)-  I"  particoliire  sono  isobariche  rispetto  A^A^^jA^  le  rette  A,Aj, 
A2A4  ,  A5A,  ,  A4.A2. 

Keciproca?ncntc:  se  quMlro  rcUe  {r^  ,  r^  ,  Tj  ,  r4)  isobariche  rispello  ad  un 
tclraedro  formano  un  quadrangolo,  i  vertici  di  questo  sono  punii  isobarici  ri- 
sijello  allo  stesso  tetraedro,  Difalti  essi  sono  1  punti  comuni  delle  coppie  di  rette 
(^'i  I  ^*i)  1  O'i  »  ^s)  •  (^«  »  ^'4)  '  (^4  1  '*«)  appartenenti  ai  due  gruppi  «lì  rette  isobariebe 
rispcJto  allo  stosso  tetraedro  (r,  ,  r^ ,  r,  ,  r^)  ,  (r,  ,  r^  ,  r^  ,  r^). 

Se  S,  ,  Sj  ,  Sj  ,  S4  sono  punii  semii<obaricL  rispetto  ad  un  tetraedro,  le  rette 
SfSj ,  SjjS,  ,  S3S4  ,  S4S5  sono  isobariclie  rispetto  allo  slesso  tetraedro,  ecc.  Difatti 
esse  sono  dcteruìinate  dai  due  gruppi  di  punti  scmiìsobarici  rispetto  allo  stesso 
tetraedro,  (S,  ,  S-»  ,  S3 ,  SJ  ,  (8^  ,  S,  ,  S,  ,  S,). 

24.  Siono  r^  ,  r^  ,  t*,  ,  r^  quattro  rette  isobariche  rispetto  ad  un  tetraedro 
AiAa^sAi ,  e  s'ono  (P,  ,  P,  ,  P3  ,  P4)  .  (?',  ,  P'i  ,  P'3 ,  P'4)  due  gruppi  dì  punti  iso- 
barici elle  le  determinano.  \]\\  punto  M,  delia  r,,  ossia  della  P,P\,  avrà  per  coordi- 
nate barìccntriche  (a  +  Xa'  ,  p  +  XS'  ,  7  +  Xy  ,  S  -f  X6'),  on«le,  se  M|  ,  M^  ,  M^  ,  M4 , 
sono  punti  isobarici  rispetto  AjAjAjA^ ,  le  coordinate  di  Mg  saranno  (6  +  Xo', 
a  +  Xa'  ,  p  +  X^'  ,  Y  +  X^').  ecc.,  e  sarà  quindi 


M,P/~M.P»'     MjP.'-M.P;""     0' 


cioè:  gli  elementi  corrispondenti  dei  gruppi  di  punii  isobarici  rispello  ad  un  le 
traedro  posti  su  quattro  relle  isobariche  rispetto  allo  slesso  tetraedro  determinano 
su  queste  punteggiale  simili,  0  anche:  se  P,  ,  P^  ,  Pj  ,  P4  sono  isobarici  rispetto 
ad  un  tetraedro,  e  Pi  descrive  una  punteggiala,  Pj  ,  Ps ,  P4  descrivono  punleg 
giate  simili  a  questa. 

Reciprocamente:  se  quattro  punii  H,  ,  H^  ,  H,  ,  M4  dividono  nello  stesso  rap- 
porto i  segmenti  che  congiungono  gli  elementi  corrispondenti  di  due  grappi    di 

.........  .         .  .        PfM,      PjMj 

punii  isobarici  rispetto  ad  uno  stesso  tetraedro,  cioè  se  „  ,Tr  =  it%^  =  •  -  •   .   » 

M,P  ,       Mjt  j 

quattro  punti  sono  isobanci  rispetto  allo  slesso  tetraedro,  e   determinano   quindi 

un  tetraedro  isobaricentrir*o  con  questo.  Per  assurdo. 

É  pur  vero  il  seguente  teorema,  che  è  per  questo  caso  l'inverso  di  quello  del  n  ^  7: 
se  un  tetraedro  isobaricenlrico  con  un  tetraedro  dato  lia  i  vertici  su  quattro  rette 
isobariche  nspetlo  a  questo  tetraedro,  i  suoi  vertici  sono  punii  isobarici  rispetto 
allo  stesso  tetraedro  Quindi  anche:  i  vertici  dei  tetraedri  isobaricenlrici  con  vn 
tetraedro  dato  e  posti  su  quattro  rotte  isobariclie  rispetto  a  questo  tetraedro  de- 
scrivono su  queste  relie  punteggiate  siniiti.  (Confr.  n  °  10). 

Poiché  A,A2  ,  AjAj  ,  A3A4  ,  A^A,  sono  rette  isobariche  rispetto  al  tetraedro 
A,A2A3A4,  i  teoremi  del  n.®  10  sono  casi  particolari  di  questi. 

Poiché  GA,  ,  GAj  ,  GA3  ,  GA4  sono    rette   isobariche    rispetto    A,AjAjA4  ,   d«-il 
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teorema  prcccJente  deriva:  ogni  tetraedro  isobaricenlrico  con  k^X^k^K^  e  aventi 
i  vertici  sulte  rette  GA,  ,  GAj ,  GAj  ,  GA^  Ita  le  /accie  parallele  rispettivamente  a 
quelle  di  AjAjAjA^, 

Tutte  le  proprietà  dì  questo  nujnero  valgono  anche  per  rette  e  punti  seniii- 
sobarici  rispetto  a  un  tetraedro  dato. 

25.  Essondo  Pi  »  Pj  »  Pj  ,  P4  punti  isobarici  rispetto  A4A2A3A4 ,  un  punto  M, 
di  P^A,  avrà  per  coordinate  (?  +  X,  ,  y  ,  6  ,  a),  e  un  punto  M,  di  PjAj  avrà  per 
coordinate  (y  ,  8  +  X,  ,  a  ,  f ).  La  condizione  perchè  la  retta  M,M| ,  che  giace  nel 
piano  MiPjAj ,  seghi  le  rette  P^A,  ,  ?^k^  può  ridursi  a  questa  ,  che  il  punto  Mj 
giaccia  nei  piani  H^PtA, ,  M,P,A| ,  cioè  che  X|  ,  X^  soddisOno  alle 


? 

^■>-. 

Y        5 

a 

Y 

6  +  X»   a 

P 

0 

0          1 

0 

S 

a         p 

Y 

ossìa  alle 

P  + 

^        Y 

a 

Y 

5  +  X. 

P 

ò 

a 

Y 

=  0 


=  0 


P  +  ^,        Y        8 

a 

Y           6  +  Xj    a 

P 

0           0            0 

1 

a           P           Y 

e 

Y  5  +  X,        a 

a  p  Y 


=  0 


le  quali  sono  equivalenti  perchè  le  colonne  delPun  determinante  sono  le  linee  del- 
l'altro. Vi  so?io  quindi  itìfinite  rette  che  segano  le  quattro  rette  ?^^^  ,  PjAj ,  PiAj» 
P,A4,  cioè  queste  rette  costituiscono  un  quadruplo  iperboloidico. 

Poiché  le  equazioni  precedenti  rimangono  equivalenti  dopo  permutazioni  cir- 
colari dirette  fra  le  A  ,  p  ,  y  ♦  8 ,  costituiranno  quadrupli  ìpcrboloidici  anche  le 
seguenti  altre  quaderne  di  rette  (P3A,  ,  P^Aj  ,  PiAj ,  P4A4),  (PjA,  iPfXjiPiAj  .PjAJ, 
(P|A|  t  P4A2  ,  PjAj  ,  I  2A4). 

Se  (P,  ,  P,  .  Pj  ,  PJ  ,  P'^  ,  P'j  ,  P'j  ,  P\)  sono  due  gruppi  di  punti  isobarici 
rispetto  allo  stesso  tetraedro  AgA^AjA^,  poiché  Pf  ,  P»  ,  Pj  >  P4  sono  pure  isoba- 
rici rispetto  al  tetraedro  P'iP'aP'aP'i ,  '^•he  si  può  anche  assumere  come  tetraedro 
fondamentale,  deriva  in  geiìcrale  che:  due  gruppi  di  punti  isobarici  rispetto  ad 
uno  slesso  tetraedro  giacciono  su  quattro  quadrupli  iperboloidici.  Una  retta  di 
uno  qualunque  di  questi  quadrupli  si  formerà  unendo  un  punto  qualunque  del- 
l'un  gruppo  con  un  punto  delCallro,  e  le  altre  rette  dello  steaso  qaalruplo  si  ot- 
terranno da  questa  permulando  in  un  senso  fra  i  punti  dell*  un  gruppo  e  nei 
senso  contrario  fra  i  punti  delCaltro  gruppo. 

Le  rette  PjA,  ,  PjAa  ?  Pa^»  »  P4A4  in  generale  non  costituiscono  u,n  quadruplo 
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iperboloidieo  Ciò  accade  però  per  valori  parlicolari  delie  a  ^  ^  ^  y  ,  o .  p.  e.  se 
g  =  ±  5.  Difatli  essendo  M,(a  +  X,  ,  p  ,  7  ,  8)  ,  M,<S  »  a  +  Xj  ,  g  ,  y)  due  punti  rispet- 
tivamente di  P,/\| ,  PjAt  t  1^  condizione  perchè  la  retta  H,H|  seghi  anche  Ps^a  P4A4 
sari,  come  prima,  che  X|  ,  X,  soddisfino  alle 


«4 

■^.     P        Y 
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3 

«  +  x,  p 
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0         1 
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S        a 
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-0 


=  0 


che  per  8  =  ^  sono  equivalenti  perchè  ogni  linea   del  primo  determinante  è   una 
colonna  del  secondo,  e  sono  pure  equivalenti  per  p=-S,  perchè,  scrivendole  così 


a  +  X,        -  p  -  6 

8  -(a  +  X,)        -f 

Y  -8  -P 


=  0 


o+X  -p  Y 
3  -  (a  +  >.,)  p 
p  -Y         6 


=  0, 


si  vede  ancora  che  ogni  linea  del  primo  determinante  è  una  colonna  del  secondo. 

26.  Essendo  S,  ,  S^ ,  S,  ,  84  punti  scmiisobarici  rispetto  AiA^AjÀ^ ,  un  punto 
M|  di  S,À,  avrà  per  coordinate  (a  +  X,  ,  ^  ,  y  ,  S)  e  un  punto  tf,  di  S^Aj  avrà  per 
coordinate  (?  ,  a  +  Xj  ,  6  ,  y). 

La  condizione,  perchè  la  rett.i  M,M,  seghi  anche  S^A, ,  S^k^ ,  sarà  che  M, 
giaccia  nei  piani  MiS^A,  .  M1S4A4 ,  cioè  che  X,  ,  X,  soddisfino  alle 
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ossìa  alle 


a  +  X,    p  6 

T  8  p 


=  0 


a  +  X,  p  T 
p  a  +  X,  S 
8  T         p 


=  0 


che  sono  equivalenti.  Vi  sono  dunque  inflnUe  rette  che  segano  le  S^A,  ,  SiA, , 
S|A,  ,S4A4,  cioè  queste  rette  costituiscono  un  quadruplo  iperboloidico . 

Se  (S|  ,  8,  ,  S, ,  84)  ,  S',  .  S',  ,  S',  ;  S'4)  sono  due  gruppi  di  punti  semiisoba- 
rici rispetto  A,A2A3A4,  poiché  8,  ,  8^ ,  8, ,  84  sono  semiisobarici  rispetto  al  te- 
traedro fondamentale  S\S'28'jS'4 ,  ne  deriva  in  generale  che  SjS'i  ,  S^S'»  ,  SjS',  , 
S4S'4  formano  un  quadruplo  iperboloidico,  cioè:  quattro  rette  semiisodariclie  ri- 
spetto ad  un  dato  tetraedro  coslUuiscono  un  quadruplo  iperboloidico. 

E  poiché  anche  (S, ,  S|  ,  84  S,)  ,  (8, ,  84  ,  8,  ,  S»)  ,  (S4  ,  8, ,  S, ,  8,)  sono 
gruppi  di  punti  semìisobarici  rispetto  A|A2A,A4 ,  ciascuno  di  essi  determinerà  col 
gruppo  (S'j  ,  S\  ,  S'3  ,  8'4)  un  altro  gruppo  di  rette  semiisobarichc  rispetto  allo 
stesso  tetraedro  (8^8',  ,  SiS',  ,  848'! ,  8|S\),  ...  e  quindi  formanti  un  quadruplo 
iperboloidico;  onde:  due  gruppi  di  punti  semiisobarici  rispetto  ad  uno  stesiiO  te- 
traedro (S| ,  8j .  S,  ,  S4)  ,  (S',  .  8'2 ,  8', ,  S'4)  giacciono  su  quattro  quadrupli  tper* 
boloidici.  Le  rette  di  ognuno  di  essi  sono  rette  semiisobariv?ie  rispetto  allo  slesso 
tetraedro  determinate  dai  punti  dei  due  gruppi. 

Le  rette  S3A,  ,  S^A^ ,  SfA, ,  84A4  non  semiisobariche  rispetto  A,AsA|A4  non 
formano  invece  in  generale  un  quadruplo  iperboloidico.  Ciò  avviene  però  p.  e.  se 
P  =  -|-  6.  Difatti  essendo  M/y  +  X,  ,  8  ,  a  ,  P)  ,  M,(P  ,  a  f  X,  ,  6  ,  y)  due  punti  rispet- 
tivamente di  83A,  ,  ^tA| ,  la  condizione  perclié  M,M|  seghi  anche  SfA,  ,  $4A4  sarà 
al  solito  che  X,  ,  X|  soddisflno  le 
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le  quali  ,  come   le  analoghe   (9)  ,   si   vede   fucilnicnte   che   sono  equivalenti   per 

27.  Se  (p,  ,  r,  ,  Ps ,  P4)  ,  (P'i  ,  p't  »  P'«  .  P\)  f  (P"  .  V'\  1  P"s  »  P"4^  sono  tre 
gruppi  di  piani  isobarici  (scmiisobarici)  rispetto  a  un  tetraedro  k^k^k^X^ ,  eviden- 
temente al  punto  comune  ai  piani  (p,  ,  p\  .  p",)  corrisponderanno  come  secondo, 
terzo,  quarto  punti  isobarici  (semiisobarici)  rispetto  AiA^AjA^  i  punti  comuni  alle 
altre  terne  di  piani  (p^ ,  p\  ,  p''^),  ecc. 

Ne  deriva:  se  (p^  ,  Pi ,  Ps  ,  Pi)  so?io  piatii  isoftarici  rispcUo  a  un  tetraedro, 
i  loro  punii  d'inlersezione  sono  punii  isobarici  rispello  allo  slesso  tetraedro*  Di 
fatti  essendo  (p,  ,  Pt ,  p, ,  P4)  ,  (ih  ,  Ps  ,  P^  »  Pi^  ,  (;>$  .  Pi  .  Pi  .  Pi)  groppi  di  piani 
isobarici  rispetto  alio  stesso  tetraedro  ì  punti  (p^,  p^,  pj)  ,  (p^  ,  p,  ,  pj  ,  (p,  ,  P4 ,  p,), 
(Va  >  Pi  »  Pt)  saranno  isobarici  rispetto  allo  stesso  tetraedro. 

1  quattro  punti  d'intersezione  possono  coincidere  col  baricentro  del  tetraedro; 
ciò  accadrà  quando  uno  dei  piani  dati  passerà  per  questo  baricentro,  poiché  al- 
lora ,  essendo  in  questo  riuniti  quattro  punti  isobarici  rispetto  al  tetraedro,  gii 
altri  piani  dovranno  pure  passare  per  questo  baricentro. 

Reciprocamente:  se  Pi  ,  Pi  ,  Pj  1  P4  sono  quattro  punii  isobarici  rispello  ad 
un  Iclraodro,  i  piani  delle  faccie  del  lelraedro  PiPjPjPi  sono  isobarici  rispetto 
allo  slesso  lelraedro. 

Difatti  (P,  ,  Pj ,  P.  ,  P4)  ,  (Pi  1  Ps .  P4  P«)  I  (P3  .  P4  »  Pi  '  P2)  cssen.lo  gruppi 
di  punti  isobarici  rispetto  allo  stesso  tetraedro,  i  piani  PiPfP*  »  PtPjP*  i  •  •  •  sa- 
ranno isobarici  rispeito  allo  stesso  tetraedro. 

in  particolare  sono  isobarici  rispetto  k^k^k^k^^  ì  piani  delle  sue  facce  k^k^k^  .  . 

Dal  teorema  diretto  segue  il  corollario:  se  PiPiPaP*  1  QiQiQsQi  ,  M,MjM,M4 
sono  tetraedri  isnbaricentrici  con  A,A2A3A4  e  inscrilU  nel  quadrangolo  AjA^AjA^ 
(Pi  ,  Q,  ,  M,  su  A,A2 ,  ecc.)  i  piani  P^Q^M,  ,  PjQjM^  ,  PsQ4Vlj  ,  P4Q4M,  determinano 
incontrandosi  quallro  punti  isobarici  rispetto  A1A2ASA4  e  quindi  un  tetraedro 
isobaricentrico  con  A,A2A3A4,  0,  se  uno  di  essi  passa  per  G,  gli  allri  passano 
pure  per  G  Difatti  (P»  ,  P, ,  P3  j  P4)  ,  (Q*  ,  Q3  »  Qi  »  Qi)  ,  (M3  »  M4  ,  M,  ,  M^  sono 
gruppi  di  punti  isobarici ,  quindi  PiQ^Mg  ,  P2QSM4 ,  .  .  .  gruppi  di  piani  isobarici 
rispetto  A1A2A3A4. 

Segue  pure  la  risoluzione  del  problema:  costruire  quallro  punti  isobarici  ri* 
spetto  a  ìtn  tetraedro  AiA^AjA^,  dato  il  piano  su  cui  Ire  di  essi  si  delibano  tro- 
vare. Essendo  p,  il  piano  dato,  costruendo  i  piani  p^  »  Ps  9  P4  che  con  p,  formino 
un  gruppo  di  piani  isobarici  rispetto  AiAjAjA^,  i  loro  punti  d'intersezione  saranno 
ì  punti  domandati. 

Per  costruire  i  piani  p^ ,  2^3  >  P4  bisognerà  prendere  sul  piano  dato  p^  tre 
punti  qualunque  P,  ,  P',  ,  P",-  e  costruire  i  gruppi  di  punti  isobarici  rispetto 
A,A,A,A4 ,  (P,  P,  ,  Pa  ,  P4)  .  (P't  .  F,  .  P'a  ,  P'4)  ,  (P",  ,  P", .  P"s  ,  P"*)  ecc.;  si 
potranno  scegliere  questi  tre  punti  P,  ,  P'|  ,  P",  nelle  intersezioni  di  p^  con  tre 
lati  consecutivi  del  quadrangolo  À1A2A3A4 ,  coi  quali,  è  facile  costruire  i  tre  gruppi 
isobarici  predetti. 
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Identiche  proprietà  valgono  per  punti  e  piani  semiisobarici  rispetto  a  nU 
dato  telraedro. 

28.  Sicno  (P|  ,  P, ,  P3 ,  P4)  .  (P'j  ,  F\  ,  P',  ,  F\)  due  gruppi  di  punti  isoba- 
rici rispetto  a  un  dato  tetraedro  e  quindi 

(P,P,P4  =  Pi  ,  P.PiPf  =  Ih  ,  PaPìPì  =  V9  ,  PiPfP»  =  P4)  y 
(P'.P'aP',  =  p\  ,  F,P',F,  =  p',  ,  P',P\P',  =  p'3  ,  P\P',F'3  =  p\)  , 

due  gruppi  di  piani  isobarici  rispetto  allo  slesso  tetraedro. 

Le  intersezioni  di  P|  ,  p^  p, ,  P4  ordinatamente  con  p\  ,  p'j  ,  p',  ,  p'^  0  con 
P'i  >  P's  >  P'*  »  P'i  ^^^'ì  Losliiiiiranno  gruppi  di  rette  isobariclie. 

Invece,  poiché  unendo  ordinatamente  P,  ,  Pj  ,  P,  ,  P^  con  P'4  ,  P,  ,  P',  ,  P'^ 
o  con  P'5 ,  P'j  ,  P'j  ,  P'4 ,  eco.  si  ottengono  quattro  quadrupli  iperboloidici,  le  in- 
tersezioni di  Pi  ,  P2  ,  pa  ,  P4  ordinatamente  con  p\  .  p',  ,  p',  ,  p\  0  con  p'j  ,  p\  , 
p'iip\ì  ^cc".  costituiranno  quattro  quadrupli  iperboloidici.  Cioè:  due  gruppi  di 
iani  iaobarici  rispetto  a  un  dato  tetraedro  determinano,  incontrandosi ^  quattro 
uadrupti  iperbotoidici.  Una  retta  di  uno  qualunque  di  questi  quadrupli  si  o(- 
tiene  datV intercezione  di  un  piano  delCun  gruppo  con  un  piano  deWaltro^  e  te 
altre  rette  dello  stetso  quadruplo  ti  ottengono  da  questa  permutando  in  un  senso 
fra  i  piani  deli'  un  gruppo  e  in  senso  contrario  fra  i  piani  delV  altro  gruppo. 

Sieno  (S|  ,82,85,  S4)  ,  (S',  .  S',  ,  S'j ,  S'4)  due  gruppi  di  punti  semiisobarici 
rispetto  a  un  dato  telnodro,  e  quindi 

(S'2S',S'4  =  s\  ,  S'^S'.S',  =.  s\  ,  S'^S'.S',  =  8'3 ,  S'iS'jS',  =  8',) 

due  gruppi  di  piani  semiìsobarici  rispetto  allo  stesso  tetraedro. 

Le  intersezioni  ordinatamente  di  s,  ,  s^  ,  s^ ,  84  con  s',  .  s'j  ,  8\  ,  8^  ,  0  coi 
«'2  «  *'«  5  s'4  >  s'a  0  con  s'3  ,  s'4  ,  8',  ,  s\  0  con  s\  ,  s'^  ,  s\ ,  s\  costituiscono  gruppi 
di  rette  semiisobariche  rispetto  allo  stesso  tetraedro,  e  perciò  determinano  quat- 
tro quadrupli  iperboloidici.  Cioè:  due  gruppi  di  piani  semiisobarici  rispetto  a  un 
dato  tetraedro  determinano  incontrandosi  quattro  quadrupli  iperboloidici;  le  rette 
di  ognuno  di  essi  sono  rette  semiisobariclic  rispelto  al  dato  tetraedro  die  si  pos- 
sono formare  coi  piani  dei  due  gruppi  dati. 

29.  Se  p,  ,  P2  ,  P3  ,  P4  sono  piani  isobarici  rispelto  A,AjA3A4  ed  r^  .  r^  ^  r^  ,  r^ 
reltc  isobariche  rispetto  allo  stesso  tetraedro,  ì  punti  d'incontro  di  Pi  ,  P2  >  P3  »  lU 
ordinatamente  con  r|r2?-jr4  saranno  punti  isobarici.  Onde:  se  p^  passa  p.  e.  per  r, 
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gli  altri  piani  Pt ,  pa .  Pi  passeranno  ordinalamenle  per  r^  ,  r, ,  r^  ;  quindi   an- 
che: se  Pi  ruota  intorno  ad  r^  ,  p^ ,  p,  ,  p4  ruotano  rispetiivamente  intorno    ad 

Ne  derivti:  i  gruppi  di  piani  isobarici  rispetto  ad  ^^A^^^^^  incontrano  quoÀ- 
tro  rette  isobariche  rispetto  A,A2À3A4  ordinatamente  determinando  su  esse  pun- 
ip.ggiate  simili.  In  particolare:  se  quattro  piani  Pi  ,  p»  »  Ps  »  Pi  isobarici  rispetto 
Af  A2A1A4  n/o(awo  intomo  qvattro  rette  r,  ,  r,  ,  r,  ,  r^  t«o6arie/ie  rispetto  lo  stesso 
tetraedro,  i  piani  detti  determinano  ordinatamente  sulle  rette  r^  ,  r, ,  r^ ,  r,  op- 
pure hiille  Tj  ,  r4  ,  r,  ,  r,  ecc.  punteggiate  simili. 

Evidentemente  poi:  se  svile  rette  r^r^r^v^  vi  sono  rispettivamente  quattro  punti 
isobarici  Pi  ,  Pi ,  Pa  »  P4  rùspe//o  lo  stesso  tetraedro,  i  piani  che  essi  determinano 
ordinatamente  con  r^  ,  rj  ,  r^ ,  r,  0  con  r,  ,  r^  ,  r,  ,  r,  ecc.  sotio  isobarici,  e  for- 
mano quindi  tm  tetraedro  isobariceutrico  con  AjAjAjA^. 

E  poiché  un  tetraedro  isobaricentrico  con  un  dato  A^k^A^h^  è  determinato 
dato  il  piano  di  una  faccia  ,  e  le  rette  per  cui  le  altre  facce  debbano  passare,  si 
ha  pure  il  teorema,  che  per  questo  caso  è  l'inverso  di  quello  del  n.*  1:  ogni  te- 
traedro isobaricentrico  con  un  dato,  le  cui  faccie  passano  per  quattro  rette  iso- 
bariche rispetto  allo  stesso  tetraedro,  ha  per  faccie  piani  isobarici  e  quindi  per 
vertici  punti  isobarici  rispetto  alto  stesso  tetraedro,  e  le  sue  faccie  tagliano  or- 
dinatamente queste  rette  in  punti  isobarici  Quindi:  se  Pi  ,  Pj  ,  P,  ,  P^  sono  punti 
isobarici  rispetto  AfA2A3A4,  ogni  tetraedro  isobaricentrico  con  A1A2A3A4,  le  cui 
faccie  passano  per  P,Aj  ,  PjA,  ,  .  -  .  ,  segano  ordinatamente  F^k^  ,  P^Aj,  ...» 
oppure  P3A3 ,  P4A4  ,  .  .  .  ,  ecc.  7ie//o  stesso  rapporto.  Se  PfPjPsP*  è  A2A3A4A1  si 
cade  nel  caso  del  n.°  5. 

Onde  anche;  le  /accie  dei  tetraedri  isobaricentrici  con  un  dato  e  aventi  le 
faccie  che  passano  per  quattro  rette  isobariche  rispetto  a  questo  tetraedro  deter- 
minano  su  queste  rette  ordinatamente  pxuìteggiatc  simili 

Considerando  quattro  piani  e  quattro  rette  scmiisobarici  ris[)elto  a  un  dato 
tetraedro  si  ottengono  per  essi  proprietà  identiche   alle  precedenti. 

30.  Sieno  (P^  ,  Pj  ,  P.  .  l\)  ,  (P'i  ,  P't  ,  P's  .  P'4)  d"c  gruppi  di  punti 
isobarici  rispetto  ad  un  tetraedro  A1A2A3A4.  I  piani  P|P2P'i  »  P^PsP'i  1  P^Pa^'s  » 
P4P|P'4  >  sono  isobarici,  come  determinali  dai  gruppi  di  punti  isobarici  (P^  ,  P, , 
Pj ,  P4)  ,  (P2  ,  P, ,  P4  ,  P,)  ,  (P'i  ,  P'2  ,  P'a  »  P'4)»  onde  determinano,  incontrandosi, 
punti  isobarici  e  quindi  un  tetraedro  isobaricentrico  con  P1P2P1P4  avente  le  faccie 
che  passano  per  i  lati  del  quadrangolo  P,P2PsP4 ,  oppure  passano  tutti  pel  bari- 
centro G. 

Inoltre  questi  piani  incontrano  gli  spigoli  opposti  di  P|p2paP4  secondo  punti 
isobarici,  quindi  secondo  punti  che  sono  vertici  di  un  tetraedro  isobaricentrico 
con  P|  ...  e  inscritto  nel  quadrangolo  P|P2P8P4 ,  0  incontrano  gli  spigoli  di 
P'4P'jP'8P'4  secondo  punti  che  sono  vertici  di  altri  tetraedri  isobaricentrici  in- 
scritti. Così  pure  segano  gli  spigoli  di  un  terzo  tetraedro  P"|P''2P"5P"4  ,   che  ha 
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per  vertici  punii  isobarici  rispetto  A^A^AjA^,  in  punti  che  sono  vertici  di  altri  te- 
traedri isobaricentrici  inscritti  in  P",P"jP"3F'^. 

Altrettanto  dicasi  naturalmente  dei  piani  F,P'jP,  ,  ecc. 

11  tetraedro  PjP^PjP^  può  anche  essere  il  tetraedro  fondamentale  A|A|AsA4 , 
e  il  tetraedro  P'iP'jP'jP'^  può  anche  essere  un  tetraedro  isobaricentrico  inscritto 
nel  quadrangolo  A,A2A3A4 ,  e  può  anche  essere  il  baricentro  6,  ecc.  Donde  deri- 
Vcino  parecchi  corollari.  P.  e.  : 

Se  M|  .  BI,  ,  Mj  ,  M4  dividono  nello  stesso  rapporto  i  lati  del  quadrangolo 
AfAjAjX^  ,  i  piani  GAiAj  ,  GAjAj  ,  GA3A4  ,  GA^Ai  dividono  ordinatamente  nello 
stesso  rapporto  i  lati  del  quadrangolo  M^MjMjM^  p.  e.  M^M,  ,  M3M4  ,  M^M,  , 
M,M, ,  ecc.;  altrettanto  dicasi  dei  piani  condoili  dai  lati  del  quadrangolo 
AfA^A^A^  paralleli  ai  lati  opposti. 

Lo  stesso  accade  dei  piani  GMiM^  »  •  •  •  rispetto  ai  lati  del  quadrangolo 
AfA^AgA^  ecc. 

Se  (S,  ,  S, ,  S, ,  S4)  ,  (S'i ,  S'2  ,  S', ,  S'4)  sono  gruppi  di  punti  seraìisobarici 
rispetto  Jid  un  tetraedro  dato,  sono  semiisobarici  ì  piani  SjSjS'i  ,  S,S,S',  ,  S^S^S'j , 
S4S,S'4 .  come  detcrminati  dai  gruppi  di  punti  scmiisobarici  (S,  ,  S,  ,  S,  ,  S4) , 
(S,  ,81,84,  Ss)  ,  (S'i  ,  S\  ,  S'3  ,  S'4).  Donde  derivano  teoremi  analoghi  ai  prece- 
denti. 

31.  Essendo  (P,  ,  P,  ,  P,  ,  P4)  ,  (F,  ,  P',  ,  P',  ,  P'4)  due  gruppi  di  punti  iso- 
barici rispetto  al  tetraedro  A1A2À3A4  ,  le  rette  P,P'|  ,  PjP't  ,  .  •  •  sono  isobariche 
rispetto  allo  stesso  tetraedro,  onde  segheranno  le  altre  faccie  di  ciascuno  dei  te- 
traedri P4P,P3P4  ,  P'iP'jP'jP'^  secondo  punti  isobarici,  e  segheranno  anche  le  fac- 
cie dì  A1A2A3A4  0  di  un  altro  tetraedro  che  ha  per  vertici  punti  isobarici  rispetto 
A,A2À4A4 ,  in  punti  isobarici  rispetto  A^ki\^k^. 

Il  tetraedro  P',P'2P'3P'4  può  essere  P,PjP4P, .  oppure  A,A,A3A4 ,   oppure   il 
baricentro  6,-  oppure  un  tetraedro  isobariccnlrico  inscritto  in  A1À2A3A4  ecc.;  onde 
si  hanno  numerosi  corollari,  p    e.:  t  tali  del  quadrangolo  P4P2P3P4  segano  or- 
dinatamente le  faccie  di  ÀfA^AjA^  secondo   gruppi   di   punii  isobarici  rispello 
A,A2A3A4;  le  faccùt  di  P,PjP3P4  segano   ordinalamenle  i  lali   del    quadrangolo 
A1A2A3A4  ecc.;  lo  slesso  scambiando  P|PjPjP4  con  A,A2A3A4;  le  relle  che  uniscono 
G  ai  punii  che  dividono  nello  slesso  rapporto  i  lali  del  quadrangolo  A,A2A3A4  in 
centrano  le  altre  faccie  del  tetraedro  A,A2A3A4  secondo  due  gruppi  di  punti  iso 
barici  rispetto  A1A2A3A4  e  quindi  determinano  due   tetraedri  isobaricentrici  in 
scrini  nel  tetraedro  A,A2A3A4;  te  rette  che  uniscono  i  punii  che  dividono  i  lali 
del  quadrangolo  gobbo  A,A2A3A4  nello  slesso  rapporto  incontrano  gli  allri  spigoli 
del  tetraedro  A,A2A3A4  in  punti  isobarici,  cioè  dividono  nello  stesso  rapporto  le 
vette  A|n3 ,  A2f>4  I  "s*i  »  "4*t  »  ecc« 

Considerando  due  gruppi  di  punti  semiisobarici  rispetto  a  un  tetraedro  dato, 
si  ottengono  proprietà  analoghe. 

Agosto  1894. 
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RAPPORTO 
SULLO  STATO  PRESENTE  DELLA  TEORIA  DEGLI  INVARIANTI 

del  Prof.  Dott.  FRANZ  MEYER 

(Continuazione,  v.   Voi  XXXIII,  p.  319  e  Voi.  XXXtV  p.  290) 
e)  APPENDICE    -  GENERALIZZAZIONI. 


a)  Trasformazioni  dì  grado  superiore. 

Come  chiusa  di  questa  parte  tratteremo  ancora  di  due  generalizzazioni^  di  cui 
la  prima  riguarda  ì  gruppi  di  trasformazioni  razionali  delle  variabili,  mentre  Taltra 
riguarda  i  cosidctti  gruppi  avipliali,  o,  ciò  clie  è  Io  stesso,  la  teoria  dpi^li  inva- 
rianli  differenzi  ali. 

Le  trasformazioni  razionali  di  grado  superiore  furono  studiate  completamente 
dal  punto  di  vista  della  teoria  delle  forme  soltanto  nel  campo  binario  (*). 

Della  forma  invariantiva  della  trasformazione  di  Tschirnhausen  data  da  Her- 
mite,  in  cui  la  nuova  variabile  (non  omogenea)  è  una  funzione  intera  dell*  antica, 
si  è  già  sopra  parlato  (*•). 


(*)  Intorno  alle  trasformazioni  di  grado  superiore  nelle  rappresentazioni  asso- 
ciate vedi  sopra. 

(**)  Aggiungiamo  qui  a  complemento  ,  che  Brioschi ,  appoggiandosi  diretta- 
mente sui  risultati  di  Hermite  ,  ha  costruito  le  equazioni  a  derivate  parziali  a  cai 
devono  soddisfare  i  coefficienti  deir  equazione  trasformata  (Atti  dell'  Ist.  Lomb.  I 
p,  231,  1858). 

Il  punto  di  vista  di  Hermite  fu  più  tardi  accentuato  maggiormente  da  Klein, 
il  quale  riferi  la  trasformazione  di  Tschirnhausen  direttamente  ad  un  sistema  tipico 
di  coordinate.  V.  p.  es.   Vorlesungen  ilber  das  Ikosaeder  (1884)  P.  II  Gap.  II  §§  o,  6- 

Accenneremo  ancora  ad  un'altra  applicazione  d'una  trasformazione  di  grado  su- 
periore. Se  f^(x  ,  1)  è  una  forma  binaria  scritta  in  modo  non    omogeneo,   in   virtù 

q(x    1) 
della  sostituzione   z  =  ^.,\— ^r  i  <iove  a  è  un  covariante  d'ordine  n— 2,  /  si  trasforma 
f(x  ,  1)  *  '^ 

in  una  forma  P^(«  ,  1)  i  cui  coefficienti  sono  tutti  invarianti  (Hermite,  Comptes- 
Rendus  1865;  cfr.  anche  Raths,  Math.  Ann.  XXVIII  p.  34-60,  1886).  In  Bruno- 
Walter  p.  191  questo  teorema  viene  esteso  al  caso  in  cui  la  /  stessa  è  un  cova- 
riante d'ordine  n.  Junker  {Dissert.,  Freiburg  1887)  ha  mostrato,  che  quest'  ultimo 
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Gordan  (•)  ha  mostrato  come  la  teoria  invariantiva  delle  trasformazioni  bi- 
narie razionali  si  riduca  alia  proiettiva,  e  in  qual  modo  possa  farsi  tale  riduzione. 

Qui  si  tratta  soltanto  di  invarianti  relativi,  giacche  si  vede  facilmente  che  la 
possibilità  d*un  invariante  assoluto  e  esclusa. 

Ad  una  forma  binaria  /'(ce,  ,  ce,)  si  applica  la  trasformazione  : 

^1  =  9« (a?i  >  aji)    >    Zi  =  ^ni^A  .  a?i)  » 

costruendo  il  risultante  F  delle  due  forme  fé  z^^-Zi^p  rispetto  alle  ae.  F  si  dice 
la  forma  trasformata,  e  la  questione  è  di  esprìmere  gl'invarianti  di  F  mediante  i 
più  semplici  invarianti  simultanei  di  /*,  <p  »  4^-  Alle  ultime  duo  forme  «p  ,  (j;  si  può 
sostituire  il  combinante  (*•): 

9(^  »  y)  =  9(05) 4^(1/)  - 9 (y) <Ksc)- 

Però  non  può  dirsi  reciprocamente  che  ogni  invariante  simultaneo  di  /" ,  9 ,  (V 
0  di  f  f  6  sia  un  invariante  di  F;  per  questo  devono  essere  soddisfatte  ancora 
certe  equazioni  a  derivate  parziali. 

Clebsch  (•••)  le  ha  costruite,  ^ed  ha  anche  mostrato  che  esse  formano  un  si* 
stema  completo. 

Pel  caso  m  =  2  Tintegrazione  può  eseguirsi. 

Le  trasformazioni  di  grado  superiore  vengono  usate  per  dare  alle  equazioni 
certe  proprietà  ìnvariantive  (**•*). 


teorema  è  soggetto  a  certe  restrizioni.  Recentemente  Brioschi  in  una  serie  di  lavori 
ha  ripreso  di  nuovo  le  ricerche  di  Hermite,  ed  ha  dimostrato  in  particolare,  come 
si  rappresentino  semplicemente  i  covarianti  trasformati  nella  sostituzione  d'una  ra- 
dice della  forma  primitiva:  Math.  Ann.  XXIX  p.  327-330  (1887),  Annali  di  mat. 
perie  2»  T.  XVI  p.  181-189,  329-334  (1888),  Proceedings  of  the  Lond.  math.  Soc.  XX 
S.  127-131  (1889),  Rend.  dell'Acc.  dei  Lincei  S.  5»  T.  IV,  1°  sem.,  p.  363-369  (1895). 

(*)  Journ.  ftir  Math.  LXXI  p.  164-194  (1870). 

(**)  La  funzione  0(x  ,  t/)  non  è  altro  che  la  funzione  generatrice  R  dei  combi- 
nanti di  9  e  4  introdotta  più  tardi  sistematicamente  da  Gordan  (cfr.  II,  D,  6). 
Anche  lo  sviluppo  di  R  secondo  covarianti  elementari  si  trova  già  qui   adombrato. 

Un  esempio  sviluppato,  cioè  la  trasformazione  quadratica  d'una  forma  del  4°  gra- 
do, si  trova  in  Cayley,  Math.  Ann.  III  p.  359-361  (1871). 

(*♦*)  Gattinger  Abh.  XV  p.  65-99  (1870). 

(♦***)  In  particolare  si  può  proporsi  di  rendere  la  forma  trasformata  mediante 
trasformazioni  di  grado  superiore,  secondo  il  procedimento  di  Hermite ,  una  forma 
tipica  avente  per  coeflScienti  degli  invarianti.  A  quali  condizioni  debba  in  questo 
caso  soddisfare  la  trasformazione,  non  fu  ancora  studiato  in  generale. 
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In  casi  particolari  la  trasformazione  di  grado  superiore  può,  secondo  Clebsch  (^), 
ridursi  ad  una  lineare^  cosi  p.  es.  la  trasformazione  cubica  d*una  fy 

Torelli  (**)  ha  rintracciato  il  fondamento  vero  di  questo  fatto  nel  caso  nccen- 
nato  in  una  identità,  con  covarianti  lineari  come  coeOicienti ,  che  ha  iuogo  fra  3 
forme  cubiche  qualunque. 

Le  due  formo  trasformate  differiscono  solo  per  un  fatture  costante,  che  risulta 
essere  il  prodotto  di  due  invarianti. 

Clebsch  (***)  ha  messo  in  rapporto  le  trasformazioni  di  grado  superiore  delle 
forme  binarie  colle  trasformazioni  lineari  d*uno  spazio  a  più  dimensioni,  dando 
cosi  a  quelle  una  interpretazione  geometrica  evidente. 

Data  p.  es.  una  trasformazione  quadratica  di  un*  equazione  di  5.*"  ordine  fiai) 
colle  radici  X^  : 

a?,  +  Xa?2  +  X«X3  * 

e  considerando  le  (y) ,  (x)  come  coordinate  di  due  punti  d*un  piano,  le  radici  ^, 
delVequazione  trasformala  F{1)  sono  date  dai  punii  d^inlersezione  della  cougiun^ 
genie  di  quei  due  punii  : 

z*  =  y*-5x,  (k  =  l,  2,  3) 

colle  cinque  rette  : 

H  +  X<  z,  f  \^  Zj  =  0. 

Queste  poi  sono  cinque  tangenti  della  conica  : 

z,*-4  z,Z3  =  0    (••••). 


(♦)  L.  e. 

(**)  Atti  deirAcc.  Pontaniana  di  Napoli  XVIII  p.  215-225  (1888),  Rend.  di  Pa- 
lermo II  p.  165-171  (1888). 

(♦*♦)  Gòttinger  Nachr.  1871  p.  335-345  ,  Math.  Ann.  IV  p.  284-345  (1871).— 
Sulle  equazioni  del  5^  ordine  cfr.  V  esposizione  in  Clebsch — Lindemann  II,  1,  P.  3, 
Nam.  XI. 

(****)  Di  qui  si  rileva  immediatamente  Teffetto  della  trasformazione  quadratica 
che  risulta  dalla  precedente  per  iscambio  di  5  con  X. 

Sia  p.  68.  F(5)  =  0  la  data  equazione  di  5^  ordine  *,  le  sue  5  radici  5i  saranno 
rappresentate  da  6  punti  (y)-*?<  (se)  della  retta  (y){x).  Se  da  questi  si  conducono 
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Di  qui  si  comprende  tosto,  perchè  per  Io  studio  delle  dette  equazioni  bastano 
le  trasformazioni  quadratiche. 

I  modi  diversi  in  cui  si  possono  scejjfliere  i  punti  (x)  ,  (y)  sulla  retta  (z)  cor- 
rispondono alle  diverse  trasformazioni  lineari  che  ammette  ancora  T equazione 
trasformata. 

Giacché  la  sostituzione  di  quei  2  punti  mediante  2  altri  qualunque  equivale 
precisamente  ad  una  sostituzione  lineare  di  g. 

Clebsch  fa  osservare ,  che  appunto  in  questo  modo  gli  elomenti  proprii  alle 
trasformazioni  di  grado  superiore  appaiono  separati  dall'influenza  che  può  ancora 
esercitare  una  trasformazione  lineare  successiva. 

Anche  il  teorema  di  Gordan,  che  grinvarianti  deirequazione  trasformata  dipen- 
dono solo  dai  combinanti  di  9  e  (|/,  viene  qui  immediatamente  in  evidenza. 

Per  le  equazioni  di  sesto  (*)  e  di  settimo  ordine  basteranno  analogamente  le 
trasformazioni  cubiche,  per  la  interpretazione  delle  quali  si  ricorrerà  ad  una  cu- 
bica gobba. 

Clebsch  ha  dato,  come  applicazione  dell'esposto  principio,  una  rassegna  com- 
pleta ed  evidente  delle  relazioni  che  passano  tra  le  equazioni  del  S.^  ordine  e  le 
loro  risolventi,  e  specialmente  colla  forma  di  Jerrard  e  coll'equazionc  modulare. 

Sulle  trasformazioni  univoche  di  grado  superiore  in  un  campo  ad  n  variabili 
è  venuto  in  luce  di  recente  un  lavoro  di  Maurer  (•*),  che  si  propone  specialmente 


le  5  possibili  coppie  di  tangenti  gj-HX^2-fi/«g=0  (r=l,  2,... ,10)  alla  conica,  si  hanno 
nei  10  argomenti  X  le  radici  deirequazione  trasformata. 

Le  forme  invariantive  della  forma  trasformata  sono  invarianti  simultanei  ri- 
spetto alle  tre  forme  F(E),  Xi+Sa^g+S^ccg  ,  y^+c^g  +  S^ys- Una  serie  di  formole  esplicite 
di  questa  specie  fu  data  da  Spottiswoode  (  Rend.  delF  Acc.  dei  Lincei  Serie  3* 
T.  VII  p.  218-223  [  1883  ],  London  Proceed.  XVI  p.  148-171  [  1885  ]).  Pittarelli 
ba  dato  una  dimostrazione  completa  di  ciò  mediante  il  calcolo  simbolico  (Rend.  Lincei 
Serie  4»  T.  I  p.  327-331,  374-381  [1885]). 

(**)  Uno  studio  dell'equazione  dei  6^  e  del  7°  ordine  in  questo  senso,  da  cui  ri- 
sultassero chiari  i  rapporti  fra  i  gruppi,  sarebbe  assai  desiderabile. 

(♦*♦)  Joum.  fttr  Math.  CVII  p.  89  116  (1890). 

Osserveremo  sin  d'  ora ,  che  le  trasformazioni  usate  da  Maurer  devono  con- 
tenere almeno  un  parametro  arbitrario.  Del  resto  il  lavoro  si  presenta  come  una 
generalizzazione  diretta  di  un  altro  dello  stesso  autore  del  quale  a  suo  luogo  si  è 
parlato. 

Sulla  teoria  algebrico-geometrica  delle  trasfornf azioni  univoche  di  2  variabili, 
sviluppata  da  Riemann ,  Cremona ,  Clifford ,  N(Jther ,  Rosanes ,  Brill  ed  altri, 
vedi  p.  es.  Clebsch-Lindemann  1 ,  4 ,  P.  IX ,  inoltre  specialmente  NSther ,  Math, 
Ann.  XXin  p.  311-358  (1887).  Solo  di  recente  è  riuscito  a  N5ther  (Berliner 
Ber.  1888  p.  1-5)  di  determinare  il  numero  degl'  invarianti  assoluti  (modali)  d'una 
superficie. 
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lo  scopo  dì  mettere  a  confronto  le  equazioni  differenziali  degl'  inva  rianii  che  in 
quel  caso  esistono  colle  note  n^  equazioni  differenziali  di  Aronhold. 

L'autore  parte  dalPosservazione,  che  le  proprietà  di  forme  speciali  fondale 
sopra  relazioni  (algebriche)  esislenli  tra  i  coefficienli  furono  Onora  studiate  ,  dal 
punto  di  vista  della  teoria  degrinvarianti,  solo  (*)  in  casi  isolati. 

Per  riempire  tale  lacuna,  egli  divide  le  forme  ad  n  variabili  di  un  determi- 
nato ordine  p  in  classi  :  V  insieme  delle  forme  costituisce  la  classe  Hq  :  qnellc 
forme,  i  cui  coeflicienti  soddisfanno  ad  un  determinato  sistema  (irriducibile)  dì 
equazioni  algebriche,  costituiscono  la  classe  ^2,. 

Se  i  coefficienti  soddisfanno  ad  un  altro  analogo  sistema  d'equazioni  algebri- 
che, si  forma  nel  seno  delta  classe  Xì|  la  classe  ii^ ,  etc. 

L'apparente  arbitrarietà  di  tale  classificazione  scompare,  tostochè  per  ottenere 
gli  invarianti  si  fa  uso  di  trasformazioni  costituenti  un  gruppo. 

8'imaglnino  infatti  alcuni  dei  coefficienti  delia  forma  determinati,  in  virtù  delle 
equazioni  che  caratterizzano  la  classe  £2,  ,  come  funzioni  algebriche  omogenee  di 
/  altre  quantità  u,  ,  t/, ,  ..  ,11^  considerate  come  affatto  arbitrarie;  la  forma  sia 
perciò  designata  con  f{x  ,  w). 

Sì  sottopongano  ora  le  due  serie  di  variabili  x  ^  u  ad  un  sistema  di  trasfor- 
mazioni : 


(8)  »i  =  ?<(ylp)        ,       Uj,:=^j,{V\p) 

avente  le  seguenti  proprietà. 

Le  (p  sono  funzioni  razionali  (**)  omogenee  delle  x ,  nelle  quali  i  parametri  p 
entrano  algebricamente;  le  ^  sono  funzioni  algebriche  delle  t?  ,  p  e  sono  omo- 
genee rispetto  alle  v. 

Le  equazioni  (S)  devono  inoltre  costituire  un  gruppo  di  trasformazioni  con- 
tenente la  trasformazione  identica  ;  l' inversione  della  trasformazione  deve  quindi 
condurre  a  equazioni  della  slessa  specie  : 

y  =  ^'{x\p')     ,     v=z^'{u\p'), 

dove  i  nuovi  parametri  p'  dipendono  algebricamente  dagli  antichi  p. 

Ora,  se  è  possibile  ir  asformare  f  (x  ,  u)  in  f  (y  ,  v)  per  imi  i  valori  dei  pa- 
rametri p,  il  gruppo  (S)  si  dice  coordinato  alla  classe  Uq. 


(*}  Cfr.  però  i  recenti  sviluppi  di  Deruyts  ( JI ,  D  ,  a  ) ,  il  quale  collo  studio 
diretto  delle  forme  invariantive  (però  solo  rispetto  alle  trasformazioni  proiettive)  è 
giunto  a  risultati  equivalenti  in  sostanza  a  quelli  di  Maurer. 

(**;  L'ulteriore  ìsviluppo  della  ricerca  mostra  che  le  9  devono  essere  lineari  omo- 
genee nelle  x. 
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Si  ha  reciprocamente,  che  esìstoDO  siffatti  sistemi  di  gruppi  (S),  e  che  tulli 
questi  sistemi  (*)  conducono  ad  una  classe  A|  ben  determinata  ,  e  del  pari  ad 
un  unico  sistema   (Tinvarianti  della  classe  ^|. 

La  dimostrazione  si  fonda  anzitutto  sul  teorema  di  ChristolTe]  (**)  già  sopra 
ricordato,  secondo  il  quale,  astrazion  fntta  da  certi  casi  eccezionali,  l'equivalenza 
è  caratterizzala  daWcguagliunza  dcgfinvariaiìti  assoluti;  in  secondo  luogo  sugli 
elementi  della  teoria  dei  gruppi  di  Lie,  la  quale  deve  però  essere   modificata  in 

guisa  determinata  a  riguardo  delia  natura  speciale  delle  trasformazioni  con  cui 
qui  si  ha  a  fare. 

L*autore  giunge  cosi  al  risultato ,  che  le  n  funzioni  9',  le  (  funzioni  ^\  e  in- 
flne  la  stessa  /*.  devono  soddisfare  ciascuna  ad  m  equazioni  caraneristiche  lineari 
H  derivate  parziali. 

Queste  hanno  la  forma: 


<».)  5:«.l^-S^.K:=«. 


>..    ^   'dx^- 


dove  le  Q  dipendono  solo  dalle  p,  le  U  dalle  ti,  le  X  dallo  a?. 

OCinvarianti  J  della  classe  di  forme  sono  determinati  dalle  m  equazioni 
differenziali: 

0)  h-'àr'- 


(♦)  Qui  si  è  fatta  tacitamente  1'  estensione ,  che  le  funzioni  9  possano  dipen- 
dere dalle  u  in  modo  algebrico  qualunque  ;  di  tali  sistemi  (S)  non  contenenti  u,  ve 
n'ha  infatti  uno  solo.  Del  tutto  diversamente  si  presentano  naturalmente  le  cose , 
quando,  come  nelle  ricerche  di  Lie,  non  si  pone  alcuna  limitazione  riguardo  al 
carattere  funzionale  delle  funzioni  9  ,  ^. 

(**)  Math.  Ann.  XIX  p.  280-290  (1882). 

YOL.   XXXV.  87 
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Se  fra  queste  ve  ne  hanno  m'  indipendenti ,  la  classe  ammette  t— m'  inta- 
rianti  indipeiìdenti  tra  loro. 

Ogni  soluzione  delle  equazioni  (E)  diversa  d»  fix^u)  può  considerarsi  come 
un  covariante  di  f. 

La  proprietà  delle  trasformazioni  (S)  di  formare  un  gruppo  porta  come  conse- 
guenza che  i  4  sistemi  <D|) ,  (D|) ,  (E) ,  (J)  sono  completi. 

Che  la  divisione  delle  forme  f  in  classi  ha  luogo  in  modo  determinato ,  può 
vedersi  come  segue* 

La  forma  f{(v  ,  u)  della  classe  ii^  8i  trasformi  in  una  della  classe  a^^,  quan<]o 
le  u  si  assoggettino  al  sistema  irriducibile  di  equazioni  : 

Ora  la  classe  i2,-^,  deve  essere  determinata  dalla  condizione,  che  mediante  h 
trasformazioni  coordinate  alla  classe  Ui  ogni  forma  della  classe  A^+i  Tenga  tra- 
sformata in  una  forma' della  stessa  classe. 

Da  ciò  può  dedursi,  che  anche  le  funzioni  II  soddisfanno  alle  equazioni  diffe- 
renziali (Dj)  delle  ^\ 

Dalle  equazioni  differenziali  (E),  a  cui  soddisfa  la  forma  generale  della  classe 
il^,  si  ottiene  pertanto  un  sistema  affatto  analogo  di  cquazionii  a  cui  soddisfa  la 
forma  generale  ueila  classe  i^^^, ,  e  lo  stesso  può  dirsi  delle  equazioni  differen- 
ziali degli  invarianti. 

Le  n'  equazioni  difTerenziali  di  Aronhold  per  le  forme  generali  della  classe  a, 
continuano  quindi  a  sussistere  nel  loro  carattere  essenziale  anche  per  le  classi 
successive. 

Solo  in  casi  speciali  (*)  si  aggiungono  per  queste  classi  ancora  altre  equa- 
zioni differenziali. 

^)    Invarianti    del    gruppo    proiettivo    ampliato 
(reoiprooanti  ed  invarianti  difTerenziali)  (**) 

La  teoria  de*  reciprocanti  fu  fondata  nell'anno  1885  da  Sylvester  (•*•),  e  pò- 


{*)  Perchè  ciò  avvenga,  il  discriminante  /  deve  annullarsi,  un  caso  che  già 
Aronhold  riconobbe  essere  eccezionale. 

(**)  L'autore  sa  bene  di  aver  trattato  questo  tema  in  modo  assai  incompleto  : 
però  era  necessario  limitarsi  a  quelle  parti  che  sono  state  direttamente  sottoposte 
ai  metodi  dell'ordinaria  teoria  degli  invarianti.  Per  questa  ragione  non  si  ò  nel  testo 
quasi  punto  accennato  alla  teoria,  sviluppata  da  Lie ,  Halphen ,  Appell ,  Brioschi , 
Vessiot,  Stackel  ed  altri;  degli  invai  iantì  delle  equazioni  differenziali^  che  stanno 
agli  invarianti  differenziali  come  le  ordinarie  forme  invariantive  dell'algebra  stanno 
alle  identiche  (contenenti  soltanto  le  variabili). 

(♦**)  Messenger  XV  p.  74-76,  88-92;  Comptes  -  Rendus  CI  p.  1042-1046, 
1110-1111,  1225-1229,  14G0-1464. 
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scia  sviluppata  da  lui  stesso  e  dai  suoi  amici  e  discepoli  Cayley,  nammond,  Mac 
ilahon,  Leudesdorf,  Ellìott,  Forsylh,  Rogers,  Berry,  nonché  da  Perrln. 

Una  parte  iniportante  {♦)  di  questa  teorìa,  quella  relativa  agli  invarianU  dif- 
ferenziali^ era  già  stata  studiata  con  successo  sin  dal  1878  o  1880  da  Halphcn  (**), 
mentre  d'altra  parte  ricerche  ancora  più  fondamentali  di  Lie  (*••)  trattano  questo 
argomento  con  una  tale  generalità,  che  molti  teoremi  e  metodi  degli  autori  testò 
nominati  sono  semplici  conseguenze  della  sua  ampia  teoria;  bisogna  però  osser- 
vare, che  ciò  non  diminuisce  punto  il  merito  di  presentare  sistematicamente  nel 
senso  della  teoria  degFinvarianti  queste  verità  generali  pel  caso  importante  delle 
funzioni  razionali  intere  ,  e  di  renderle  accessibili  alla  geometria  proiettiva  delle 
curve  e  delle  superficie. 

A  dir  vero  deve  agj^iungersi ,  che  il  progresso  reale  della  scienza  sarebbe 
stato  senza  confronto  più  grande,  se  Ilalphon  e  gli  scienziati  inglesi  avessero  te- 
nuto maggior  conto  delle  profonde  idee  di  Lie,  mentre  Lie  alla  sua  volta  ha  sde- 
gnato di  entrare  in  quelle  diverse  teorie  speciali  (****). 


Un'  esposizione  sistematica  della  teoria  fu  data  da  Sylvester  nelle  sue  lezioni 
pubblicate  da  Hammond  :  American  journal  Vili  p.  196-260,  IX  p.  1-37  (1886)  ; 
IX  p.  113-161,  2d1-352,  X  p.  1-16  (1887). 

(*>  Gli  invarianti  differenziali  corrispondono  al  gruppo  generale  proiettivo, 
i  reciprocanti  possono  riferirsi  anche  a  qualunque  sottogruppo  di  questo.  Secondo 
la  terminologia  primitiva  di  Sylvester  la  parola  reciprocante  accennerebbe  a  dir 
vero  soltanto  allo  scambio  delle  variabili.  In  altri  autori  invece  il  concetto  di  in- 
variante differenziale  è  il  più  ampio  dei  due. 

(*♦)  1878,  Thèse  pour  le  doctorat.  —  1880,  École  polyt.,  Mém.  prés.  S.  II.  T. 
XXVIII,  301  p.  (1880-1884).  Cfr.  anche  le  note  anteriori:  Comptes-Eendus  LXXXl 
p.  1053  (1875),  Journ.  de  Math.  S.  III  T.  II  (1876).  Sui  particolari  vedi  più  sotto 
Halphen  fa  uso  specialmente  del  teorema,  che  un  invariante  differenziale  me- 
diante derivazione  rispetto  alla  variabile  indipendente  x  dà  luogo  ad  un  invariante 
differenziale.  Cfr.  Sylvester,  Amer.  j.  IX  p.  297-352  (1887);  Elliott,  Messenger  S. 
II  T.  XIX  p.  7-14  (1889). 

(***)  V.  p.  es.  Math.  Ann.  XXIV  p.  337-378  (1884),  Lie-Engel  I  Gap.  25. 

(****)  Un'esposizione  dettagliata  dei  rapporti  tra  i  due  gruppi  di  ricerche  sarebbe 
opera  assai  utile  [una  tale  esposizione  è  stata  data  recentemente  da  Stockert,  Progr. 
Healgymn,  Chemnitz  1895].  Lie  stesso  tratta  più  volte  delle  relazioni  tra  le  sue  ri- 
cerche e  quelle  di  altri,  specialmente  di  Halphen.  Cfr.  p.  es.  Math.  Ann.  XXXII 
p.  212—281,  specialmente  p.  214-215  (ristampato  àviWArchiv  di  Norvegia  del  1883); 
XXIV  p.  537-578,  specialmente  p.  549  (1884);  XXV  p.  71-151,  spec.  p.  74(1885); 
Leipz.  Ber.  1887  p.  83-88  ;  Am.  j.  XI  p.  182-186  (1888)  ;  Lie-Engel  I  spec.  p. 
552-553  ;  Leipz.  Ber.  1891  p.  253-270,  spec.  p.  267. 
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Sylvester  è  partito  da  una  proprietà  semplice  della  cosidetta  espressione  di 
Schtoarz  (*): 


^^'"'^"i^      2^;-         2i,.« 


<l0Ye  t/i  ,  j/i  ,  t/3  denotano  la  1^ ,  2^ ,  3*  derivata  della  variabile  dipendeate  y  ri- 
spetto alla  indipendente  x. 

Se  si  scambia  y  con  a? ,  (y  »  a?)  si  muta,  a  meno  d*una  potenza  intera  di  y^ 
e  del  segno,  nell'espressione  reciproca  (x  ,  y) ,  e  Io  stesso  può  dirsi  anche  del 
numeratore  ?i/|  y,  -Sy,*. 

Quelle  funzioni  razionali  di  y,  ,  y,  ,  y,  ,  .  .  . ,  che  per  lo  scambio  di  y  con  x 
non  mutano  di  forma,  astrazion  fatta  da  un  fattore  razionale  negli  stessi  elementi, 
sono  reciprocanii  binari  della  specie  più  semplice. 

Limitandosi  alle  funzioni  razionali  intere  o  forme  F  delle  yi  ,  y^ ,  t/s  ,  -  .  . , 
è  facile  dimostrare,  che  quel  fattore  ha  necessariamente  la  forma  ±yi^.  dove  -i 
è  un  numero  intero.  Secondo  il  segno  di  questo  fattore  i  reciprocanti  si  dividono 
in  due  classi  di  carattere  pari  o  dispari;  /a  si  dice  la  caratteristica.  Por  im.  =  Q 
il  reciprocante  è  assoluto. 

Supponendo  la  forma  F  omogenea  nei  suoi  elementi,  ne  scfgue  da  $è  che  essa 
è  anche  isobara  ;  è  opportuno  di  assegnare  alle  yi  i  yi  .  ys  »  yi  >  •  •  •  rispettiva- 
mente i  pesi  -1,  0,  +1,  +2,  ...  Designando  allora  con  i  il  grado  ,  con  te  il 
peso  di  E  ,  [A  dovrà  avere  il  valore  Zi  +  w. 

Poiché  le  forme  F  non  contengono  esplicitamente  le  variabili  so ,  y ,  è  facile 
riconoscere  che  esse,  anche  per  le  sostituzioni  del  gruppo  delie  trasla- 
zioni x'  =  x-h  a  ,  j'  =  y-f  b,  variano  soltanto  per  un  fattore  dipendente  linear- 
mente da  y,. 

Se  si  combinano  i  due  teoremi,  che  un  reciprocante  assoluto  per  derivazione 
rispetto  ad  x  si  trasforma  in  un  reciprocante  (di  egual  carattere) ,  e  che  un    re- 

JL 
ciprocante  qualsiasi  diviso  per  t*  diventa  assoluto,  si  ottiene  un  operatore  diffe- 
renziale lineare  g,  il  quale  permette  di  dedurre  da  una  data  forma  F  una  serie 
infinita  di  altre  simili  forme. 

Dobbiamo  ora  passare  ad  un  gruppo  più  ampio  di  sostituzioni  lineari ,  cioè 

alle  ortogonali.  Si  ha  il  teorema  elegante:  Se  F  e  j—  sono  reciprocanti,  V  è  un 

reciprocante  ortogonale^  e  reciprocamente.  La  più  semplice  forma  di  tal  natura  è 
il  primo  membro  deirequazione  differenziale  del  cerchio. 


(*)  V.  sopra.  Questa  espressione  si  trova  già  in  Lagrange. 
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Ancor  più  importante  è  il  passaggio  ulteriore  al  gruppo  affine: 

a?'  =  ax  +  fty  +  e    ,    y'  -dx  +  eyi-f. 

Componendo  questo  gruppo  mediante  sostituzioni  fondamentali ,  si  dimostra 
che  basta  che  un  reciprocante ,  oltre  ad  essere  omogeneo  ed  isobaro ,  sia  indi- 
pendente da  t/i ,  perchè  esso  sia  invariante  rispetto  al  gruppo. 

Tali  reciprocanti  affini  diconsi  puri,  in  opposizione  a  quelli  misti  che  con- 
tengono anche  ]/,• 

Questi  reciprocanti  puri  R  in  particolare  presentano  una  singolare  somiglianza 
coi  semicoTarianti  (cfr.  II ,  D  ,  a) ,  benché  uno  studio  dettagliato  metta  in  chiaro 
varie  notevoli  differenze. 

Le  due  specie  di  quantità  soddisfanno  ciascuna  ad  un'equazione  caratteristica 
lineare  a  derivate  parziali,  e  le  due  equazioni  hanno  struttura  analoga  (*). 

Per  ambedue  esiste  un  analogo  generatore ,  il  quale  qui  trasforma  i  semin- 
varianti  in  seminvarianti,  là  i  reciprocanti  puri  in  reciprocanti  puri. 

Alla  formola  di  Cayìey  (**)  (w  :  i  ,j)  -  (to  -  \  :  i  ,J),  che  dà  il  numero  delle 
generatrici  linearmente  indipendenti  di  grado  i  e  di  peso  u?  d*una  forma  d'ordine 
/  ,  corrisponde  pei  reciprocanti  puri  :  {io  .  i  ,  f)  -  ito  -  \  :  i  -{•  \  ,/)»  se  R  dipende 
dalle  derivate  t/s  >  t/s  i  •••  ,  t/j>i*  Soltanto  non  fu  ancora  trovata  una  dimostrazione 
soddisfacente  di  quest'ultima  formola. 

Possono  anche  ottenersi  per  le  due  specie  di  forme  invarìantivc  analoghi  sì- 
stemi  associati  o  protomorfi^  cioè  sistemi  costituiti  il  più  semplicemente  possibile 
di  forme  stesse  mediante  le  quali  qualunque  altra  (supponendo  che  il  numero 
degli  elementi  possa  crescere  indefinitamente)  è  esprimibile  in  modo  razionale  ed 
intero,  a  parte  una  potenza  del  primo  elemento  al  denominatore. 

Mentre  però  pei  seminvarianti  vi  sono  dei  protomorti  alternativamente  del  2.® 
e  del  8.^  grado,  il  grado  di  quelli  dei  reciprocanti  puri  cresce  inde  fini  lamenle. 

Altre  diflferenze  ancora  più*  profonde  sono  le  seguenti.  Se  un  invariante  ra- 
zionale intero  si  scompone  in  fattori  lineari,  anche  ciascuno  di  questi  è  invariante; 
ciò  non  vale  più  in  generale  pei  reciprocanti. 

Di  reciprocanti  puri  di  dato  grado  e  contenenti  un  numero  qualsiasi  di   eie- 


(*)  Vedi  più  sotto.  Calcoli  espliciti  di  reciprocanti  basati  sulle  equazioni  diffe- 
renziali si  trovano  fra  gli  altri  in  Cayley ,  Quart.  j.  XXVI  p.  169-194  (1892)  , 
195-205  (1893),  Am.  j.  75-77  (1893). 

(**)  V.  II ,  A ,  e,  Sylvester   dà    qui    una    nuova    dimostrazione  della  formola, 
la  quale  parte  dall'osservazione,  che  due  forme  isobare  appartenenti  ai  tipi  comple- 
mentari w  j  %  ,j  e  ij  —  w  ^i  jj  hanno  lo  stesso  numero  di  termini.  Questa  dimostra- 
zione fu  completata  da  EUiott,  Proc.  of  the    Lond.    math.  Soc.   XXIII  p.   298-304 
(1892),  XXIV  p.  21-36  (1893). 
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mentì  ve  n*  ha  soltanto  un  numero  finito ,  mentre  la  serie  analoga  dei  seminfa- 
rianti  è  inflnita. 

Corrispondentemente  anche  le  due  futìzioni  generalrici,  pur  avendo  struttura 
analoga,  presentano  differenze  profonde  quanto  profondamente  nascoste. 

Si  giunge  ai  risultati  più  interessanti,  elevandosi  inflne  alla  classe  più  gene- 
rale dei  reciprocanti  proicWviy  corrispondenti  al  gruppo  generale  delle  colli- 
neazioni  : 

gx-\-  hy  +  h     *     ^     flfl?  +  /ly  4-  ft  ' 

Sono  questi  gV  invarianti  difTerenziali  rispetto  ad  una  variabile  x,  della  cui 
teoria  erano  stati  già  posti  i  fondamenti  da  Halphcn  (*;. 

Secondo  Sylvester    un  tale  invariante  diderenzinle   è  caratterizzato  semplice 
mente  da  ciò  ,  che  esso  è  una  forma  delle  yi  ,  y*  .  y4  ,-  to  qìhale  riunisce  in  sé 
la  proprietà  reciprocante  e  l'ordinaria  seminvarianza. 

La  fecondità  di  questa  definizione  si  manifesta  chiaramente,  quando  si  vo- 
glia realmente  formarsi  un*  idea  del  sistema  degrinvarianti  differenziali. 

Esiste  infatti  una  catena  di  reciprocanti  puri  À,B,C,D....,  costruibile 
secondo  una  legge  esplicita  semplicissima  ,  la  quale  conduce  immediatamente  alla 
generazione  di  tutti  gl'invarianti  diirorcnziali;  basta  considerare  le  A,  B,  C,  D,  •.. 
comò  coeiìlcicnti  d'una  forma  binaria  (d'ordine  successivamente  crescente)  e  co- 
struire rispetto  a  questa  il  protomorfo  poi  scminvarianti:  qualunque  funzione  ra- 
zionale intera  di  quel  prolomorfo ,  divisa  per  una  conveniente  potenza  di  y, , 
dà  un  invariante  differenziale,  e  reciprocamente. 

Invece  della  catena  delle  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  .  .  .  si  può  anche  costruire  diretta- 
mente una  catena  analoga  di  scminvarianti  rispetto  alle  J/s  »  !/3  *  !/4  •  *  •  • 

Se  si  ticn  conto  anche  della  proprietà  speciale  di  ogni  invariante  differenziale 
razionale  di  grado  e  di  peso  nullo,  di  dar  luogo  ad  un'espressione  della  stessa 
natura  per  derivazione  rispetto  ad  ac,  si  comprenderà  come  per  questa  via  siste- 
matica l'integrazione  completa  delle  equazioni  ottenute  eguagliando  a  zero  gl'in- 
varianti  differenziali  si  effettui  in  modo  naturale,  mentre  in  Halphen  la  soluzione 
di  tali  problemi  importanti  per  la  geometria  riesce  soltanto  colf  applica'zione  di 
metodi  indiretti  d'integrazione  (•*). 


(*)  L.  e.  Halphen  nel  secondo  dei  lavori  citati  ha  preso  a  considerare  anche 
quegli  invarianti  differenziali  ternari  nella  cui  espressione  entrano  le  derivate  di 
due  variabili  dipendenti  rispetto  ad  una  terza  indipendente.  Gli  scienziati  inglesi, 
EUiott ,  Forsyth  ed  altri ,  si  sono  al  contrario  concentrati  sui  reciprocanti  e  in- 
varianti differenziali  ternari  in  cui  una  variabile  è  dipendente  e  le  altre  due  indi- 
pendenti. 

(**)  Ciò  si  manifesta  chiaramente  p.  es.  nella  trattazione  del  problema,  di  tre- 
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È  ancora  nostro  compito  ricordare  alcuni  importanti  complementi  ed  esten- 
sioni della  teoria  dovuti  ai  già  rammentati  collaboratori  di  Sylvester  (*). 

Spelta  a  Hac  Mahon  il  merito  di  aver  ordinato  rammasso  confuso  dei  procesiti 
di  derivazione  parziale  lineare  attinenti  alla  teoria  degrinfarianti  e  reciprocanti 
binari.  Un  unico  processo  di  questa  natura,  in  cui  entrano  4  numeri  interi  arbi- 
trari, comprende,  ove  questi  si  specializzino,  tutti  gli  operatori  conosciuti  (**).  An- 


vare  quell'  invariante  differenziale  il  cai  annullarsi  dà  1'  equazione  differenziale  di 
una  curva  piana  di  3^  (n— esimo)  ordine,  cioè  1'  equazione  differenziale  a  cui  sod- 
disfa y  come  funzione  di  x  quando  ^  ed  x  sono  legate  Tana  all'altra  da  un'equa- 
zione del  30  (n— esimo)  ordine. 

(*)  Non  può  disconoscersi  che  T  estensione  estrinsecamente  notevole  di  tali 
generalizzazioni  è  causata  in  parte  da  una  serie  di  questioni  speciali  isolate  (deter- 
minazioni di  classi  particolari  d'invarianti  differenziali  di  sottogruppi  particolari 
del  gruppo  lineare).  Qui  appunto  riesce  sensibile  la  mancanza  di  cognizione  dei 
princfpii  direttivi  di  Lie. 

(♦♦)  London  Proc.  XVIH  p.  61-88  (1887).  Cfr.  Cayley,  Quart.  j.  XXVI  p.  195-205 
(1893). 

U  processo  accennato  è  rappresentato  dalla  formola: 


OD 


8=0  -+• 


V     (m-1)!     _h_k,_li 


dove  ifcQ+Ari+A:,-f  ...=m  ,  ^1+2^:^+3^3  4-...=*,  e  i  quattro  parametri    |jl  ,  v  ,  m ,  n   sono 
numeri  interi  >0«P  es.  : 

(l.l;l,l)  =  ao^H-2a,A  +  3«,^  +  ...  =  0 

è  l'equazione  differenziale  dei  semivarianti;  cosi: 

(4,l;2,l)=4«-^Ì-+5«o«,^  +  6(a,..  +  ^)A  +  ...=0 

è  quella  dei  reciprocanti.  Quest'  ultima   equazione ,  come  indica  Sylvester ,   è    do- 
vuta a  Hammond. 
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Cora  più  importante  appare  qui  la  dimostrazione,  che  questa  quadruplice  varietà 
di  processi  costituisce  un  sistema  completo,  nel  senso  che  la  formazione  delle  pa- 
rentesi di  Poisson  mediante  due  di  essi  conduce  di  nuovo  ad  un  processo  del 
sistema. 

Perrin  (*)  ha  trasportato  la  sua  teoria  dei  residui  (**)  quasi  immediatamente 
dai  seminvarianti  ai  reciprocanti.  Data  quindi  una  serie  di  forme  reciprocanti  con- 
tenenti tutte  effettivamente  y^  come  derivata  di  ordine  massimo  ,  e  considerando 
questa  come  una  variabile  binaria,  ogni  seminvariante  della  serie  è  anche  un  re- 
ciprocante. 

L'estensione  della  teoria  di  Sylvester  ad  n  variabili  (di  cui  una  si  considera 
come  dipendente)  fu  da  Elliott  {••*•)  effettuata  pel  caso  dell'  invarianza  rispetto 
alle  permutazioni  cidiclie  delle  variabili  ;  in  particolare  si  deve  a  lui  la  costru- 
zione del  sistema  completo  delle  equazioni  differenziali  caratteristiche  per  3  va- 
riabili. 


Mac  Mahon  ha  presentato  i  processi  in  discorso  sotto  una  forma  siffibblica, 
che  li  mette  in  relazione  immediata  colle  funzioni  simmetriche  (London  Proc.  XIX 
p.  112-128,  1888). 

Gli  analoghi  del  processo  (jji  ,  v  ;  m  ,  n)  nel  campo  ternario  sono  stati  studiati 
dallo  stesso  Mac  Mahon ,  e  più  dettagliatamente  da  Elliott:  London  Philos.  Trans. 
CLXXXI  p.  19-51  (1890). 

(♦)  Comptes-Rendus  GII  p.  351-353  (1886). 

(♦*)  V.  sopra  II,  A,  d. 

(*♦*)  London  Proo.  XVII  p.  172-196  (1886)  ,  XVIII  p.  142-164  (1887) ,  XIX 
p.  6-23,  377-405  (1888);  Messenger  S.  II  T.  XIX  p.  7-14,  London  Proc.  XX 
p.  131-160  (1889). 

Il  secondo  dei  lavori  citati  contiene  la  deduzione  delle  6  equazioni  differenziali 

caratteristiche  dei  reciprocanti  ternari  puri.  Se  si  considera   z    come   funzione   di 

1        »'"+'« 
X  fi/j  e  si  designa  -~| — ^  a~ró~i  ^^^  ^ra>  ^^®  ^®1^®  equazioni  esprimono  soltanto  che 

il  reciprocante  è  omogeneo  ed  isobaro  rispetto  a  ciascuno  dei  due  indici  r  ed  s.  Altre 
due  equazioni  esprimono  che  il  reciprocante  è  un  invariante  simultaneo  rispetto  alle 
forme  binarie: 

«gO^*  +  2»ii^l^  +  «0«l^*  >  «30^'  +  3«2iXV  +  3«i2^iJi«  -h  Zq^XI?  , 

Gfr.  l'analogo  pei  seminvarianti  superiori  in  Forsyth  (II,  A,  e). 

Le  due  ultime  equazioni  finalmente  costituiscono  la  generalizzazione  dell'equa- 
zione  differenziale  di  Hammond  pei  reciprocanti  binari. 

Il  sistema  delle  6  equazioni  è  completo^  come  si  dimostra  nel  terzo  lavoro. 
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Inoltre  Elliott  (*)  ha  anche  preso  in  considerazione  i  reciprocanti  del  gruppo 
lineare  generale  a  3  variabili,  mentre  Forayth  (**)  ha  studiato  le  particolarità  del 
caso  in  cui  soltanto  le  due  variabili  dipendenli  vengono  sottoposte  ad  una  trasfor- 
mazione lineare  generale. 

Hammond  (***)  ha  studiato  in  dettaglio  certi  reciprocanti  integrabili  e  ne  ha 
considerato  Tapplicabìlità  alla  geoinotria. 

Pei  cosidetti  reciprocanti  (puri)  perpeluanli,  tali  cioè  che  non  possono  rap- 
presentarsi  in  funzione  lineare  intera  d*  altri  reciprocanti  di  grado  e  peso  minori 
contenenti  un  numero  ìndcflnito  di  clementi,  Hac  Mahon  {****)  ha  dato  pei  primi 
sei  gradì  un  calcolo  numerico  mediante  una  funzione  generatpice  semplice. 

Leudesdorf  (*)  ha  dato,  oltre  a  nuove  dimostrazioni  di  teoremi  di  Sylvestcr  , 
un  criterio  completo  per  riconoscere  se  una  data  funzione  di  y,  ,  t/, ...  è  un  re- 
ciprocante (misto) ,  ed  ha  costruito  una  tavola  dei  relativi  protomorO. 

Una  notevole  estensione  del  concetto  di  reciprocante  è  dovuta  a  Rogers  (<). 


(*)  London  Proc.  XX  p.  131-160  (1889). 

(**)  Lond.  Phil.  Trans.  CLXXX  p.  71-118  (1889). 

(*♦♦)  Lond.  Proc.  XVII  p.  128-138  (1886). 

L'autore  considera  in  particolare  quelle  equazioni  differenziali  (y',  y",  y'",..,)=0 
che  ammettono  un  integrale  della  forma  y"=F(y').  Un  esempio  geometrico  semplice 
ci  è  fornito  dalle  curve  piane  razionali,  che  si  possono  sempre  rappresentare  mediante 
Tannuliarsi  d'un  reciprocante. 

(****)  Lond.  Proc.  XVII  p.  139-151  (1886). 

Se  w  denota  il  peso,  6  il  grado,  non  si  ha  che  da  decomporre  il  numero  w  in 
tutti  i  modi  possibili,  prima  in  0,  poi  in  0  -|- 1  parti  ;  la  differenza  tra  il  numero 
delle  seconde  e  quello  delle  prime  scomposizioni  ci  dà  il  numero  dei  perpetuanti 
indipendenti  di  grado-peso  (0  ,  w).  P.  es.  questo  numero  per  0  =  3  è  il  coefficiente 
di  x^  nello  sviluppo  della  funzione  generatrice  : 


^      ^     *  =l+a;«  +  x^  +  cc*  +  «®  +  .. 


(l-aj)(l-cc»)(l-aj«)(l-a5*) 


Una  formola  generale  non  fu  ancora  trovata. 

(1)  Lond.  Proc.  XVH  p.  197-219,  329-343  (1886)  ;  XVIII  p.  235-262  (1887). 

Nel  secondo  lavoro  Tautore  cerca  specialmente  le  condizioni  necessarie  e  suffi- 
cienti perchè  una  data  funzione  di  yj  ^  S/g  ,  .  .  •  sia  un  reciprocante  misto. 

Cfr.  anche  Griffiths,  Educational  Times  LI  p.  137-149  (1889). 

(«)  London  Proc.  XVII  p.  220  231,  344-354  (1886);  XVIH  p.  130-141  (1887); 
XX  p,  161-179  (1889).  Messenger  S.  II  T.  XVIII  p.  153-158  (1889). 

VOL.   XXXV.  88 
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E  noto  che  una  corrispondenza  biunivoca  quadratica  tra  due  coppie  di  variabili 
(^  9  V)  ^  {^  yV')  può  ridursi  a  due  sostituzioni  incongruenti  lineari  Tratte  delle 
singole  variabili  x  ed  y. 

Rogers  mostra  come  si  formino  gl'invarianti  differenziali  d'una  tale  trasforma- 
zione quadratica. 

In  particolare  egli  ottiene  gV  invarianti  differenziali  della  trasformazione  per 
raggi  vettori  reciproci. 

Berry  {*)  ha  studiato  i  reciprocanti  simultanei  (relativi  a  più  serie  di  variabili). 
In  ciò  (come  già  per  Elliott  a  proposito  delle  forme  ternarie  semplici)  serve  di 
facilitazione  il  prendere  come  punto  di  partenza  quei  reciprocanti  che  contengono 
esplicitamente  le  variabili. 

Ai  lavori  di  Rogers  sui  reciprocanti  omografici  si  appoggia  Forsyth  (♦♦)  per 
costruire  il  loro  sistema  completo.  Si  raggiunge  questo  scopo  applicando  dapprima 
a  ciascuna  delle  variabili  isolatamente  una  sostituzione  lineare  fratta,  e  combi- 
nando poi  i  due  risultati  ottenuti. 

Di  particolare  interesse  per  la  teoria  delle  equazioni  differenziali  lineari  è  una 
classe  speciale  di  quei  reciprocanti ,  le  cosìdette  derivale  di  quozienti  (**♦).  Se 
2/  è  il  quoziente  di  due  soluzioni  particolari  %i^  ,  u^  d'  un*  equazione  differenziale 
lineare  di  7i-esimo  ordine,  e  se  si  deriva  2n-l  volte  l'equazione  y  t*,=Uj,  dall'elimi- 
nazione delle  derivate  di  u^  risulta  un  sistema  di  n  relazioni  lineari  omogenee  tra 
le  incognite  ti,  ,  u\  ,  ...  ,  w/'*"*^  Il  risultante  di  questo  sistema  dicesi  una  deri- 
vata di  quozienti,  ed  ò  invariante  rispetto  ad  una  sostituzione  della  forma: 

e^+/  ^     gy  +  6 

gx-\-h  cy-\-d 

— -  )   (-^  ) 

d^u 
Così  p.  es.  dall'equazione  fondamentale  ;r-i  =  0  risulta  il  reciprocante  di  Schwarz 

Forsyth  in  un  altro  lavoro  (****)  ha  dato  il  più  ampio  sviluppo  a  questo  ar- 
gomento della  teoria  degli  invarianti  delle  equazioni  differenziali  linearu  Dato 
un  sistema  d'equazioni  di  questa  specie,  esso  viene  sottoposto  a  sostituzioni  che 
ne  lasciano  inalterato  l'ordine  ed  il  carattere  linearei  cioè  ad  una  trasformazione 


(*)  Quarterly  journal  XXH  p.  260-288  (1888),  XXIII  p.  289-316  (1889). 
(**)  Messenger  S.  II  T.  XVII  p.  154-192  (1888). 
(***)  Lond.  Phil.  Trans.  1888  p.  377-489. 

(****)  Lond.  Phil.  Trans.  1889  p.  71-118.  Cfr.  Platts,  Quart.  j.  XXV  p.  300-335 
(  1891  ). 
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lineare  della  Tnriabile  dipendente  t/  e  ad  una  arbitraria  della  variabile  indipen- 
dente X.  SI  possono  allora  cercare  quella  funzioni  intere  (o  in  generale  algebri* 
che)  di  y,  delle  sue  derivate  e  dei  coefficienti,  che,  costruite  pel  sistema  trasfor- 

inato,  dilTeriscono  dalle  primitive   solo  per  un  fattore  (una  potenza  di  -r— )• 

Si  dimostra  che  il  sistema  (set)  dì  queste  funzioni  è  completo  in  senso  am- 
pio, inquantochc  da  un  numero  limitato  di  esse  si  ottengono  tutte  le  altre  me- 
diante processi  puramente  algebrici. 

In  casi  particolari  di  questa  specie  si  erano  imbattuti  già  precedentemente 
Cockle,  Laguerre,  Brioschi,  Malet  e  Halphen  (*). 

Y)  Gl'invarianti  differenziali  proiettivi  nella  teoria  della  ourvatura. 

La  teoria  proiettiva  delle  proprietà  della  curvatura  d'una  superflcie  è  stata 
finora  poco  studiata.  Oltre  ad  osservazioni  sparse  nella  grande  opera  di  Dar- 
boux  (**),  ad  alcuni  teoremi  dedotti  da  Mchmke  coi  metodi  di  Grassmann  (***)  e 
ad  alcune  applicazioni  fatte  da  Sylvester  e  dai  suoi  allievi  della  teoria  dei  reci- 
procanii  (♦**♦;,  v'ha  tener  conto  d'un  solo  lavoro,  d'epoca  recento,  di  Voss  ('). 

Per  considerare  dal  punto  di  vista  proiettivo  le  proprietà  metriche  d'una  su- 
perflcie, si  può  cominciare  coi  combinare  il  carattere  di  questa,  che  4  suoi  punti 
qualunque  non  giacciono  in  un  piano,  col  fatto,  che  il  volume  d'un  tetraedro  varia 
soltanto  d'un  fattore  facile  a  riconoscersi  per  una  collineazione  qualsiasi. 

Scelto  sulla  superficie  un  sistema  di  coordinate  curvilinee  u  ^  v  ,  due  coppie 
di  linee  vicine  u^  ìUq  +  li  ;  Vo  ,  t?o  +  /t  si  tagliano  nei  4  vertici  Pq  ,  P|  ,  Pj  ,  P3 
d'un  tetraedro  T.  ^ 

Sia  P  il  punto  (u  ,  v),  P3  il  punto  {u^  +  /i  ,  t?o  +  ft).  Questo  secondo  puntò 


(*)  V.  le  citazioni  in  Forsyth. 

(**)  Legons  sur  la  théorie  generale  des  surfaces,  Paris  1890,  I  L.  2. 

(***)  Zeitschrift  fttr  Math.  XXXVI  p.  56-60  (1891).  Nello  stesso  volume  p.20G-213 
l'autore  cerca  sino  a  qual  punto  i  suoi  teoremi  possano  estendersi  a  trasformazioni 
puntuali  qualunque. 

tCfr.  anche  Bsklen  Mitteilungen  1892  ,  Zeitschr.  ftir  Math.  XXXVII  p. 
186-189  (1892). 

(***♦)  V.  specialmente  Elliott ,  Lond.  Proc.  XVII  p.  172-196  (1886). 

C)  Math.  Ann.  XXXIX  p.  179-256  (1891). 

Voss  considera  anche  invarianti  differenziali  più  generali,  che  per  una  trasfor- 
mazione qualsiasi  si  trasformano  in  espressioni  egualmente  costruite  a  meno  di  un 
fattore  qualunque. 

Noi  ci  siamo  limitati  nel  testo  alle  trasformazioni  proiettive. 
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si  muova  verso  il  primo  (sulla  superficie)  lungo  una  curva  analitica  di  parame- 
tro t  : 

M  r=  Wo  -f  /l' ^  +  .  .  .     ,    t?  =  ro  +  ft'  /  +  .  .  .  . 

Se  si  divide  il  volume  T  pel  quadrato  della  superficie  ^  del  parallelogrammo 
detcrminato  da  F  ,  P,  ,  P^  ,  si  ottiene  con  una  prima  approssimazione  un*  espres- 
sione già  abbastanza  semplice,  cioè  : 

,.      T       1      F 
lim  — ^  =  -—    -—1 . 
««0  u*      6     y|^l 


QuiH  denota  il  discriminante  eg-^P  del  quadrato  dell*  elemento  lineare  della  su- 
perficie : 

cte*  =  e  du*  +  ^fdu  dv  +  g  dt?* , 

mentre  F  è  la  seconda  delle  cosidette  quantità  fondamentali  di  2.®  ordine  E,F,6. 

Il  limite  indicato  non  ha,  in  generale»  nessun  rapporto  colla  curvatura  della 
superficie. 

Ciò  però  non  è  più  vero  se  si  passa  a  sistemi  speciali  di  coordinate  ti,t?. 

Se  p.  es.  una  delle  famiglie  di  curve  u ,  t?  è  for  mata  dalle  asintotiche,  e  s*in- 

F 

tende  con  E  la  curvatura  della  superficie  nel  punto  P,  il  quoziente  — ::  si  trasfor- 

Vn 

ma  direttamente  In  V-R. 

Risultati  più  interessanti  si  ottengono   per   un   sistema  coniugato ,  pel  quale 
cioè  V  si  annulla  identicamente,  ciò  che  supporremo  sempre  d*ora  innanzi. 

T 

Per  giungere  in  questo  caso  ad  un  limite,  si  deve  dividere  — |  pel  quadrato 

deirelemento  lineare  S  =  PP,  ;  si  ha  allora  : 

1-0  u*S»      ^^^    e/i'*  +  :?/A'A'  +  gk'*' 

dove  le  a  ,  /s  (♦)  dipendono  solo  da  e  ,  f ,  g  ,  quindi  rimangono  invariate  per  ogni 
flessione  della  superficie. 


(*)  Le  a  ,  p  sono  anche  i  due  invarianti  della  cosidetta  equazione  differtmiaU 
di  Laplace,  Cfr.  Darboux  1.  e.  II  §  23  e  segg. 
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Appunto  queste  espressioni  a  ,  fi  rimangono  perfettamente  invariate  anche  per 
<)ualunque  collineazione  della  superficie  (supposta  riferita  ad  un  sistema  di  curve 
coordinate  coniugate),  quindi  in  questo  senso  sono  invarianti  assoluti  di  essa.  Se 
e  sse  sono  tra  loro  eguali ,  e  solo  in  questo  caso  ,  quel  limite  {curvatura  para- 
^iieirica)  coincide  colla  curvatura  normale  (presa  nella  direzione  PPs). 

Questa  circostanza  ha  condotto  Yoss  ad  uno  studio  sistematico  delle  principali 
quantità  relative  alla  curvatura  rispetto  alla  loro  invarianza  proiettiva. 

Sieno  X  ,  y  f  z  lo  coordinate  cartesiane  primitive  d*  un  punto  P  della  super- 
ficie, rr' ,]/',  2' quelle  trasformate  linearmente;  t  '=it(x,y,  Z)  denoti  il  denomi- 
natore comune  di  queste  ultime,  e  D  il  determinante  della  sostituzione. 

Allora  le  3  quantità  fondamentali  di  2.''  ordine  si  riproducono  a  meno  d' uno 
tesso  fattore  (*) ,  cioè  : 

E'=yE     ,    F'=yF    ,    G'  =  7G. 

dove  X  rappresenta  un*espressione  algebrica  semplice  dipendente  soltanto  dai  coef- 
ficienti della  sostituzione  e  dai  coseni  direttori  della  normale  in  P  (quindi  soltanto 
dalle  prime  derivale  della  superficie). 


Analogamente  si  ha  per  H  : 


e  quindi  per  la  curvatura  K  : 


equazioni  da  cui  possono  dedursi  numerose  applicazioni  geometriche.  Così  si  ha 
immediatamente  il  teorema  stabilito  da  Mehmke  (**)  :  Se  due  superficie  si  toccano 
in  un  punto,  il  quoziente  delle  loro  curvature  in  quel  punto  è  un  invariante  prò* 
ietti vo  assoluto. 

Dalla  relazione  per  K.  Yoss  ha  dedotto  in  particolare  il  seguente  risultato  : 
Per  ogni  collineazione,  escluse  le  affini,  esistono  superficie  tali ,  che  ,  applicando 
ad  esse  la  collineazione,  le  curvature  nei  punti  corrispondenti  hanno  un  rapporto 
cos^an^e.  Le  equazioni  di  queste  superficie  furono  da  lui  date  esplicitamente. 


(*)  V.  la  nota  precedente. 

(**)  Poiché  il  contenuto  di  questo  capitolo  non  ha  che  un  rapporto  lontano 
coU'oggetto  principale  del  presente  lavoro,  basterà,  in  luogo  di  citazioni  estese,  la 
indicazione  dei  nomi  di  Riemann  ,  Beltramì,  Christoffel ,  Weingarten ,  Halphen  , 
Ricci ,    Knoblauch  ,    Frobenius. 
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6)  Le  trasformazioni  di  grado  superiore  delle  forme  differenziali 
nella  teoria  deMe  superfloie.  Parametri  differenziali. 

A  fondamento  della  teoria  delle  superficie  sta  la  trasformazione  (*)  di  certe 
formo  differenziali  binarie.  In  prima  linea  si  presentano  due  forme  quadratiche, 
cioè  il  quadrato  deirel<:mento  lineare  della  superfloie  : 

A  =  elfi*  =  e  du*  +  ifdu  dv-^-g  dv* , 

e  il  quoziente  di  A  pel  raggio  di  curvatura  g  : 

B  =  —  =  E  du«  +  2F  du  dt?  +  G  dvK 

9 

La  superficie  s'imagina  riferita  ad  un  sistema  di  coordinate  curvilinee  (u  ,  v).  Le 
6  quantità  e,  fy  g  ;  E  ,  F  ,  6  ,  le  quantità  fondamentali  di  1*  e  di  ^^  ordine, 
sono  legate  fra  loro  dalle  tre  equazioni  fondamentali. 

La  trasformazione  consiste  nel  passaggio  dal  sistema  originario  u  ^v  ad  uno 
nuovo  u' ,  v\  ove  queste  ultime  quantità  si  pongono  eguali  a  funzioni  uniformi  ed 
univocamente  invertibili,  ma  del  resto  arbitrane  (•*),  delle  prime. 

Posto  : 

A  =  a3  -  Py  » 

du  =  5  ,  dr  =  »j    ;     du'  =  ìi^  ,  dv'  =  ri' , 
le  ^,92  si  trasformano  linearmente  come  segue: 


(*)  Due  altre  applicazioni  di  queste  trasformazioni  di  forme  differenziali  furono 
già  ricordate  (I,  A). 

Sviluppi  ulteriori  si  trovano  in  Knoblauch  ,  Einleitung  in  die  allg.  Th.  der 
krummen  Fldchen,  Leipzig  1888,  P.  Ili,  inoltre  J.  f.  Math.  CXI  p.  277-289,  329-343 
(1890);  Stackel,  J.  f.  Math.  CXIH  p.  58-60  (1894). 

Knoblanch  ha  studiato  nello  stesso  senso  anche  le  forme  differenziali  cnbiche 
in  rapporto  colla  teoria  delle  superfìcie:  Journ.  fur  Math.  CHI  p.  25-39  (1888). 

(**)  Il  gruppo  di  trasformazioni  è,  come  si  dice,  infinito  ;  intorno  a  questo 
gruppo  vedi  le  ricerche  di  Lie,  Leipz.  Ber.  1891  p.  316-352,  353-393. 
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mentre  Tinversione  dì  queste  formole  dà  immediatamente  : 

^-jLs       ^-L^^La       ^--JL         ?H.-J- 

du    dv       cv    Su        ì 
du'    W  "  diì!  3^  ""  T  ' 

Se  per  la  trasformazione  considerata  una  forma  differenziale  quadratica  qualsiasi; 

A  =  (iji  da*  +  2  tti,  d((  dv  +  a„  de* 
diviene  : 

A'  =  a'„  du'*  +  5  a'„  du'  dv'  +  o'„  dv'*  , 

una  cosa  analoga  ha  luogo  per  la  forma  bilineare  : 

A,  =  Oli  du  Su  +  o„  (dtt  Sv  +  dv  ou)  +  a„  dv  8v. 

Oui  non  è  %i^tz%%(xTxo  che  le  du,dv,8u,6v  sicno  differenziali]  basla  che  esse  sieno 
quaniUà  cogredienti  a  g  ,  >]. 

Di  questa  osservazione  può  farsi ,  appunto  come  nella  teoria  algebrica  degli 
inyariaDti,  un'importante  applicazione  relativa  alle  derivate  d*una  funzione. 

Sia  infatti  x(^  >  ^)  "^'^  funzione  arbitraria  di  u  ,  v,  x(^'  >  ^0  ^^  ^^^  trasfor- 
mata; si  giunge  facilmente  alle  relazioni  : 

da'"  1   dù  dv  "  ^  cv  du     '     av'""     X  3w  ^v  "'"  A   c^v  au  * 
Ma  poiché  il  discriminante  a  =  a^^  a^s  -  à^n  di  A  è  un  invariante  relativo ,  cioè  : 
a  =  A*  o' ,        ossia         V  a  =  A  Vo^, 

sì  riconosce  immediatamente  che  le  quantità  --=  5^,  — =  ^  sono  cogredientt 

Va    ^t?'     Va    5i* 

con  S,)]y  epperò  possono  esser  poste  in  luogo  di  Su  ,  8v  nell*  identità  A,  =  AV 

Con  ciò  questa  prende  la  forma  : 

U  di»  +  V  dv  =  U'  du*  +  V  dv' , 
sicché  il  primo  membro  rappresenta  un  covariante  lineare  di  A*  Da  ciò  si  deduce 
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mediante  semplice  derivasione  l'esistenza  dell'  invariante  : 

J_/£U_óy\ 
^a  \^v     du) 

ossia  ,  introducendo  i  valori  effettivi ,  di  : 


A. 


Se  invece  si  fossero  sostituiti  nella  forma  lineare  U  (itt  +  V  dv  alle  du ,  dv  i 

valori  — =r  5— , :=  r—  formati  mediante  una  seconda  funzione  arbitraria  w(u,r) 

come  i  precedenti  colla  x>  ^i  avrebbe  ottenuto  un  altro  invariante: 

Aa(X.'-)=-|aM^-J^--««(49-  +  ^-J^)  +  a«àte^)' 

il  quale,  se  w  coincide  con  x  .  si  riduce  all'invariante  più  speciale  A'^(y). 
Prendasi  ora  a  considerare  in  luogo  della  forma  A  la  forma  : 

d&*  =  e  da*  +  2fdu  dv-^-g  dv^ , 

e  i  3  invarianti  A^Vx)  »  ^a*iX)  »  ^o(X  »  ^)  si  riducano  allora  a  A*(x)  ,  A*(y)  ,  A(x  ,  «o); 
queste  tre  espressioni  non  sono  altro  che  i  parametri  dilferenziali  di  l®  e  2**  or- 
dine di  Xi  e  il  parametro  differenziale  misto  di  x  i  ^^  >  introdotti  da  Beltrami  con 
tanto  successo. 

La  funzione  A*  permette  di  riconoscere  la  natura  invariantiva  della  curvatura 
di  Gauss  K. 

Infatti,  se  n  denota  11  moltiplicatore  della  forma  A,  sicché: 

tiA  =  dp  dg  , 

K  coincide  coircspressione  -  A*  Ig  n. 

Ad  altre  conclusioni  dello  stesso  genere  si  giunge  mediante  la  trasformazione 
simultanea  di  2  forme  diflfcrenzìali,  come  A  e  B  : 

A=^edu^  +  ifdudv  +  gdv^   ,    B  =  Edu*  +  2FdMdt?  + Gdt)*. 
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POBBLIOATO   PER   CURA 

del    Prof.   GINO    LORIA 

tium.  5.  Settembre  e  Ottobre  1897. 


Recensioni  ed  Annunzi. 

R.  Accademia  Peloritana.  —  Commemo- 
razione del  IV  centenario  di  Francesco 
Maurolico.  -  MDCCCXCIV.  -  Messina  , 
D'Amico,  1896  VI-252  p.  8o. 

Questo  volume  contiene  : 
Erancesco  Maurolico  nella  vita  e  negli 
scritti,  per  Giacomo  Macri  (p.  1-198). 

Ricordi  inediti  di  Er.  M.  illustrati  dal 
Barone  Giuseppe  Arenaprimo  di  Monte- 
chiaro  (p,  199-230). 

A  Fr.  M.  pel  suo  IV  centenario  Lirica 
di  Tommaso  Cannizzaro  (p.  233-239). 

Iscrizioni  latine  del  Comm.  Diego  Vi- 
trioli  con  versione  italiana  del  Prof.  Gioac- 
chino Chinigò  (p.  241-249). 

H  primo  di  questi  scritti— che  è  il  mag- 
giore per  estensione  ed  il  solo  su  cui  ci 
arresteremo— è  una  biografia  del  M.  det- 
tata dal  prof.  Macri  per  incarico  dell'Ac- 
cademia Pel  ori  tana. 

Dopo  un  i*apido  esame  delle  fonti  alle 
quali  egli  ebbe  ad  attingere ,  Tautore  e- 
spone  diffusamente  gli  avvenimenti  prin- 
cipali della  vita  del  celebre  matematico 
messinese ,  corredandone  il  racconto  col 
quadro  dei  vari  eventi  per  cui  passò  in 
quel  tempo  la  patria  di  lui.  Non  è  com- 
pito nostro  riassumere,  neppure  in  breve, 
tali  avvenimenti  ;  e  solo  osserveremo  come 
dalla  semplice  esposizione  di  essi,  più  che 
da  qualunque  apologia,  risaltino  luminose 
quelle  virtù  di  mente  e  di  cuore,  che  fan-  j 
no  del  M.  una  delle  figure  più  simpatiche 
d'uomo  e  di  scienziato  dell'età  sua. 

Viene  in  seguito  l'autore  a  trattare  del- 
la questione  se  M.  credesse  all'astrologia 
giudiziaria,  e  molte  in  chiaro   come  egli, 


pur  non  negando  del  tutto  fede  a  quest'ar- 
te, se  ne  occupasse  mal  volentieri,  e  rac- 
comandasse di  credere  parcamente  ai  pre- 
sagi. Dimostra  poscia  ;  contro  1'  opinicene 
dello  Scirà  e  di  altri  ,  che  M.  non  inse- 
gnò mai  nell'Ateneo  Messinese.  Dopo  al- 
cune notizie  storiche  e  bibliografiche  sul- 
le opere  stampate  e  manoscritte  del  M. , 
passa  ad  un  esame  sistematico  del  conte- 
nuto di  esse.  Gli  argomenti  che  furono 
oggetto  di  studio  pel  M.  sono  molti  e  sva- 
riatissimi.  Lasciando  i  lavori  letterari  e 
storici,  accenneremo  le  traduzioni  e  i  com- 
menti di  matematici  greci  ,  specialmente 
d'Archimede  e  d'Apollonio,  la  tentata  di- 
vinazione dei  libri  allora  sconosciuti  di 
quest'ultimo,  le  ricerche  sull'aritmetica  e 
sull'algebra,  sull'astronomia  teorica  e  pra* 
tica  ,  sulla  gnomonica  ,  sull'  ottica ,  sulla 
geografia  ,  sull'  ittiologia  e  sulla  musica , 
notando  corno  il  nostro  autore  non  taccia 
delle  idee  erronee  emesse  dal  M.  sul  fe- 
nomeno della  visione  e  su  quello  dell'ar- 
cobaleno. Infine  si  propone  l'autore  di  rin- 
tracciare le  opinioni  filosofiche  del  M.  ^ 
concludendo  come ,  di  fronte  alla  nuova 
scuola  che  per  reazione  alla  filosofia  del 
Medio  Evo  proclamava  l'induzione  Tunico 
metodo  di  ricerca  scientifica,  egli  tenesse 
alta  l'importanza  della  logica  e  della  ma- 
tematica nello  studio  della  natura, —e  ter- 
mina col  far  conoscere  le  idee  di  M.  in- 
torno alla  classificazione  delle  scienze. 

Un'appendice  riproduce  i  due  più  anti- 
chi indici  delle  opere  di  M.,  ed  una  sua 
lettera  a  Giovanni  de  Vega  viceré  di  Si- 
cilia già  stampata  nel  Bollettino  di  Bon- 
compagni. 

Ecco  in  breve  il  contenuto  dell'interes- 
sante lavoro  scritto    con    imparzialità    di 
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storico  e  con  affetto  di  concittadino  dal  j 
dotto  professore  della  Facoltà  Giuridica  ! 
Messinese.  j 

Ci  sia  ora  permesso  trattenerci  sopra  '\ 
tun  punto,  sul  quale  non  ci  troviamo  del 
tutto  d'accordo  colPegregio  autore.  Scrive 
egli  (p.  80-81)  :  "  Ma  ciò  che  fa  epoca 
^  nella  scienza,  ciò  che  rende  altamente 
"  nuova  l'opera  della  quale  è  proposito  „ 
(Arithineticorum  libri  duo),  "  è  la  sosti- 
^  tuzione  delle  lettere  alle  cifre  arabiche: 
"  non  aveva  alcuno  tentato  siffatto  meto- 
**  do  ...  Si  dubitò  talvolta  se  il  Maurolico 
^  avesse  per  primo  usato  le  lettere  come 
^  segno  delle  quantità  astratte,  e  furono 
^  anche  storici  della  scienza  che  non  voi- 
"  lero  affermarlo  ,  per  difetto,  a  quanto 
^  dissero,  di  valevoli  documenti,  facile  e 
"  sempre  il  dubbio,  ma  sarebbe  valso  as- 
"  sai  meglio  far  conoscere  chi  avesse  usato 
"  delle  lettere  prima  del  matematico  mes- 
•^  sinese  . . ,  I  progressi  della  scienza  da- 
^  tane  in  fatto  dal  tempo  in  cui  Viète 
^  rese  comune  l'uso  delle  lettere  ;  ma  ba- 
**  sta  appena  guardare  gli  Aritmetici,  per 
**  rimanere  persuasi  come ,  prima  di  lui, 
^  il  Maurolico  avesse  fornito  un  linguag- 
"  gio  che  costituisce  il  più  valido  stru- 
**  mento  alle  elevate  astrazioni  „.  . 

Che  M.  sia  stato  il  primo  ad  usare  le  j 
lettere  in  luogo  dei  numeri,  l'affermò  già 
lo  Chasles  (Ap.  hist,  p.  345);  ma  la  sua 
asserzione  è  distrutta  da  quanto  dice  egli 
stesso  più  avanti  (p.  538),  che  Regiomon- 
tano  neìV Algoritkmus  demonstratits  pub- 
blicato nel  1534  (che  oggidì  si  sa  essere 
stato  trascritto  da  Regiomontano  ma  com- 
posto da  Giordano  Nem orario,  v.  Cantor, 
Oesch.  d.  Math.  T.  II  p.  58,563)  ^  fait 
^  partout  usage  des  lettres  au  lieu  des 
"  quantités  numériques,  suivant  la  coutu- 
"  me  du  temps  „.  Del  resto  1'  uso  delle 
lettere  nelle  questioni  che  oggi  si  direb- 
bero di  aritmetica  razionale ,  quali  sono 
quelle  trattate  dal  M.,  non  ha  una  novità 
nel  secolo  XVI.  Tacendo  di  Aristotele 
(Libri,  Jlist.  des  se.  math.  en  Italie  ,  T.  1 
p.  99),  Euclide  nei  Libri  V  e  X  degli 
Elementi  usa  costantemente  le  lettere,  le 
quali  ivi  anzi  designano  (contrariamente 
a  ciò  che  sembra  voler  dire  M.  nei  Pro- 
legomeni alla  P.  II  del  L.  II  degli  Arit- 
metici), non  già  numeri  o  linee,  ma  gran- 
dezze qualunque.  In  tempi  più  recenti 
troviamo  Leonardo  da  Pisa  (Libri,  op.  cit., 
T.  II  p.  33,327),  Luca  Pacinolo  (ivi,  T.  Ili 


p.  144),  Cardano  (ivi,  T.  Ili  p.  177).  altri 
germi  del  calcolo  letterale,  quali  Tuso  de- 
gli esponenti  o  del  segno  di  radice ,  si 
riscontrano  in  Chuquet  (Cantor,  op.  cit. , 
T.  II  p.  326)  e  in  Rudolff  (ivi,  T.  II  p.  360). 
Pertanto  ,  senza  entrare  qui  nei  dettagli 
della  questione,  ciò  che  sarebbe  impossi- 
bile ,  possiamo  ritenere  provato  che  M. 
non  fu  il  primo  a  valersi  delle  lettere  co- 
me simboli  di  grandezze. 

Cionondimeno  le  sue  ricerche  aritmeti- 
che ,  e  specialmente  i  suoi  studi  sui  nu- 
meri figurati ,  lo  fanno  degno  d'un  posto 
onorevole  nella  storia  delia  matematica 
italiana,  posto  che  d'altronde  egli  ha  ben 
meritato  per  averci  conservati  e  resi  ac- 
cessìbili alcuni  fra  1  più  preziosi  tesori 
della  scien2a  greca;  ^  né  egli  ^,  come  ben 
disse  il  Tiraboschi,  "  abbisogna  di  lodi, 
o  false,  o  dubbiose  ^. 

Messina  26  aprile  1897. 

G.    VlVANTl. 

H.  SCHUBERT.  FUnfsttelUge  Tafeìn  und 
Gegentafeln  filr  logarithmisches  ttnd  tri- 
gonometrisches  Rechnen,  Leipzig,  Teubner, 
1897.  8"  p.  VI,  157. 

Queste  nuove  tavole  logaritmiche  a  5 
decimali  hanno  per  intento  di  facilitare  i 
calcoli  numerici  in  quanto  danno  non  sol- 
tanto (come  le  ordinarie  tavole)  immedia- 
tamente il  logaritmo  di  un  dato  numero 
o  le  funzioni  trigonometriche  di  un  dato 
angolo ,  ma  anche  col  mezzo  di  apposite 
tavole  il  numero  che  ha  un  dato  logarit- 
mo o  l'angolo  che  possiede  un  sen,  o  un 
cos,  ecc.  di  dato  valore.  Questo  concetto 
che  diresse  la  compilazione  delle  nuove 
Tavole  ci  sembra  raccomandare  queste  ai 
calcolatori  di  professione:  ad  essi  poi  spet- 
ta il  definitivo  giudizio  sulla  misura  in 
cui  l'autore  raggiunse  il  suo  scopo. 

G.  L. 

* 

L.  Bianchi.  Teoria  dei  gruppi  di  so- 
stituzioni e  delle  equazioni  algebriche  se- 
condo Galois.  Lezioni  fatte  nella  R.  Scuo- 
la Normale  Superiore  di  Pisa  V  anno  ac- 
cademico 1891-97  ,  raccolte  e  pubblicnte 
per  cura  del  Dott.  Vittorio  Boccara,  Pisa 
R.  Litografia  P.  Gozanì  1897  ,  384  p. 
litogr. 

Il  nome  ben  noto  del  valente  autore  di 
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<)ue8to  Corso  di  lezioni  ci  dispensa  dal- 
renumerarne  i  molti  pregi.  Nel  raccoman- 
5Ìame  vivamente  lo  studio  a  chiunque  vo- 
glia iniziarsi  nella  teoria  delle  sostituzio- 
ni, accenniamo  qui  gli  argomenti  princi- 
pali che  vi  sono  trattati. 

Parte  I.  Teoria  dei  gruppi  di  sostitu- 
zioni. Sostituzioni.  Gruppi  di  sostituzio- 
ni. Transitività,  primitività,  isomorfismo. 
Sottogruppi.  Gruppi  semplici  e  composti; 
«erie  di  composizione.  Teoremi  di  Sylow. 
Oruppi  abeliani.  Gruppi  transitivi  risolu- 
bili di  grado  primo.  Gruppo  metaciclico. 
Oruppo  lineare  totale.  Gruppo  modulare. 
Oruppi  di  sostituzioni  lineari  d'  una  va- 
riabile. Sfera  complessa  e  poliedri. 

Parte  II.  Teoria  delle  equazioni  alge- 
hrìche  secondo  Galois,  Campo  di  raziona- 
lità. Irriducibilità.  Risolvente  e  gruppo 
<ii  Galois.  Risolventi  in  generale.  Ridu- 
zione d'un' equazione  composta.  Equazio- 
ni abeliane.  Irriducibilità  delle  equazioni 
generali  di  grado  superiore  al  quarto.  E- 
<^uazioni  di  grado  primo  risolubili.  Divi- 
sione del  circolo.  Equazioni  i  cui  coeffi- 
cienti sono  funzioni  razionali  d'un  para- 
metro; funzioni  algebriche.  Poliedri  rego- 
lari. Risoluzione  dell'equazione  generale  di 
-quinto  grado. 

Messina  24  settembre  1897 

Q.    VlVANTI. 

Einleitung  in  die  projektivischen  Geome- 
trie der  Ebene.  Ein  Lehrbuch  jUr  ho- 
here  Lehranstalten  und  filr  den  Selbst- 
unterricht.  Nach  den  Vortrdgen  des 
Herrn  C.  KUpper  hearbeitet  von  D.r  Karl 
Bobek.  Mit  96  Textflgnren.  II,  wohl- 
feile  Ausgabe.  Leipzig,  Teubner  1897, 
p.  VI+210.  80. 

Questo  libretto,  di  cui  ora  segnaliamo 
ai  lettori  del  Bollettino  la  seconda  edi- 
zione, merita  di  essere  diffuso  in  Italia; 
oltre  che  per  una  chiara  e  rigorosa  espo- 
sizione, si  raccomanda  perchè  contiene  as- 
tiai più  di  quanto  ordinariamente  si  inse- 
gna nelle  nostre  Università;  ad  esempio 
gli  elementi  della  teoria  delle  curve  del 
terzo  ordine  ,  teoria  che  importa  diffon- 
dere, se  non  altro  per  sradicare  nei  no- 
stri studenti  la  opinione  che  le  sezioni 
coniche  siano  le  colonne  d'Ercole  del  mon- 


do geometrico  a  cui  può  condurre  la  geo- 
metria proiettiva. 

G.  L. 


H.  Ganter  und  F.  Rodio.  Die  Elemente 
der  analylischen  Geometrie.  Zum  Gè- 
hrauck  an  hOheren  Lehranstalten  sowie 
zum  Selbststudium .  Mit  Zahlreichen 
Obungsbeispielen.  I.  Tkeil.  Die  analy- 
lische  Geometrie  der  Ebene.  Mit.  54  Fi- 
guren  ira  Text.  Ili  verbesserte  Aufhi- 
ge.  Leipzig,  Teubner,  1897  p.  VII  h- 
176.  8o. 

Fra  i  molti  trattati  elementari  di  geo- 
metria analitica  merita  un  posto  onore- 
vole quello  di  Gauter  e  Rudio,  a  cui  non 
immeritata  fortuna,  ma  doti  indiscutibili 
di    sostanza  e  di   forma  procurarono    nel 

j  breve  volger  d'anni  l'onore  di  tre  edizio- 
ni. I  sei  capitoli   in   cui  è  diviso    hanno 

!  per  temi.  Il  punto ^  La  retta  ,  Il  cerchi o^ 
La  ellisse  ,  L'  iperbola  e  La  parabola  e 
contengono  73  1-97-53  +  84-1-83+46  eser- 
cizi. Le  coordinate  adoperate  sono  in  ge- 
nerale le  cartesiane,  tuttavia  non  manca 
un  cenno  delle  coordinate  polari.  E  que- 
sto cenno  ci  sembra  troppo  fugace  in 
quanto  fa  sorgere  un  dubbio,  che  sarebbe 
importante  dissipare  e  di  cui  vogliamo 
fare  menzione.  Definite  le  coordinate  po- 
lari r  Q  u  con  la  condizione  (p.  15)  che 
u  sia  un  angolo  contato  nel  senso  posi- 
tivo e  che  r  sia  un  numero  positivo , 
quando  si  passa  alla  rappresentazione  geo- 
metrica dell'  equazione  di  una  curva 
/(r,  m)  =  0,  nasce  la  questione:  come  si 
interpretano  i  valori  di  r  negativi  che 
per  certi  valori  di  u  nasceranno  da  que- 
sta equazione  ?  A  tale  domanda  non  si 
trova  risposta  nell'opera  ora  annunziata, 
né  sapremmo  citare  alcuna  altra  in  cui 
il  lettore  potrebbe  procurarsela. 

G.  L. 

Notizie. 

Il  Voi.  LXXI  (1897)  dei  Nova  Acfa 
dell'Accademia  Leopoldo-Carolina  di  Hal- 
le contiene  tre  importanti  scritti  intorno 
alla  storia  della  matematica. 

Il  primo  ,  intitolato  Beitràge  zur  Gè- 
schichte  der  Trigonometrie  ,  è  di  A.  von 
Braunmtihl  e  sembra  destinato  a  modifica- 
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re  profondamente  molto  opinioni  assai  dif- 
fuse sulle  vicende  della  trigonometria;  esso 
conferma  neir  idea  che  è  necessario  ri- 
prendere ex-novo  lo  studio  di  tale  parte 
della  storia  della  matematica  ^  servendosi 
dei  nuovi  documenti  che  gli  Orientalisti 
misero  in  luce  e  discutendo  molti  apprez- 
zamenti del  Delambre,  il  quale,  sostituen- 
dosi agli  antichi  scienziati,  credè  lecito 
concludere  essere  dessi  giunti  a  quei  ri- 
sultati a  cui  guidano  i  nostri  moderni  me- 
todi di  calcolo.  A  dare  una  idea  dell'im- 
portanza dello  scritto  del  Braunmilhl  basti 
dire  che  ivi  è  ricostruito  un  metodo  gra- 
fico per  trattare  senza  calcolo  la  trigono- 
metria sferica ,  metodo  che  i  Greci  usa- 
rono e  gl'Indiani  perfezionarono,  la  esi- 
stenza del  quale  fa  parere  inaccettabile 
l'opinione  di  Delamhre  -  abbracciata  da 
storici  eminenti  quali  Hankel  e  Cantor  — 
che  gli  Arabi  fossero  in  possesso  di  una 
scrittura  simbolica  analoga  alla  nostra  od 
almeno  di  un  sistema  di  abbreviazioni  so- 
migliante a  quello  di  cui  ci  serviamo  nella 
teoria  delle  funzioni  circolari. 

Il  secondo  ,  è  del  medesimo  autore  ,  e 
porta  il  titolo  Nasstr  Eddìn  T'Osi  und 
Regiomontan  ;  esso  pure  si  propone  e  rag- 
giunge il  fine  di  far  progredire  la  storia 
della  trigonometria.  ^  È  generalmente  no- 
to —  scrive  1'  A.  —  che  fra  le  maggiori 
benemerenze  di  Hegiomontano  sta  la  tras- 
formazione della  trigonometria  in  una 
scienza  autonoma  ;  ma  per  converso  è 
meno  noto  che  a  Nassìr- Eddìn  compete 
lo  stesso  merito  nel  Mezzogiorno.  Epperò 
è  prezzo  dell'  opera  il  sottoporre  gli  emi- 
nenti scritti  di  quei  due  valentuomini  ad 
una  ricerca  storico-critica,  nel  corso  della 
quale  si  presenterà  l'occasione  di  esporre 
da  un  lato  metodicamente  le  estese  cogni- 
zioni degli  Arabi  intorno  a  quella  scienza 
e  di  chiarire  alcuni  punti  oscuri ,  e  dal- 
l' altro  lato  di  pronunziare  un  giudizio  più 
sicuro  suir  opera  originale  di  Regiomon- 
tano  „. 

Il  terzo  è  di  W.  M.  Kutta  ed  aggi- 
rasi Ziir  Geschichte  der  Geometrie  mit 
constanter  ZirkelOffimug;  in  esso  è  combat- 
tuta con  argomenti  filologici  l'opinione  di 
di  M.  Cantor  che  le  origini  di  tale  ramo 
di  geometria  risalgono  ai  Greci,  è  sostenuto 
che  fra  gli  arabi  (Abùl  Wefà)  uon  se  ne 
trovano  che  poche  traccie,  ed  è  chiaramente 
esposto  quale  parte  di  capitale  importanza 


abbiano  avutigli  italiani  (Ferrari, Tartaglia, 
Bene  Ietti)  nel  dare  solidi  fondamenti  e  lar- 
go sviluppo  alla  geometria  che  opera  esclu- 
sivamente con  un  compasso  a  gambe  fìsse. 


* 
*  * 


Il  Collegio  degli  Ingegneri  ed  Archi- 
tetti della  città  di  Piacenza  prese  l' ini- 
ziativa di  una  pubblica  sottoscrizione  per 
porre  un  ricordo  marmoreo  sulla  casa  in 
cui  nacque  Angelo  Genocchi  e  per  curare 
la  pubblicazione  delle  opere  complete  del 
celebre  analista.  Nelle  principali  città  d'I- 
talia e  dell'Estero  si  trovano  persone  in- 
caricate di  raccogliere  le  offerte.  Credia- 
mo questo  semplice  annunzio  sufficiente 
per  indurre  gli  innumerevoli  discepoli  ed 
ammiratori  dell'  illustre  estinto  a  contri- 
buire efficacemente  all'esito  di  un  impresa 
per  la  quale  va  sin  d'ora  tributata  som- 
ma lode  al  sodalizio  donde  il  moto  partì. 


*  * 


Il  I  Congresso  internazionale  de'Matema- 
tici  che  abbiamo  preannunziato  (p.4)  (  ebbe 
poi  luogo  effettivamente  a  Zurigo  dall'  8 
all'  li  del  mese  di  Agosto  passato  sotto 
la  presidenza  del  Prof.  Geiser.  Gli  scien- 
ziati intervenuti  ammontarono  a  200  e 
precisamente  andarano  dalla  Svizzera  52, 
dalla  Germania  45,  dalla  Francia  26,  dal- 
l'Italia 20,  dall' Austria-Ungheria  14,  dalla 
Eussia  13,  dalla  Svezia-Norvegia  9,  dagli 
Stati  Uniti  d'America  7,  dall'Inghilterra 
3,  dall'Olanda  3,  dalla  Danimarca  3,  dal 
Belgio  2,  dalla  Spagna  1,  dal  Portogallo 
1  e  dalla  Grecia  1.  Oltre  che  in  due  as- 
semblee generali,  i  congressisti  si  riuni- 
rono nelle  sedute  che  ebbero  luogo  nelle 
cinque  sezioni  seguenti  : 

I  Aritmetica  ed  Algebra  {Introduttore 
Minkowski,  Presidente  Meriens,  Vice-Pre- 
sidente Peano). 

II.  Analisi  e  Teoria  delle  Funzioni 
(/.  Hurwitz,  P.  Picard,    F.-P.  Brioschi). 

III.  Geometria  (/.  Lacombe,  P.  Reye , 
F.-P.  Segre). 

IV.  Meccanica  e  Fisica  matematica  (/. 
Ilerzog,  P.  Jung). 

V.  Storia  e  bibliografia  (/.  Rudio  .  P. 
Cantor,   F.-P.  Laisant). 

Riserbandoci  di  dare  altri  ragguagli 
sui  lavori  del  Congresso  dopo  la  pubbli- 
cazione degli  Atti,  annunciamo  sin  d'ora 
che  la  II  Riunione  avrà  luogo  a  Parigi 
nel  1900  sotto  gli  auspici  della  Società 
matematica  di  Francia. 
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L*a]gebra  forniacè  tosto  di>c  invarianti  assoluti,  cioè  : 


Qui  H  è  appunto  la  somma  delle  due  curvature,  R  è  il  loro  prodotto  cioè  la 
curvatura  : 

Pi       Pi  Pi  Pi 

Se  si  forma  ancora  il  determinante  funzionale  di  A ,  B ,  e  lo  si  divide  per 

4  "fa  =  4  N/cflf  -  f^ , 

1  risultato  coincide  colla  forma  delia  linee  di   curvalara  F.    , 
Dair algebra  si  ha  senz'altro  Tespressione  : 

r«  =  -R\*  +  HAB-B«. 

Finalmente  il  quadrato  dell'elemento  lineare  della  sfera  di  Gauss  si  rappre- 
senta direttamente  come  covariante  di  A  e  B  : 

do*  =  -  RA  +  HB. 

Per  completare  l'interpretazione  geometrica  delle  forme  che  qui  figurano,  ram- 
menteremo ancora  che  la  forma  bilineare  A,  (=  £  dx  òx)  rappresenta  il  prodotto 
dei  due  elementi  lineari  ds  ,  Ss  pel  coseno  dell'angolo  compreso. 

Infine  si  ha  : 

vj    fr     .  t7,j    '*.j'^x     /^j-*        j*  /cos4-cos4'     sen4-sen4'\ 

V       Pi  P»        / 

dove  ^,^'  sono  gli  angoli  che  formano  dSjSs  con  una  delle  due  tangenti  principali. 
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D.— Forme  e  gruppi  di  sostituzioni  speciali. 


a)  Seminvarianti  (*)  e  funzioni  scminvarianti. 

Mentre  finora  abbiamo  trattato  delle  proprietà  generali  delle  forme  invariantive, 
in  quest'ultimo  capitolo  ci  occuperemo  d'  argomenti  di  carattere  più  speciale ,  sia 
che  poniamo  delle  restrizioni  al  gruppo  delle  sostituzioni  da  applicarsi ,  sia  alle 
forme  primitive  da  cui  partiremo,  sia  inGne  all'uno  ed  alle  altre. 

Tra  le  forme  invariantive  corrispondenti  a  sottogruppi  (**)  del  gruppo  generale 
delle  sostituzioni  lineari  ,  i  più  profondamente  studiati  sono  i  seminvarianti  (***), 
cioè  ì  termini  principali  dei  covarianti,  controvarianti,  forme  intermedie  etc.  e  le 
loro  generalizzazioni. 

Cominciando  dal  campo  binario,  supporremo  sempre  che  le  espressioni  razio- 
nali intere  C©  sieno  omogenee  ed  isobare  nelle  serie  di  coefllcienti  (a) ,  (6)  ,  .  .  . 
delle  forme  primitive,  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  che  esse  per  tutte  le  sostituzioni 
del  gruppo  : 


(*)  L'  ortografia  più  comoda  seminvariante  invece  di  semi-invariante  fu  scelta 
ad  imitazione  della  parola  8eminani8=semiinanis  (mezzo  vuoto). 

(**)  Nelle  Vorlesungen  ilber  continuirliche  Grttppen  di  Lie,  redatte  da  Scheffers, 
(cfr.  Lie-Engel  III,  e  Fr.  Meyer,  Chicago  math.  papersp.  187-200, 1896),vengono  de- 
terminati tutti  i  sottogruppi  continui  finiti  del  gruppo  proiettivo  a  2  e  a  3  variabili. 
A  ciascuno  di  essi  corrisponde  U7ia  teoria  degV  invarianti  da  svilupparsi  separata- 
mente. Nel  testo  ci  limitiamo  ai  seminvarianti,  oltre  ad  alcune  notizie  sugl'invarianti 
ortogonali. 

Dall'opera  citata  prendiamo  la  seguente  nota  (p.  287):  "  Lie  pubblicò  nel  1884 
"  nell'Archiv  fiir  Math.  la  sua  determinazione  di  tutti  i  gruppi  proiettivi  del  piano 
^  già  effettuata  sin  dal  1874.  La  sua  determinazione  di  tutti  i  gruppi  proiettivi 
"  della  retta  si  trova  già  nel  1880  nei  Math.  Ann.  T.  XVI  p.  La  determinazione 
di  tutti  i  gruppi  proiettivi  dello  spazio  fu  effettuata  da  Lie  nel  1878,  però  egli  ne 
ha  pubblicato  allora  soltanto  alcuni  frammenti;  la  discussione  completa  si  trova  nel 
30  volume  del  Lie-Engel.  I  sottogruppi  del  gruppo  proiettivo  del  complesso  lineare 
furono  costruiti  da  Knothe,  Dissert,,  Leipzig  1892. 

(***)  Alcune  proprietà  dei  seminvarianti  sono  state  già  sopra  prese  in  conside* 
razione. 
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(A)  Xi^ax\    ,    x^-dx\ 

variino  solo  d'una  potenza  del  determinante  ad  della  sostituzione  (*). 

^  Se  si  aggiunge  ancora  la  condizione  analoga  rispetto  al  gruppo  ottenuto  com- 
ponendo (4)  col  seguente: 

(B)  asi  =  af^  +  hx\      ,      x^  =  ce', , 

Co  diviene  un  seminvaria||e,  e  soddisfa  airpquazionc  caratteristica  : 

(D)  a  =  «,?^  +  2a,^+3a/>  +  ...+ 


+  .--+*.EF  +  2^5?  +  36t:-^+...  +  ...  =  0. 


Se  Co  contiene  n  +  1  argomenti  a ,  m  +  I  argomenti  6 ,  etc.  ,  esso  è  sempre 
il  termine  principale,  cioè  il  coefTicientc  della  potenza  massima  di  aj| ,  d'un  de- 
terminato covariante  delle  forme  fn^Omi  -"  aventi  i  coelTicienti  a  ,  6  ,  .  . . 

Sylvester  (••)  parte  dall'osservazione  semplice,  che  allora  Cq  diviene  pure  il 
termine  principale  di  un  covariante  delie  forme  : 

f'n'  y  ff  m' .  •  •  •  (n'>n  ,  m'>m) , 

1  cui  primi  n  +  1  ,  m  -f  1  ,  .  • .  coelTicientl  coincidono  colle  a  ,  6 ,  .  •  . 

La  teoria  dei  seminvarianti  diviene  con  ciò  indipendente  dalle  forme  partico- 


(*)  Sia  data  per  semplicità  un'  unica    forma   primitiva   f^^    coi  coefficienti   a^ , 

^1  »  •  •  •  j  ^«  >  e  sia  a^^  a^  ^ ...  a,^  **  un  termine  qualunque  di  Cq  ;  si  vede  immediata- 
metìte  applicando  la  sostituzione  (A)  che  tanto  la  somma  Qa^  +  lotj  +  2of2 +•••+ «a^ 
come  la  somma  naQ+(n— l)a|^+(w— 2)(Z2+...  devono  avere  un  valore  costante.  Addizio- 
nando le  due  somme  si  ha  che  anche  aQ+a^^4-...+a„  è  costante,  cioè  che  C^  è  omogeneo. 

Analogamente  per  le  forme  ternarie  etc. 

(**)  American  j.  V  p.  79-96  (1882),  p.  97-137  (1883). 

Nella  seconda  parte  del  lavoro  l'autore  si  occupa  del  modo  di  ottenere  i  semin- 
varianti irriducibili  (perpetuanti),  cioè  quelli  che  non  possono  rappresentarsi  come 
funzioni  razionali  intere  di  seminvarianti  inferiori.  Viene  pure  costruita  per  casi 
isolati  una  funzione  generatrice,  che  dà  il  numero  dei  perpetuanti  linearmente  in- 
dipendenti di  dato  grado  e  peso  ;  l'ordine  della  forma  primitiva  corrispondente  non 
ha  ora  più  importanza.  La  formola  relativa  fu  poi  data  in  generale  da  Mac  Mahon 
(v.  sopra).,  V.  anche  il  suo  lavoro  recente,  Proc.  of  the  Lond.  mathh.  Soc.  XXVI 
p.  262-284  (1895).  Cfr.  anche  le  tabelle  di  Cayley,  Quart.  j.  XIX  p.  131-138  (1883). 
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J«^^'  fn  *  9m  *  '"  0  d2L\  \oYO  Ordini ,  ed  appare  soltanto  come  un  attributo  delle 
serie  (Velemenli  prolungabili  a  piacere  (a),  (6). 

Sia  data  per  semplicità  una  sola  serie  d*clcmcnti  (a). 

Se  alle  a  si  sostituiscono  dei  loro  multipli  numerici ,  i  termini  di  lì  variano 
soltanto  di  fattori  numerici,  e  reciprocamente. 

Se  quindi  in  Co  si  pone  il  primo  elemento  a^  eguale  a  zero,  il  resto  è  un  se- 

minvariantc  rispetto  alla  nuova  serie  d'elementi  o, ,  -^  ,  -y- ,  . . . 

Sylvester  e  Perrin  (*;  hanno  mostrato  come,  mediale  questo  teorema,  non  solo 
la  deduzione  delle  forme  fondamenlali,  ma  anche  quella  delle  corrispondenti  sizigie, 
si  semplifichi  essenzialmente. 

Come  illustrazione  può  citarsi  il  teorema  di  Perrin ,  che  basta  aggiungere  ai 
termini  principali  d'un  sistema  completo  di  forme  fondamentali  d'una  forma  primi- 
tiva f„  ancora  un'ultima  forma  residua  delle  a©  ,  a,  ,  . . .  ,  o^  per  ottenere  un  si- 
stema completo  delle  forme  residue  corrispondenti  ad  una  forma  primitiva  fn+x' 

Un'altro  progresso  è  costituito  dal  considerare  Co  come  funzione  binaria  della 
variabile  non  omogenea  a^  (*•). 

Data  allora  una  serie  di  termini  principali  i\  ,  C'o  .  C"o»  •••  d'una  forma  pri- 
mitiva /^  ,  ogni  covariante  delle  C  considerate  come  forme  di  a^  è,  secondo  Syl- 
vcster.  a  sua  volta  il  termine  principale  d*un  covariante  dì  fj^. 

In  questo  senso  a  ciascun  semin variante  Co  compete  un  termine  principale, 
cioè  il  coefliciente  della  massima  potenza  di  o^.  Questi  germi  {germs)  dei  cova- 
rianti di  f^  permettono,  come  Sylvester  sviluppa  più  dettagliatamente  pei  casi  f^ 
ed  /è ,  di  vedere  chiaramente  la  struttura  del  sistema  completo  della  f^. 

Sì  è  già  sopra  accennato  all'uso  dei  seminvarianti  di  2<^  e  di  3^  grado  nelle  a 
per  la  costruzione  dei  sistemi  associati ,  come  pure  al  problema  fondamentale  di 
scegliere  fra  i  seminvarianti  (per  n  qualunque)  i  perpemanft,  cioè  i  s>:minvarianti 
irriducibili,  che  non  possono  rappresentarsi  come  funzioni  intere  di  altri  dì  grado 
inferiore  ;  inOno  anche  alla  stretta  connessione  esistente  fra  i  seminvarianti  e  le 
funzioni  simmetriche. 

D'Ocagnc  (***)  è  giunto  nel  1886  hi  modo  assai  semplice  ad  un  nuovo  sistema 


(*)  Bull,  de  la  soc.  math.  de  Prance  XI  p.  88-107  (1883). 

(**;  Un  ulteriore  sviluppo  dei  due  accennati  princìpii  devesi  a  Petersen,  Tid. 
f.  Math.  S.  IV  T.  IV  p.  177-190  (  1880  ) ,  T.  V  p.  33-40  (1881),  S.  V.  T.  Vip. 
152-156  (1888).  Quest'ultimo  lavoro  contiene  delle  applicazioni  alla  costruzione  dì  si- 
stemi completi. 

(***)  Comptes  Rendus  CU  p.  916-917 ,  Brax.  Soc.  se.  X  B.  p.  75-78 ,  XI 
p.  314-319  (1887). 

Sarebbe  desiderabile  che  si  studiasse  la  connessione  evidentemente  assai  stretta 
esistente  fra  il  metodo  di  d'Ocagne  e  quelli  di  Bruno  e  di  Mac  Mahon. 
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di  seminvarianti  associati  di  f^.  Si  consideri  pel  momento  a^  come  funzione  d*una 
variabile  S,  e  a| ,  a, , ...  come  la  sua  derivata  prima ,  seconda  , . .  •  rispetto  a  \. 
Allora  le  derivate  successive  di  log  a^  rispetto  a  \,  dalla  prima  sino  alla  (n— !)e8ima, 
forniscono  un  sistema  della  natura  richiesta,  mediante  i  cui  individui  cioè  tutti  gli 
altri  invarianti  di  f^  possono  esprimersi  razionalmente,  con  una  potenza  di  a^  come 
denominatore. 

D'Ocagne  (*)  e  Cesàro  (**)  hanno  studiato  più  profondamente  le  relazioni  tra 
questo  sistema  e  quello  dato  da  Hermite. 

La  derivazione  rispetto  a  §  è  evidentemente  un*  abbreviazione  simbolica  dcl- 
r  operazione  : 

d        ^   ,      a  ,       ^       d 


(i5       *  3flo       *  c^a,  •     •  da, 


n-i 


e  mediante  il  procedimento  precedente  si  è  ottenuto  col  mezzo  di  questa  un  nuovo 
scminvariante  da  2  dati,  p.  es.  a^  a,  —  a,*  e  a^. 

In  questo  senso  d'Ocagne  (••*; ,  Perrin  (*•*•).  Deruyts  ('),  Roberts  (*)  hanno 
costruito  un'intera  serie  di  processi  analoghi  \(jQU^TaiOTi  differenziali). 

Deruyts  ha  assunto  un*  intera  serie  di  gruppi  di  elementi  (a) ,  (6) ,  •  . ,  ed  ha 
studiato  particolarmente  la  diretta  alTmità  che  esiste  tra  il  processo: 


j|=S(°.9r/ "«!;+•••) 


e  le  già  ricordate  D  e  A  di  Cayley  (applicate  ai  seminvarianti). 

Citiamo  come  esempio  il  teorema,  che  mediante  la  sostituzione  : 


Xi  =  X|  -  X,  g    ,    fl?2  =  X«  » 


{*)  Bull,  de  la  Soc.  Math.  de  France  XVI  p,  183-187  (1888)  -,  Brux.  Soc.  Se. 
XII  B.  p.  185-189. 

(*♦)  Nouv.  ann.  S.  HI  T.  VH  p.  464-467  (1888). 

(***)  Comptes  Rendus  CIV  p.  961-964,  1364-1365  (1887).  Cfr.  anche  Cayley  , 
Quart.  i.  XXI  p.  212-213  (1885),  Mac  Mahon  ,  ivi  p.  362-365.  Quest'ultimo  ha 
costruito  dei  generatori  anche  per  la  classe  speciale  dei  semivarianti  asìzigetici  : 
Am.  j.  VIII  p.  1-18  (1885). 

(****)  Comptes  Rendus  CIV  p.  1097-1099,  1258-1260  (1887). 

{})  Belg.  Bull.  S.  in'T.  XIII  p.  226-235  (1887). 

(«)  Proc.  of  the  Lond.  math.  soc.  XXI  p.  219-233  (1889). 
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ove  Tespressione  X  ha  la  proprietà  che  DX  è  eguale  al  seminvariante  S,  ogni  co- 
variante si  trasforma  in  modo  che  i  nuovi  coofTicienti  hanno  dei  seroinvarianti  pfr 
numeratori. 

Se  si  prende  in  particolare  S  =  ao  ,  X  =  af^  si  ricade  sopra  un  noto  teorema 
di  Hermite. 

Deruyts  ha  sviluppato  ulteriormente  la  teoria  dei  seminvarianti  delle  forme 
primitive  a  più  serie  dì  n  variabili,  e  con  ciò  ha  fatto  progredire  essenzialmente 
la  teoria  dcgrinvarianti  di  queste  forme  primitive  generali.  Egli  nel  1891  ha  rac- 
colto le  sue  ricerche  su  questo  argomento  (*),  già  pubblicate  qua  e  là  e  diincili  a 
consultarsi,  in  unamonograOa  (**),  che  noi  prendiamo  a  base  della  nostra  esposi- 
zione. La  natura  astratta  dell*  argomento  ci  obbliga  per  altro  nd  accontentarci  di 
rilevare  alcuni  punti  di  vista  principali. 

Deruyts  v***)  compone,  analogamente  a  quanto  fa  Rronecker  (**•*),  la  trasfor- 
mazione lineare  generale  di  n  variabili  x  mediante  due  serie  convenienti  di  trasfor- 
mazioni più  semplici. 

Sono  queste,  in  primo  luogo,  quelle  in  cui  una  sola  variabile  prende  un  fat- 
tore costante  : 


(Sa)  ^A  =  eXA     .     a?fc  =  Xj(/i  J;^  j; 


(*)  Belg.  Bull.  S.  Ili  T.  XIV  p.  53-79  (1887) ,  XV  p.  951-980  (1888) ,  XVI 
p.  207-215,  576-589  (1888)  ;  Liège  Mérn.  S.  II  T.  XV,  due  note  (1888).  Belg.  Mém. 
sav.  étr.  LI,  3  Memorie,  ivi  LII. 

Le  Paige  ha  esteso  il  concetto  di  seminvariante  alle  forme  binarie  a  più 
serie  di  variabili  che  possono  anche  essere  sottoposte  a  trasformazioni  diflferenti: 
Belg.  Bull.  S.  Ili  T.  Il  p.  40-53  (1881). 

(**)  Essai  d'une  théorie  generale  des  formes  algébriques,  Bruxelles  1891.  Queste 
ricerche  trovano  la  loro  continuazione  in  una  serie  di  memorie  in  Belg.  Bull,  dal 
1892  in  avanti. 

(***)  L.  e.  C.  IL 

(****)  V.  sopra.  —  La  differenza  essenziale  tra  i  due  metodi  è  questa  :  che 
Kronecker  compone  la  sostituzione  lineare  generale  mediante  un  certo  numero  di 
altre  speciali  —  che  prese  insieme  possono  tener  luogo  della  prima  —  ed  ottiene  cor- 
rispondentemente a  ciascuna  di  queste  un'equazione  differenziale  per  le  forme  inva- 
rianti ve  ;  Deruyts  invece  fa  uso  d'  una  parte  soltanto  dei  suoi  rappresentanti  spe- 
ciali per  formare  le  equazioni  diiferenziali  delle  funzioni  seminvarianti,  mentre  in 
luogo  degli  altri  figura  una  serie  di  eguaglianze  aritmetiche  (quelle  degli  n  pe^ì 
"1  )  "2  >  •  •  •  7  ^/J?  P®^  condurre  poi  ad  una  forma  invarianti  va. 
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secondariamente,  quelle  in  cui  un'unica  variabile  viene  aurnentnta  di  una  seconda 
moltiplicata  per  un  fattore  costante  : 


(Sa,/)  aj,  =  X|  +  »jXfc    ,    a:;k  =  X*  (fc  J  l  ). 


Si  considerino  ora  delle  funzioni  intere  F  dei  cocflicienti  delle  forme  primi- 
tive, le  quali  possano  inoltre  essere  funzioni  intere  di  una  o  più  serie  di  varia- 
bili (x),  (y),  {z)f ... ,  e  variino  soltanto  di  una  potenza  del  determinante  della  so- 
stituzione per  Tapplicazione  delle  sostituzioni  S^  ,  S^ /. 

La  prima  condizione,  rispetto  alle  S^^,  dice  soltanto  che  F  è  isobara  C)  ri- 
spello  a  ciascuno  degl'indici  1,  2,  .  .  .  ,  n;  allora  F  è  conseguentemente  anche 
omogenea  nei  singoli  sistemi  di  coefficienti  e  di  variabili. 

Se  F  per  Tapplicazione  della  S^  varia  della  potenza  z^h   tc^  si  dice  il  peso  di 

F  rispetto  all'indice  /i;  vi  sono  dunque  n  pesi  tc,  ,  ic^  ,  ...  ,  tc^. 

Ora  fra  le  sostituzioni  S^^i  se  ne  possono  scegliere  n—  1  in  modo,  che  i  nu- 


{*)  Per  chiarire  questo  concetto ,  imaginiamo  p.  es.  tma  forma  ternaria  Cq  ad 
una  sola  serie  di  variabili  Xq  y  x^  ,  X2',  si  denoti  con  a^jn  il  coefficiente  del  termine 
^0%%^  {i  +  k'hl=-n). 

Una  funzione  intera  qualunque   F   sia    data   come     un   aggregato   di   termini 

,  dove  il  segno  di  prodotto  si  estende  a  tutte  le  a  e  gli  esponenti  sono  >0. 
Allora  E  si  dice  isobara  rispetto  all'indice  0,  se  la  somma  ^icnun  estesa  a  tutte  le  a 

i 

ha  un  valore  costante  (il  peso  corrispondente  Uq)  ;  lo  stesso  per  gV  indici  1^   2,   se 
avviene  la  medesima  cosa  per  le  somme  ^kOLiftì  ^  '^l'^ikv 

La  differenza  fra  la  notazione  qui  adottata  e  quella  in  uso  nella  geometria  ana- 
litica risalta  chiara  in  un  esempio.  Una  C^  si  scrive  secondo  quest'ultimo  sistema: 

^0  ^0000  ^"  ^1  ^1111  "^  ^2  ^2222  +  ^«^u  «^'i^oooi  +  •  •  •  ; 
secondo  il  primo  è  più  semplice  : 

dove  pertanto  la  somma  degrindici  di  ciascun  coefficiente  è  la  stessa,  appunto  come 
la  somma  degli  esponenti. 
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meri  h  ,  l  prendano  soltanto  le  n—  I  coppie  «li  valori  (1.^)  ,  (2,3)  ,  ...  ,  (u-!,ii). 
Si  dimostra  che  per  ciò  che  segue  basta  adoperare  queste  n-ì  sostituzioni  S^^,>|. 

La  condizione  che  F  sìa  invariante  rispetto  a  S^^/  risulta  essere  equivalente 
ad  una  equazione  lineare  a  derivate  parziali  [h  ,  1]  =  0. 

Una  forma  isobara  F  dei  coefficienti  e  delle  variabili  viene  deOnita  come  una 
funzione  seminvarianlBy  se  soddisfa  alle  n-l  equazioni  fi,i-i-!]F=0  (*):  se  F  non 
contiene  le  variabili,  essa  si  chiama  un  scminvarianie. 

Se  invece  s*aggiunge  ancora  la  condizione  che  gli  n  pesi  iC|  »  ^t  <  *  •  «  ^n  ^' 
F  sieno  lutti  ira  loro  eguali  (=  ic),  allora  F  si  riduce  ad  una  funzione  invarianle 
ordinaria,  o  rispettivamente  ad  un  invarianle  ordinario. 

P.  e.  un  determinante  a  !,  2,  3,  ...  linee  tolto  dal  quadro  delle  serie  di  va 
riabili  {**)  è  una  funzione  seminvariante. 

Per  ulteriori  sviluppi  l'autore  trasporta  (*•*)  il  metodo  simbolico  di  Clebsch 
e  Aronhold,  usato  finora  solo  per  le  funzioni  invarianti,  alle  funzioni  seminvarianti. 
É  raccomandabile  di  prendere  le  espressioni  simboliche  sotto  una  forma  canoni- 
ca (•*••)  simmetrica  rispetto  ai  vari  elementi  simbolici  equivalenti;  ciò  ha  fra  gli 
altri  il  vantaggio  che  ad  ogni  forma  simbolica  non  nulla  ne  corrisponde  una  reale 
non  nulla  e  reciprocamente. 

Ciò  stabilito,  non  è  difficile  dimostrare  che  una  funzione  seminvarianle  ^ 
ha  per  espressione  simbolica  ^'  una  funzione  seminvarianle  relativa  a  forme 
lineari  e  avente  gli  slessi  pesi  (*). 

Queste  forme  lineari  possono  assumersi  lineari,  non  solo  rispetto  ai  coefficienti 
simbolici,  ma  anche  rispetto  alle  serie  di  variabili  ;  esse  sono  adunque  tutte  del 
tipo: 

0,  =  a,  05,  +  a,  05,  +    .  .  +  a„  a?„. 

Se  colle  prime  n  colonne  del  quadro  dei  coefficienti  simbolici  si  formano  suc- 
cessivamente tutti  i  possibili  determinanti  S,  ,  S,  ,  ...  ,  o^  degli  ordmi  1,2»  -.m^^i 
e  colle  ultime  n  colonne  del  quadro  delle  variabili  tutti  i  possìbili  determinanti 
8n'  »  ^'n-t  !•••>  8',  degli  ordini  n  ,  w  -  1  ,...,  1,  si  ha  il  teorema  fondamentale  (*): 


(*)  Si  dimostra  che,  insieme  alle  n-l  equazioni  fi  ,  t+l]=0(*=l,  2,  . . .  ,  n-l), 
SODO  soddisfatte  per  una  funzione  isobara  tutte  le  equazioni  [h  ,  l]=^0  in  cui  h  è 
minore  di  L 

(**)  Sono  queste  le  stesse  variabili  intermedie  p^j^  ,  p^f^^  >  •  •  •  i  che  stanno  a  base 
delle  ricerche  generali  di  Clebsch. 

Il  progresso  di  Deruyts  sta  in  ciò  che  si  opera,  anziché  colle  quantità  spe- 
ciali p,  colle  funzioni  invarianti  di  gran  lunga  più  generali. 

(*«•)  L.  e.  c.  m. 

(♦*«•)  L.  e.  p.  13-14. 

0)  L.  e.  p.  55. 

O  L.  e.  p.  57. 
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Vespressione  simbolica  ^'  dCuna  funzione  scminvarianle  ^  %mò  rappreseti^ 
larsi  come  somma  di  prodotti  dei  tre  gruppi  di  fattoti  o  ;  6'  ;  (w^  ,  bjp  ,  ...)• 

In  particolare  in  una  funzione  invariante  si  presentano  soltanto  determinanti 
di  n-esimo  ordine  S^  »  6^',  e  si  giunge  immediatamente  al  teorema  fondamentale 
di  Clebsch  relativo  al  metodo  simbolico. 

Si  ottiene  un'ulteriore  sempliflcazione  servendosi,  dietro  Tescmplo  di  Capelli, 
del  processo  di  Aronhold;  Deruyts  raggiunge  un  progresso  considerando  con{em- 
poraneamenle  le  serie  di  coefficienti  simbolici  e  quelle  di  variabili. 

Con  ciò  si  ottiene,  in  connessione  colla  già  menzionata  rappresentazione  sìni« 
bolica  delle  funzioni  scminvarianti,  da  una  parte  Tespressione  simbolica  per  qua- 
lunque scminvarianle  coi  pesi  ir,  ,  ic, ,...,  ic^ ,  sottoponendo  un  numero  sutRciente 
di  Yoltc  a  processi  della  forma  D^^  i  D^^  *  I^^e  •  •  *  •  ^^  prodotto  seguente  formato 
dai  sottodelerminanli  principati  del  quadro  dei  coefficienti  : 

a/*"N,  6.f  *■"''•.  .  .  (a,b,c, ...  fc„.,f «-*"''^a,6,c, .  .  .  fc,.,  if-  (•). 

Dall'altra  parie  (*^)  si  giunge,  scambiando  dappertutto  le  serie  di  coefficienti 
a  ,  fr ,  • .  •  eolle  serie  di  variabili ,  ad  una  nuova  specie  di  forme  invariantivc ,  i 
setniùovarianii  identici  di  seconda  specie. 

Non  e'  è  alcuna  difficoltà  essenziale  a  vedere  che  il  termine  principale  (**^> 
d'una  funzione  invariante  contenente  n  serie  di  variabili  agli  ordini  rc^  ,iC2,...,ic, 
è  un  seminvariante  coi  pesi  itf ,  t^ ,  .  .  ,  it^,  e  che  tale  relazione  può  anche  ìn- 
yertìrsi  in  modo  univoco. 

Infatti  basta  (****)  neir  espressione  simbolica  del  seminvariante  f  sostituire 
agli  elementi  simbolici  (a),  (ò),  .  .  altrettante  serie  di  forme  lineari  simboliche , 
per  ottenere  la  funzione  seminvariante  V  col  termine  principale  ^. 

La  funzione  V  ha  per  fattore  la  ir^-esìma  potenza  di  8^,  cioè  del  determi- 
nante delle  variabili.  Detto  x  r<'^ltro  fattore ,  x  ^  ""^  funzione  invariante  conte- 
nente le  sole  n-1  prime  serie  di  variabili  agli  ordini  iTi-tt»  ,  it,— ic^,...,  ^^.,«k„, 
di  peso  z„ ,  e  avente  ^  per  termine  principale. 

Queste  funzioni  x  ,  che  Deruyts  chiama  covarianti  primari  »  si  palesano  , 
come  aveva  già  mostrato  Capelli,  come  il  vero  fondamento  della  teoria  degV in- 
varianti delle  forme  ad  un  numero  qualsiasi  di  serie  cogredienti  di  n  variabili. 


H 


(•)  L.  e.  p.  64. 

(♦^  L.  e.  p.  65. 

(♦♦♦)  Se  con  a?,j|  (f ,  fe  =  1,  2,  . .  . ,  n)  si  denotano  le  n  serie  di  n  variaì)ili  cia- 
scuna; con  m^  ^  m^  ;  .  •  .  y  m^  i  relativi  ordini  d^una  forma;  deve  intendersi  per  ter- 
mine principale  il  coefficiente  di  «a*"*»»  *  . .  .  ^ntT'^* 

(♦*♦*)  L.  e.  p.  71. 
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Inratti  esse  possono  anche  deQnirsi  come  quelle  forme  isobare  ad  m  —  1  serie  di 
variabili  che  soddisfanno  alle  n-2  equazioni  lineari  a  derivate  parziali  : 

Dcruyts  però,  non  solo  ritrova  nuovamente  i  risultati  di  Capelli,  e  particolar- 
mente il  teorema  fondamentale  sullo  sviluppo  in  serie  (*)  .  ma  scopre  anche  pa- 
recchio nuove  proprietà  delle  funzioni  y.  appunto  coiraiuto  della  sua  chiara  rap- 
presentazione simbolica  dei  seminvarianti. 

Si  può  citare  anzitutto  la  dimostrazione,  condotta  col  metodo  di  Hilbert,  del 
teorema,  che  le  funzioni  ^  formano  un  campo  Winlegrilà  a  base  finita  (**). 

Inoltre  coH'aiuto  delle  funzioni  x  Deruyts  è  in  grado  di  dare  la  più  grande 
estensione  ad  un  teorema  di  Sylvester,  generando  mediante  due  funzioni  semin- 
varisntì  una  terza  analoga  col  sostituire  ai  coefficienti  de  ir  una  le  prime  derivate 
dell'altra  rispetto  ai  propri  coefficienti. 

Le  funzioni  x  possono  ridursi  ad  un  insieme  di  tipi  semplicissimi  (**•)  da  cui 
tutte  le  altre  /  sono  deducibili  mediante  il  processo  a  generalizzato. 

Ricorderemo  infine,  che  le  funzioni  x  permettono  anche  di  comprendere  nella 
teoria  delle  forme  le  forme  primitive  s/»ecmli  (*•**)  ,  tra  i  cui  coefficienti  hanno 
luogo  certe  relazioni  algebriche. 

Si  suppone  soltanto  che  queste  relazioni  stesse  sieno  di  natura  invarianliva, 
cioè  che  non  mutino  di  forma  per  una  trasformazione  lineare  delle  variabili. 

Sembrerebbe  a  prima  vista,  che  a  tali  forme  primitive  dovessero  corrispondere 
funzioni^  le  quali  soltanto  in  conseguenzu  di  quelle  relazioni  acquistassero  la  proprietà 
invariantiva.  Ciò  però  non  è  vero,  giacché  si  dimostra  che  tutte  le  funzioni  x  pos- 
sono dedursi  da  quelle  regolari,  le  quali  esistono  indipendenlemenle  da  quelle 
relazioni. 


(*)  L.  e.  C.  IV.  Si  è  già  parlato  a  suo  luogo  deirapplicazione  alla  determina- 
zione del  numero  delle  forme  invariantive  linearmente  indipendenti  di  dato  grado 
ed  ordine. 

(**)  L.  e.  p.  116  e  segg.  Sulle  generalizzazioni  per  le  funzioni  invarianti  vedi 
pagina  23  e  segg. 

(*♦♦)  L.  e.  C.  VI. 

(*♦**)  L.  e.  C.  Vili;  Belg.  Bull.  S.  Ili  T.  XXIII  p.  152-167  (1892).  Cfr.  Maurer, 
(II,  C,  e,  a).  —  Anche  Study  (Methoden  etc.  II  §  10)  applica  tali  sistemi  invarianti 
d^  equazioni  alla  risoluzione  generale  del  problema  dell'  equivalenza  ;  in  particolare 
egli  dà  il  teorema  che  un  sistema  invariante  d'equazioni  può  essere  sostituito  me- 
diante una  serie  d'invarianti  nulli  e  di  covarianti  identicamente  nulli. 
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ò)  Combinanti  ed  apolarità. 

Tra  le  forme  a  più  serie  di  variabili  soggette  a  trasformazioni  lineari  diffe- 
renti C) ,  furono  già  più  volte  nominati  i  combinanti  (**) ,  come  quelli  che  si 
presentano  più  sovente. 

Il  nesso  tra  i  combinanti  e  la  Icoria  delV  apolarilà  è  cosi  intimo,  che  è  ne- 
cessario trattarne  insieme. 

A  dir  vero  non  ci  sarà  possibile  di  dare  un'idea  esatta  dell*  importanza  di 
questo  ramo  della  teoria  delle  forme,  giacche  le  sue  principali  applicazioni  appar- 
tengono alla  geometria;  però  qui  appunto  si  presenta  ripetutamente  la  circostanza 
che  teoremi,  i  quali  nelPalgebra  sono  quasi  evidenti,  o  almeno  hanno  un  interesse 
soltanto  particolare,  diven<rono  nella  geometria  la  sorgente  di  estese   ricerche. 

Sieno  /*!  ,  /i  ,  .  .  .  ,  /),  funzioni  o.nogcnoe  di  7i-esimo  grado  delle  variabili 
a?|  ,  x*  ,  .  .  .  ,  ^Q.  Diconsi  combinanti  quelle  tra  le  forme  invariantive  simultanee 


(*)  Specialmente  interessanti  (  anche  per  la  teoria  delle  funzioni  ellittiche  ) 
sono  le  forme  binarie  quadrato  quadratiche.  I  loro  due  discriminanti  hanno  inva- 
rianti eguali  (Cayley,  Quart.  j.  XI  p.  83-91  ,  1870;  Capelli,  G.  di  mat.  XVII 
p.  69-148,  1879;  Zeuthen,  Proc.  of  the  Lond.  math.  soc.  X  p.  196-204,  1879; 
Frobenius ,  Journ.  fUr  Math.  CVI  p.  126-188,  1890).  Frobenius  tratta  diffusamente 
anche  dell'  equivalenza  di  tali  forme.  Le  Paige  ha]  mostrato  come  la  proprietà 
testé  accennata  si  presenti  in  modo  corrispondente  anche  nelle  forme  plurilineari  a 
tre  e  a  qnattro  serie  di  variabili  binarie. 

(**)  Sono  combinanti  nel  senso  più  generale  le  forme  invariantive  di  quelle  tra 
le  forme  accennate  in  cui  una  delle  serie  di  variabili  entra  solo  linearmente.  Vedi 
sotto.  Per  la  letteratura  relativa  a  questo  capitolo  sino  al  1883  vedasi  la  lista  Del- 
l' opera  dell'  autore:  Apolaritàt  etc.  Per  le  origini  della  teoria  citiamo  ancora  : 
Clifford,  Proc.  of  the  Lond.  math.  soc.  II  p.  116-118  (1869),*Darboux,  Bull,  desse, 
math.  I  (1870). 

Uno  dei  più  importanti  combinanti  è  il  determinante  funzionale  di  n  forme  ad 
n  variabili  già  studiato  profondamente  da  Jacobi  (v.  p.  es.  Qord&n  *Vorl€Sungenl)» 
I  determinanti  funzionali  dei  determinanti  funzionali  sono  proporzionali  alle  forme 
primitive  (Clebsch ,  Journ.  ftir  Math.  LXIX,  p.  355-358  [1868],  LXX  p.  175-181 
[18691;  Rosanes,  ivi  LXXV  p.  166-172  [1872];  Pasch,  ivi  LXXX  p.  177-182 
[1875].  La  già  ricordata  rappresentazione  di  Clebsch  d'  un  determinante  funzio- 
nale binario  o  del  prodotto  di  due  di  essi  mediante  le  forme  primitive  fu  gene- 
ralizzata da  d'Ovidio,  Atti  Acc.  Torino  XIV  p.  963-972  (1879);  Le  Paige, 
Belg.  Bull.  S.  II  T.  XLVIII  p.  530-549  (1879),  T.  XLEX  p.  113-125  (1880),  S.  IH 
T.  I  p.  480-499  (1881),  Comptes  Rendus  XCII  p.  688-690  (1881),  Torelli,  Rend. 
Acc.  Napoli  XXV  p.  125-134  (1886). 
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delle  /,  che  per  una  sostituzione  lineare  delle  f  variano  solo  d' una  potenxa  del 
determinante  dei  coefficienti  della  sostituzione. 

Se  si  costruisce  mediante  le  nuove  variabili  U|  .u^  ,  ^.--jUp  la  forma  lineare: 

¥  =  Utft  +  u^ft+  .•  •  f^pfff 

ì  combinanti  delle  f  possono  anche  deflnìrsi  come  quelle  funzioni  dei  coefficienti 
e  delle  variabili  delle  f,  che  sono  invarianti  rispetto  a  qualunque  trasformazione 
lineare  si  delle  u  che  delle  a?,  e  che  non  contengono  le  u. 

Quest'ultima  deflnìzione  è  più  opportuna,  inquantochè  essa  non  solo  dà  luogo 
immediatamente  ad  uno  speciale  simbolismo  di  cui  si  è  già  toccato ,  ma  conduce 
anche  ad  una  importante  generalizzazione  :  si  passa  ai  combinanli  delle  f  in 
senso  più  ompto,  togliendo  la  restrizione  relativa  alle  u. 

Gordan  (^)  ha  posto  le  basi  dello  sviluppo  odierno  della  teoria  mediante  il 
teorema,  che  ogni  combinanle  delle  f  può  rappresentarsi  come  una  forma  inva- 
rianliva  di  un  combinanle  particolare  R ,  cioè  del  determinante  ottenuto  scri- 
vendo ciascuna  delle  t  con  variabili  (cogredienli)  diverse  tante  volte  quante  sono 
le  f  slesse. 

Gordan  giunge  a  questo  risultato ,  combinan<Jo  il  teorema  fondamentale  del 
metodo  simbolico  (che  ogni  invariante  d*un  sistema  di  forme  lineari  ò  una  forma 
dei  determinanti  costruiti  coi  coefficienti  delle  forme  date)  collo  sviluppo  in  serie 
d'una  forma  contenente  due  serie  di  variabili  controgredienti. 

Pertanto  i  combinanti  costituiscono  un  sistema  chiuso  di  forme,  al  quale  se- 
condo i  risultati  di  Hilbert  compete  immediatamente  la  proprietà  di  essere  finito, 
giacché  i  combinanti  possono  dedursi  da  un'unica  forma  primitiva  contenente  più 
serie  di  variabili  cogredienti. 

La  teoria  dei  combinanti  prende  un  aspetto  assai  più  perspicuo  $e  si  lien 
conio  del  principio  di  dualità. 

Se  infatti  si  costruisce  con  Stroh  (**)  un  nuovo  determinante  Q  completando 


(*)  Math.  Ann.  V  p.  95-122  (1872),  specialmente  p.  116.  Cfr.  anche  Voss, 
Mflnch.  Ber.  1^88  p.  16-19. 

Nel  §  11  in  particolare  i  combinanti  B  per  le  forme  binarie  vengono  ridotti  a 
forme  ancora  più  semplici. 

(*♦)  Math.  Ann.  XXII  p.  393-405  (1883).— Nel  caso  delle  forme  binarie  l'autore 
ottiene  una  chiara  espressione  simbolica  per  tatti  i  combinanti  di  primo  grado  ap- 
partenenti a  p  forme  di  n— esimo  ordine  (1.  e.  p.  403).  In  una  continuazione  (Pro- 
gramm  der  Ludwigs-Kreisrealsehnle  Milnchen  1894)  l'autore  indica  un'intera  serie 
di  "  combinanti  fondamentali  ,,,  i  quali  hanno  lo  stesso  ufficio  di  (^  ed  S. 

White  (Am.  j.  XVII  p.  235-265,  1895)  considera  dei  "  combinanti  „  di  forme 
binarie  d'ordine  differente^  e  li  mette  in  rapporto  coli  apolarità  nei  campi  superiori. 
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le  p  serie  di  coefficienti  delle  f  mediante  i  corrispondenti  prodotti  di  potenze 
<)*t]n  numero  sufficiente  di  serie  di  variabili  (t?) ,  (k^)...»  conirogredìÀmli  aUe  primU 
live,  Q  può  completamente  sostituire  la  forma  R.  Giacché  Q  stesso  ò  un  combi- 
nante delle  f^  ed  R  una  forma  invariantiva  di  Q. 

Se  N  è  il  numero  dQi  coefficienti  d*una  forma  generale  /*,  N  —  p  è  il  numero, 
delle  nuove  serie  di  variabili. 

Il  teorema  enunciato  conduce  a  contrapporre  alle  p  form^  d'ordine^  f  (scritte 
coi  coefficienti  polinomiali),  N-p  forme  di  cldssef  9  (scrìtte  senza  coefficienti  bino- 
miali);  a  variabili  controgredienti. 

Allora  i  combinami  delCuno  dei  sistemi  si  trasformano  in  quelli  deW  altro 
ponendo  semplicemerìle  in  tulle  le  forme  in  luogo  dei  delerminanti  del  primo 
sistema  di  coefficienti  gli  aggiunti  del  secondo. 

Qui  è  il  punto  in  cui  si  presenta  la  teoria  dellapolarità. 
Due  forme  come  f  e  ^  (\n  cui  Tordine  deiruna  è  eguale  alla  classe  dciraltra) 
diconsi  coniugate   (Rosanes)   od   apolart    (Reyc) ,   se  il  loro  invariante   bilineare 
è  nullo. 

Ad  uD  sistema  di  p  forme  f  linearmente  indipendenti  ne  corrisponde  uno  di 
N  — p  forme  linearmente  indipendenti  tale  che  ogni  forma  f  è  apolare  ad  ogni 
forma  9. 

Due  sistemi  di  tal  natura  diconsi  mutuamente  apolarU 
Sottra  si  sceglie  il  sistema  della  A  in  modo  che  sia  apolare  al  sistema  dello  9, 
allora,  secondo  un  teorema  dimostrato  per  la  prima  volta  da  Brill  (*),  due  deter- 
minanti aggiunti  qualunque  dei  due  sistemi  di  coefficienti  sono  tra  loro  propor- 
zionali, od  anche,  ponendo  eguale  all'unità  un  fattore  di  proporzionalità  che  non 
ba  alcuna  importanza,  sono  eguali. 

Da  ciò  segue  il  principio  fondamentale  dei  combinanti  :  1  combinanti  di  due 
sistemi  apolari  coincidono  per  numero  e  per  forma  (**j. 


(*)  Math.  Ann.  IV ,  specialmente  p.  630  (  1871  ).  Cfr.  Grassmann ,  Aus- 
dehnungslehref  1862,  p.  112.  —  Lo  stesso  teorema  costituisce  anche  il  fondamento 
delle  ricerche  di  Glebsch  sugrinvarianti  delle  forme  ad  n  variabili  (Gdtting.  Abh. 
XYII  p.  1-62 ,  1872)  y  di  quelle  di  Gordan  sul  massimo  fattore  comune  (Math. 
Ann.  VII  p.  433-448,  1874),  e  dei  lavori  di  W.  Stahl  che  avremo  a  citare  (II,  D,  b 
in  fine). 

{**)  Stéphanos,  Mém.  pres.  par  les  Sav.  étr.  1883  (pres.  nel  dicembre  1881, 
v.  rapporto  di  Jordan  della  stessa  data  ).  Brill  ha  condotto  la  dimostrazione  del 
teorema  in  modo,  che  esso  può  estendersi  senz'altro  ad  un  sistema  di  forme  a  un 
numero  qualunque  di  variabili  (Math.  Ann.  XX  specialmente  p.  335,  1882,  in  data 
aprile  1882). 

Cfr.  intorno  alle  forme  binarie  V  esposizione  nell'  opera  dell'  autore  :  Apolari- 
tot  ecc.,  §  11. 
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P.  cs.  tre  forme  binarie  biquadratiche  possono  essere  sostituite,  per  quanto 
riguarda  i  combinanti;  da  due  forme  della  stessa  natura;  se  le  prime  sono  gene- 
rali ^  lo  sono  pure  le  seconde  (^;. 

Specialmente  interessanti  sono  i  combinanti  pili  semplici,  quelli  dei  sistemi  di 
forme  binarie,  perchè  mediante  questi  possono  costruirsi-  tutti  gli  altri. 

La  dimostrazione  data  da  Brill  (**)  per  questo  caso  è  tanto  più  notevole,  in- 
quantochè  in  essa  viene  in  luce  un  punto  di  vista  essenzialmente  nuovo. 

Dal  determinante  R  di  Gordan  scritto  in  forma  non  omogenea  si  separano  le 

^-^-5 dlH'erenie  delle  p  variabili  y  che  vi  entrano  come  fattori ,    e   poscia  si 

eguogliaiìo  tra  loro  tulle  le  y. 

Il  combinante  più  semplice  W(j/)  che  cosi  risulta  (•**),  dell'ordine  p(Ti-p+l) 
nclfunica  variabile  y,  è  atto  a  sostituire  la  forma  R  di  Gordan,  purché  si  rinunzi 
alla  rappresentazione  razionale  delle  forme  invariantive  :  si  dimostra  infatti  ,  che 
ogni  combinante  delle  f  può  rappresentarsi  come  un  invariante  0  covariante  ir- 
razionale delle  forme  binarie  W  (cfr.  II,  B,  6). 

La  generalità  delle  forme  f  trae  con  sé  quella  della  forma  W  ,  cioè  i 
coeflicienti  della  W  sono  tra  loro  indipendenti. 

Reciprocamente,  se  si  vuol  mettere  sotto  la  forma  di  W  una  forma  binaria 
generale  dell'ordine  p(n— p4-i),  bisogna  aggiungere  una  funzione  irrazionale  dei 
coeflicienti.  ^' 

Tale  è  p.  es.  una  radice  d'una  equazione  di  5*  ordine  per  le  forme  di  6*  or- 
dine (*••*);  quest'aggiunzione  è  anche  sufìlciente  per  ri<Jurrc  l'i  forma  data  me- 
diante una  trasformazione  lineare  a  due  dati  tipi  canonici  (*). 


(*)  Cfr.  Stéphanos  (1.  e),  Brill  (1.  e),  Tautore  (1.  e.  C.  II),  nonché  le  disser- 
tazioni di  Friedrich  (Giessen  1886) ,  Gross  (Tttbingen  1887 ,  e  Math.  Ann.  XXXI 
p.  136-150,  1888),  E.  Meyer  (Kònigsberg  1888),  e  i  lavori  di  Berzolari ,  Annali  di 
mat.  S.  II  T.  XX  p.  101-161  (1892),  XXI  p.  1-24  (1893),  Rend.  Ist.  Lomb.  S.  II 
T.  XXV  p.  950-971,  1025-1036  (1892);  Mem.  Acc.  Lincei  S.  IV  T.  VII  p.  303-341 
(1893);  Rend.  di  Palermo  VII  p.  5-18  (1893).  Nella  seconda  parte  del  penultimo 
lavoro  Berzolari  ha  studiato  la  curva  gobba  razionale  del  5.o  ordine,  considerando 
le  coordinate  del  suo  punto  corrente  come  derivate  terze  di  una  forma  binaria  del- 
l'ottavo ordine  (V.  sopra). 

(**)  L.  e. 

f ***)  Questo  determinante  funzionale  delle  f  0  combinante  principale  fu  studiato 
più  dettagliatamente^  per  rispetto  alla  sua  dipendenza  dalle  /,  in  una  serie  di  Me- 
morie nei  Wiener  Berichte  e  Wiener  Abh.  da  Igei,  il  quale  sviluppò  anche  dei  me- 
todi per  la  formazione  di  combinanti. 

(****)  Sui  rapporti  tra  le  radici  delle  equazioni  di  6°  e  di  5°  ordine  cfr.  Sté- 
phanos (1.  e.)  e  l'autore  (1.  e). 

Q)  V.  II,  B,  a  in  fine. 
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Per  stabilire  il  principio  dei  combinanti  si  è  fatto  uso  del  concetto  di  sistemi 
apolari.  Questo  però  si  era  già  presentato  sin  da  prima  :  la  sua  origine  sta  nel- 
l'estensione ai  sistemi  di  forme  delia  rappresentazione  canonica  di  Sylvester  delle 
forme  binarie  come  somme  di  potenze. 

Bosanes  nel  1812  fece  un  primo  passo  C)  in  questa  direzione,  dimostrando 
mediante  il  calcolo  simbolico  il  teorema  semplice  ma  di  grande  portata,  che  Van- 
nullarsi  delCinvarianle  biiineare  di  due  forme  binarie  dello  stesso  ordine  è  con- 
dizione necessaria  e  sufficiente  perchè  ciascuna  di  esse  possa  rappresentarsi  come 
una  somma  di  potenze  dei  fattori  lineari  deli'  altra.  Ciò  si  può  esprimere  in 
modo  ancor  piò  opportuno,  dicendo  che,  se  una  forma  binaria  di  n-esimo  ordine 
ha  il  fattore  X-a  essa  è  apolare  rispetto  aU'n-esima  potenza  dì  X  — a,  e  re- 
ciprocamente» 

Di  qui  segue  in  particolare,  che  n  forme  bina  rie  date  d'n-esimo  ordine  pos- 
sono rappresentarsi  come  combinazioni  lineari  di  potenze  delle  stesse  n  forme  li- 
neari, 11  prodotto  di  queste  non  è  infatti  che  la  forma  apolare   alle  forme  date. 

Subito  dopo  Uosanes  {**)  ha  esteso  il  principio  in  discorso  delle  corrispon- 
denze apolari  alle  forme  superiori.  Si  ha  qui  analogamente:  Se  f(X|  ,  x,  ,...x,.) 
è  ima  forma  di  n-esìmo  ordine  ad  r  variabili,  e  se  U|  ,  u^  ,  ...  ,  u,.  sono  le  va- 
riabili conlrogredicnli,  f  è  sempre  e  soltanto  apolare  rispetto  alla  n-esima  pò- 
ienza  della  forma  lineare  u,y4+Utyj-h...+u,.y,.,  quando  Veqxiazione  f(y|.y2»-«  »yr)=0 
è  soddisfatta. 

Su  ciò  si  fonda  la  possibilità  (***)  di  rappresentare  una  forma  generale  f  me- 
diante un  certo  numero  di  potenze  di  forme  lineari,  una  questione  che  già  pri- 
ma Reye  (••**)  aveva  trattata  con  successo  coir  aiuto  della  sua  [interpretazione 
meccanica. 


(*)  Journ.  far  Math.  LXXV  p.  172-176.  Altre  applicazioni  del  teorema  si  tro- 
vano in:  Apolaritat  ecc. 

W.  Stahl  è  penetrato  più  profondamente  nelle  relazioni  tra  sistemi  binari  apo- 
lari; e  ne  ha  fatto  interessanti  applicazioni  alla  teoria  delle  superficie  sviluppabili: 
Journ.  ftìr  Math.  CI  p.  73-98  (1886),  300-325  (1887)  ;  CIV  p.  38-61  (1888),  302-320 
(1889).  Cfr.  anche  Study,  Leipz.  Berichte  1886  p.  3-9,  e  i  lavori  di  Berzolari  ci- 
tati in  una  nota  precedente ,  specialmente  Annali  di  mat.  XX  e  XXI ,  Mem.  dei 
Lincei  VII. 

Una  teoria  puramente  geometrica  dell'apolarità  è  dovuta  ad  H.  Wiener,  Habi- 
litationschrift,  Darmstadt  1885,  83  p.  Cfr.  Thieme,  Zeitschr.  fttr  Math,  XXIV  p. 
221-229,  276-284  (1879)  ;  Math.  Ann.  XXm  p.  597-598  (1884). 

(♦♦)  Journ.  fttr  Math.  LXXV  p.  312-330  (1873). 

i^**)  Il  significato  geometrico  delle  relazioni  lineari  tra  eguali  potenze  di  forme 
lineari  era  già  stato  studiato  profondamente  da  F.  Serret  sin  dal  1869  {Geometria, 
de  direction^  Paris). 

(♦♦♦♦)  Journ.  fttr  Math.  LXXII  p.  293-326  (1870). 
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Ora  si  presenta  una  circostanza  nuova,  la  quale  metto  in  relazione  le  ricer« 
che  in  discorso  colle  proprietà  polari  della  forma  f. 

Si  costruisca  la  prima  polare  della  forma  f  rispetto  ad  un  sistema  di  valori 
(punlo)  (y),  poi  la  prima  polare  di  questa  rispetto  ad  un  secondo  punto  (2)  e 
cosi  via ,  finché  si  giunga  ad  una  forma  lineare  rispetto  agli  n   punti  (x) ,   (y) , 

(2)  *  .  * .  ,  («^). 

Se  si  annulla  quest'ultima  forma,  si  dice  che  gli  n  punti  formano  un  n-^ono 
polare  di  f  (•). 

È  facile  vedere  che  un  ti-gono  polare  di  /,  cioè  il  prodotto  delle  n  forme 
lineari  u^  ,  u^  ,  .,.  ,  t/w,  è  una  forma  apolare  ad  f,  e  reciprocamente. 

Dal  concetto  di  n-gono  polare  si  può  dedurre  quello  di  (n -f  l)-|jrono  polare 
completo^  tale  cioè  che  n  vertici  qualunque  di  esso  formano  un  n-gono  polare. 

Da  ciò,  e  da  quanto  si  disse  sopra,  risultano  teoremi,  come  il  seguente,  nel- 
Tcnunciato  del  quale  noi  ci  limitiamo  al  caso  di  tre  variabili  e  scegliamo  per 
brevità  la  forma  geometrica. 

(^tia  C„  {/enerale  jpi4d  rappresenmrst  mediarne  <  lati  d* un  (n  +  l)-gono 

polare  complelo  come  somma  delle  n-esime  potenze  di  -^-r — -  forme  lineari. 

È  notevole  che  la  forza  di  questi  teoremi  sta  essenzialmente  in  ciò,  che  si  è 
supposto  che  di  due  forme  apolari  f ,  7  una  sia  riducibile ,  cioè  sia  un  prodotto 
di  sole  forme  lineari. 

É  naturale  chiedersi  cite  cosa  significhi  Y  apolarità  di  due  forme  non  riduci- 
bili. In  realtà  questo  problema  più  generale  è  anche  più  antico ,  limitatamente 
però  al  caso  del  secondo  ordine  (**)  e  a  quelli  ad  caso  riducibili  (***). 


(♦)  Cfr.  Grassmann,  Gòttinger  Nachr.,  dicembre  1872,  p.  667-577. 

(♦*)  Il  caso  del  3o  ordioe  fu  solo  di  recente  studiato  da  0.  Schlesinger  pel 
campo  ternario.  Il  suo  risultato  principale  è,  sotto  forma  geometrica,  chC;  se  una 
curva  del  3o  ordine  è  coniugata  ad  una  della  3»  classe^  la  prima  contiene  infiniti 
pentagoni  polari  della  seconda  (  Cfr.  anche  de  Paolis ,  Acc.  Line.  1886  ).  Egli  dà 
anche  una  costruzione  semplice  di  questi  pentagoni  polari  (Math.  Ann.  XXX  pag. 
453-477,  1887).  Lo  stesso  autore  (ivi  XXXI  p.  183-219,  1888)  sviluppa  un  concetto 
più  generale  di  polarità,  dove  aggregati  lineari  di  certi  prodotti  di  funzioni  6  su 
curve  ellittiche  prendono  il  posto  di  quelli  di  forme  algebriche  sulle  curve  razionali. 
Ne  segue  in  particolare,  che  la  condizione  sopra  ricordata  perchè  due  curve  sieno 
coniugate  è  non  solo  necessaria  ma  anche  sufficiente. 

London  (Math.  Ann.  XXXVI  p.  535-584)  è  partito  di  qui  per  rappresentare 
una  0  più  forme  binarie  cubiche  Come  somme  di  cubi  di  forme  lineari. 

(♦♦♦)  Cosi  p.  es.  se  una  curva  di  2»  classe  k^  è  apolare  ad  una  di  80  ordine  C„ 
cioè  a  tutte  le  coniche  polari  di  Cg ,  0  se  una  superficie  di  2*  classe  9^  è  apolare 
ad  una  curva  gobba  del  So  ordine  fg ,  cioè  a  tutte  le  quadriche  passanti  per  99* 
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Per  altro  la  risposta  data  ,  per  quanto  importante  per  la  geometria  ,  parve 
algebricamente  di  natura  troppo  speciale  per  esercitare  un'utile  influenza  sulla 
teoria  delle  forme. 

Infatti  Hesse  (*)  aveva  già  dimostrato,  che  V  apolarità  di  due  forme  di  2^  or- 
dine 0  classe  è  il  criterio  per  riconoscere  se  è  possibile  mediante  trasformazioni 
lineari  (e  in  infiniti  modi)  ridurre  le  due  forme  ad  una  tale  forma  normale  ,  che 
in  una  forma  entrino  solo  i  quadrali  delle  variabili  j  nelV  altra  solo  i  loro 
prodolli. 

Rosanes  e  Rcye  (••)  hanno  dedotto  da  ciò,  in  connessione  col  principio  sopra 
esposto,  conseguenze  di  grande  portata  pei  sistemi  di  coniche  e  di  quadriche 
(e  di  cubiche  gobbe). 

Col  problema  di  ridurre  alle  precedenti  rappresentazioni  canniche  quella  ora 
in  discorso,  che  è  di  natura  afl'atto  diversa,  si  connette  un  altro  di  carattere  più 
generale,  cioè  quello  di  dedurre  da  un'origine  puramente  binaria  i  fatti  di  apo- 
larità nel  campo  di  8,4. .  ,  variabili. 

L'autore  di  questo  Rapporto  (***)  se  n'è  occupato  dilTusamente,  ed  ha  dimo- 
strato che  ad  ambe  le  questioni  devesi  rispondere  in  senso  affermativo:  le  prò- 
prielà  combinanti  e  di  apolarità  dei  campi  superiori  possono  subordinarsi  alla 
teoria  dei  combinanti  binari. 

Si  ottiene  ciò  mediante  una  catena  di  principi  di  trasporto  (o  al  contrario, 
se  si  vuole,  di  principi  di  riduzione). 

Vessenza  del  procedimento  sia  in  ciò,  che  facendo  uso  d'un  sistema  di 
Qoordinate  canonico  i  processi  di  polarizzazione  necessari  si  riducono  a 
semplici  trasformazioni  di  funzioni  simmetriche  elementari. 

Poiché  nei  campi  che  si  considerano  è  indifferente  porre  o  no  eguali  a  zero 


(*;  Journ.  fttr  Math.  XLV  p.  82-90  (1853). 

(**)  V.  II,  B,  a.  Le  applicazioni  a  sistemi  di  punti  linearmente  tra  loro  dipen- 
denti furono  posteriormente  studiate  ancora  da  Rosanes,  Journ.  fiir  Math.  LXXXVIII 
p.  241-273  (1880),  XC  p.  303-321  (1881),  XCV  p.  247-255  (1883),  C.  p.  311-316  (1887). 

Recentemente  Reye  ha  arricchito  la  geometria  d'  un  nuovo  ramo  avente  molti 
punti  di  contatto  coirapolarità,  cioè  della  teoria  delle  varietà  lineari  di  fasci  di 
piani  proiettivi  e  di  stelle  e  spazi  collineari,  e  dei  relativi  principi  di  dualità:  Beri. 
Bere  1889  p.  833-839,  Journ.  ftir  Math.  CIV  p.  211-240  (1889) ,  CVI  p.  30-47, 
316-329,  CVII  p.  162-178  (1890);  CVIII  p.  89-124  (1891).  Cfr.  W.  Stahl,  ivi  CVII 
p.  179-188  (1890). 

(*♦*)  Apolaritat  etc,  Ttlbingen  1883.  Sui  principii  di  trasporto  in  discorso  (anche 
per  forme  non  apolari)  ha  fatto  ulteriori  ricerche  Study,  Leipz.  Ber.  1890  p.  172 
e  seguenti. 
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ie  forme,  sceglieremo  la  prima  alternativa,  la  quale  ci  permette  di  far  uso  di  m 
comodo  linguaggio  geometrico. 

Per  non  entrare  in  spiegazioni  di  concetti  complicati,  basterà  esporre  il  caso 
semplicissimo  di  due  coniche  (*;. 

Sieno  date  due  coniche  considerate  l'una  come  luogo  e  Taltra  come  inviluppo: 

f=a^^=llaii,XiXj,^0    ,    (p  =  Wa*=2:a,.4t*<Ufc  =  0    (<,&=!, 2). 
S'imaginì  quest'ultima  posta  già  sotto  forma  normale  (**}  : 

<P  =  Mo  Wj  —  Uj*  =  0  , 
oppure,  introducendo  un  parametro  arbitrario  X  : 

Wo  :  W|  :  ttt  =  X*  :  —  X  :  1. 
La  relazione  di  apolarità  tra  /"  o  f  è  espressa  in  questo  caso  da  : 

sicché  quando  essa  è  soddisfatta  si  può  porre  : 

Da  un  punto  (x)  si  conducano  le  tangenti  a  ,  ^  alla  comca>norma  9;   allora 
le  oOq  i  Xi  i  Wt  saranno  legate  alle  a ,  ^  dalle  relazioni  semplici  : 

Si  ha  il  teorema  fondamentale  : 

La  condizione  perchè  due  punti  (x)  =  (a  ,  P)  ,   (y)  =  (y  ,  8)   sieno   coniugali 


(*)  L.  e.  §  18. 

{**)  L'  uso  di  questa  forma  normale  è  affatto  essenziale  per  la  chiarezza  del- 
l'intero processo.  Naturalmente  alcuni  risultati  possono  dedursi  e  svilupparsi  par- 
tendo da  forme  primitive  generali,  come  hanno  mostrato  per  mezzo  del  calcolo  sim- 
bolico Schlesinger  pel  campo  ternario,  Lindemann  pel  quaternario.  Cfr.  Schlesinger, 
Dissertj  Breslau  1882  opp.  Math.  Ann.  XXII  p.  520-568,  Lindemann,  ivi  XXTII 
p.  111-142  (1884). 

Quest'ultimo  è  partito  in  origine  dalla  rappresentazione  tipica  delle  forme  bi- 
narie ;  V.  Il,  A,  e. 
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rispetto  ad  una  conica  si  esprime  sotto  la  forma  seguente  simmetrica  ri^ 
spetto  alle  a  ^  ^  ,  ^  ,  S  : 


Cacy  =  a,  =  Co  80  +  a,  8|  +  Oj  s^  +  a,  s,  +  a^  s^  =  0  ^ 


dove  —  ,—,—,  —  denotano  le  funzioni  simmetriche  elementari  delle  a,p,Y,5. 
So      So       Sq      So 

Di  qui  risultano  immediataincnte  i  seguenti  corollari. 

Tulle  te  soluzioni  (s)  ddV  equazione  a,  =  0  rappresentano  il  sistema  00'  dei 
quadrilateri  polari  della  conica  f  apolara  a  9  circoscrilli  a  ?. 

Se  in  tto  =  0  si  pone  a  =  p  =  '^  =  o  =  X,    si   ottiene  Y  equazione  a^^  =  0  pei  4 
punti  d'incontro  di  f  con  f. 

Di  qui  e  dalla  d(^finizione  ilelFapolarità  binaria  segue  : 

I  quadrilateri    polari  del   teorema  precedente  sono  rappresentati  sopra   9 
dal  gruppo  apolare  alla  quaterna  binaria  a^*  dei  punti  d'intersezione  di  9  con  f. 

Dai  quadrilateri  polari  di  f  si  giunge  ai  trilateri  polari  di  f  supponendo  inde- 
terminato uno  dei  Iati. 

Se  i  lati  d'un  trilatero  polare  devono  essere  tre  tangenti  a,  p,  Y  a  9,  l'equa- 
zione a,  -  0  si  scinde  nelle  due  : 


dove  : 


flo^'o  +  fli^'i  +  <^i^z  +  cTjO,  =  0    ,    a,0o  +  a^o^  +  O3C,  +  a^o,  =  0  , 


^-a  +  p  +  V     »     ^  =  a?  +  aY  +  PY    .     ^=apY. 

Oo  Co  Oq 


Con  ciò  trova  la  sua  completa  spiegazione  il  teorema  di  Hesse  ,  che  i  trila- 
teri polari  di  f  circoscrìvi  a  9  sono  rappresentali  su  9  dal  gruppo  apolare  a 
quello  delle  prime  polari  della  quaterna  dei  punti  (f ,  9). 

Il  nesso  tra  il  campo  binario  e  il  ternario  diviene  ancora  pili   stretto  mercè 
un  principio  di  trasporto  stabilito   per  la  prima  volta  (*)   da  0.  Schlesinger   co 
calcolo  simbolico  ,  il  quale  si  fonda  essenzialmente   sull'  idea   di  considerare  una 
medesima  conica  k  prima  come  luogo,  poi  come  inviluppo. 

Siano  date  sopra  una  conica  K  una  quaterna  di  punti  a^^  ed  una  di  tangenti 
6x*-  C'è  un'unica  conica-luogo  /*  apolare  a  K  e  avente   la   quaterna   di  punti  a^^ 


(♦)  Dissertation,  Breslau  1882,  oppure  Math.  Ann.  XXII  p.  520-568  (1883) 
L'autore  di  questo  scritto  è  giunto  indipendentemente  da  ciò  allo  stesso  principio, 
e  lo  ha  sviluppato  in  generale  senza  Fuso  del  calcolo  simbolico  in  Math.  Ann.  XXI 
p.  52^544  (1883)  e  in  Apolaritat  etc. 
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comune  con  R/e  parimente  e*  è  un*unica  conica-inviluppo  9  apolare  a  R  e  ETeote 
la  quaterna  di  tangenti  b^^  comune  con  K. 

Allora  Vinvarianle  binario  bilincare  delle  due  quaterne  a^^*  ,  b^^*  è  identico^ 
a  meno  d*un  fattore  insignificante  ^  alV  invariante  ternario  bilineare  deUe  due 
coniche  f ,  9. 

Noi  ci  fermeremo  qui ,  e  ci  accontenteremo  di  caratterizzare  l'estensione  ai 
campi  superiori  dicendo  che  si  scompone  (*)  I*  ordine  n  d' una  forma  binaria 
f^=za-^  in  due  fattori  ni,  n,,  e  si  interpretano  le  radici  delle  /^^O  come  punti 
di  una  varietà  ad  una  dimensione  posta  in  uno  spazio  ad  n|  dimensioni ,  le  cui 
coordinate  omogenee  sono  le  potenze  1  ,  X  ,  X^  ,  ...  ,  X**i   della  variabile  X. 

Come  applicazioni  del  principio  di  trasporto  in  discorso  citeremo  due  teoreroi, 
i  quali  gettano  una  nuova  luce  sulla  natura  della  rappresentazione  canonica  me- 
diante potenze. 

Il  primo  (••)  dice  p.  es.  che  il  problema  di  rappresentare  una  forma  bi- 
naria di  nono  ordine  come  somma  di  5  no?ie  potenze ,  e  quello  di  rappreseti- 
lare  una  forma  quaternaria  cubica  come  somma  di  5  terze  potenze,  sono  equi- 
valenti; si  può  ridurre  Cuno  di  a^si  aWultro  mediante  processi  invarianlivi* 

Il  secondo  (•••)  mostra  un'altra  volta  l'equivalenza  della  rappresentazione  ca- 
nonica di  sistemi  di  forme  mediante  somme  di  potenze  e  della  ricerca  del  massi- 
mo comune  divisore  di  sistemi  di  forme. 

Dati  infatti  due  gruppi  apolari  di  forme  binarie ,  a  ciascun  sollogrup- 
pò  delCunOf  i  cui  individui  sono  rappresentabili  come  somme  delle  slesse  pò- 
teììzCf  corrisponde  un  determinalo  sottogruppo  delValtro^  i  cui  individui  hanno 
una  slessa  forma  come  fattore  comuncj  e  reciprocamente. 

Recentemente  si  considerarono  anche  i  già  menzionati  covarianti  generaliz- 
zali d'un  sistema  di  forme  binarie  /i  ,  /i  ,  •  - .  ,  /"»  contenenti  oltre  la  variabile  X 
una  0  più  serie  di  quantità  u  controgredienti  alle  f, 

ÀI  combinante  generatore  R  di  Gordan  (il  determinante  delle  f  scritte  con 
variabili  diverse  X,iJi,v,  ..)  si  devono  secondo  Brill  (***•)  aggiungerne  alcuni 
altri,  che  si  ottengono  sostituendo  ad  \,1,  3, ...  ,p  serie  delie  f  le  variabili  (x), 

0  (x)  ,  (y),  0  (x)  ,  (y)  ,  (z) ,  e/c. 


(*)  Quando  1'  ordine  della  forma  primitiva  è  un  numero  primo,  si  introducono 
le  sue  polari  d'ordine  decomponibile.  Del  resto  si  fa  uso  esteso  del  principio  di 
proiezione,  intorno  al  quale  cfr.  il  lavoro  fondamentale  di  Veronese:  Math.  Ann.  XIX 
p.  161-234  (1882). 

(**)  Apolaritat  etc.  §  32. 

(*♦*)  L.  e.  §  34. 

(****)  V.  Gross,  DisserL,  Tttbingen  1887,  ed  un  estratto:  Math.  Ann.  XXXII 
p.  136-150,  Introduzione  ;  Berzolari,  Annali  di  Mat.  S.  II  T.  XX  p.  101-161  (1892», 
XXI  p.  1-24  (1893). 
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I  combinanti  generalizzati  servono  in  geometria  alla  conoscenza  delle  pro- 
prietà invarianti  ve  della  varietà  ad  una  dimensione  rappresentata  da  f  entro  una 
varietà  a  p  -  1  dimensioni. 

Uno  dei  problemi  più  importanti  è  la  generazione  della  varietà  delle  f  me- 
diante altre  a  un  minor  numero  di  dimensioni.  Esso  suona  in  forma  algebrica  : 

Si  vogliono  oUenere  p  - 1  serie  di  forme  degli  ordini  : 

n,  ,  Uj ,  .  .  .  ,  np_j  (n  =  n,  +  Ug  +  .  .  .  +  np.,) 

tali  che  i  p  delcrminanli  che  si  possono  formare  mediante  esse  coincidano  con 
p  forme  date  f  d'ordine  n. 

L'autore  (*)  ha  risolto  questo  problema  coir  aiuto  d'un  postulato  che  Hil- 
bert (••)  dimostrò  più  tardi  esser  valido  in  generale ,  trattandolo  .come  un  caso 
particolare  del  problema  della  divisibilità  (•**): 

Data  una  funzione  intera  F(X,|x)  di  due  variabili  non  omogenee  ,  trovare 
il  criterio  di  divisibilità  di  F  per  un'  altra  funzione  di  X ,  pi  co7Wenen/c  una 
delle  variabili  al  primo  grado. 

La  soluzione  si  ottiene  mediante  formazione  di  scorrimenti  e  di  polari. 

W.  Stahl  (••••)  ha  dato  per  una  serie  di  casi  in  cui  r  =  3  e  r  =  4  una  solu- 
zione diretta  mediante  formolo  esplicite  di  determinanti. 


(*)  Math.  Ann.  XXX  p.  30-74  (1887).  Pei  casi  particolari  v.  ivi  XXIX, 
p.  447-467  (1887),  XXXI  p.  96-133  (1888). 

(**)  G6tt.  Nachr.  1889,  specialmente  p.  30;  Math.  Ann.  XXXVI,  specialmente 
p.  516  (1890). 

Il  postulato  in  discorso  asserisce  la  possibilità  della  generazione  richiesta;  che 
cioè,  dato  un  sistema  di  d[+l  forme  f(k)  di  n— esimo  ordine,  è  possibile  determinare 
d  sistemi  di  d+1  forme  ^([x)  degli  ordini  v^  ,  Vg  ,  .  .  . ,  v^  ,  per  modo  che  ogni  somma 
della  forma  2/(X)  <f{\t,)  sia  divisibile  per  X— |x,  e  che  la  somma  dei  numeri  v  sia  e- 
guale  ad  n. 

Pel  caso  jp=3  il  postulato  fa  dimostrato  dall'autore  (1.  e). 

(***)  Il  principio  della  divisione  nella  sua  forma  più  semplice  risale  ad  un  la- 
voro di  Brill:  Math.  Ann.  XXXVI  p.  230-238  (1890),  riprodotto  con  aggiunte  dai 
Miinch.  Ber.  1885.  La  rappresentazione  delle  forme  finali  come  combinanti  è  dovuta 
all'autore  di  questo  scritto. 

(****)  Math.  Ann.  XXXVIII  p.  561-585  (1891),  XL  p.  1-54  (1892).  Lo  sviluppo 
si  fonda  qui  essenzialmente  sopra  un  teorema  relativo  ai  determinanti  sopra  ricor- 
dato. Cfr.  anche  Schuhmacher,  Math.  Ann.  XXXVIII  p.  298-306  (1891),  Jolles , 
HaUl'Schrifty  Aachen  1886;  24  ^. 
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e)  Risultanti  e  discriminanti. 

Tra  griuvarianti  speciali  meritano  una  particolare  considerazione,  in  rìgnarck 
alle  loro  numerose  applicazioni,  i  risultanti  ed  i  discriminanti. 

Qui  naturalmente  la  teoria  dei  risultanti  e  discriminanti  delle  fot  me  algebri- 
che può  essere  trattata  solo  in  quella  parte  in  cui  prevale  anche  formalmente  (^i 
il  loro  carattere  invarìaniivo. 

In  questo  rapporto  lo  sviluppo  storico  della  teoria  delle  Torme  condusse  an- 
zitutto alla  soluzione  del  problema,  di  costruire  nei  casi  più  semplici  rcsprcssione 
simbolica  di  quelle  forme. 

Pel  risultante  d*una  forma  binaria  f^  di  n-esimo  ordine  e  di  una  lineare  A 
ciò  non  offriva  tilcun.'i  difìlcoltà. 

Pel  caso  in  cui  invece  della  f^  si  ha  una  /^  Salmon  (**)  diede  una  soluzione 
per  me'zzo  del  calcolo  degli  ipcrdeterminanti  ,  tale  da  rendere  possibile  V  esten- 
sione a  casi  meno  semplici. 

Clebsch  (••♦)  procedette  ancora  innanzi,  trasformando  col  metodo  simbolico  i^\ 
Aronhold  l'espressione  del  risultante  d'una  f^  e  d'una  f^  al  punto  da  renderne  ese- 
guibile la  riduzione  eiTettiva  ad  una  herie  di  invarianti  e  covariiiuti  intermedi. 

Meno  chiara  si  presenta  la  estensione  a  più  variabili,  quando  si  tratta  di  for- 
mare il  risultante  d*una  forma  d'ordine  qualunque,  d*una  forma  quadratica  e  d'una 
serie  di  forme  lineari. 

Il  processo  di  Clebsch  fu  sviluppato  ulteriormente  da  Gordan  (***•)  pel  risul- 
tante R  di  due  forme  binarie  qualunque  f^  ed  /*„. 


{*)  Noi  rinunciamo  anche  a  sviluppare  le  belle  applicazioni  che  ha  trovato  par- 
ticolarmente il  discriminante  nella  teoria  delle  equazioni  differenziali  e  nella  teoria 
aritmetica  delle  quantità  algebriche. 

(**)  V.  p.  es.  Salmon-P^iedler  NN.  309-310. 

(***)  Journ.  fttr  Math.  LVIII  p.  273-291  (1861).  Cfr.  1'  esposizione  in  Gordan, 
ivi  LXXI  p.  164-194  (1870). 

Clebsch  ha  dato  anche  un  criterio  di  divisibilità  d'una  /,,  per  una  f^  costituito 
dall' annullarsi  identico  d*  un  covariante  (Binare  Formen  p.  91).  V.  la  generalizza- 
zione in  Igei,  Wien.  Ber.  1880,  il  quale  ha  sostituito  alla  f^  una  forma  d'  ordine 
superiore. 

(♦♦♦*)  Math.  Ann.  Ili  p.  355-414  (1871). 

In  un  lavoro  precedente  (Gfitt.  Nachr.  1870  p.  427  e  segg.)  Gordan  aveva  sta- 
bilito un  sistema  di  equazioni  a  derivate  parziali  pel  risultante  R  d'una  f,^  e  d'una 
fm  (^  ^  ^)'  I^enotando  con  ^^  (ji.  <  n)  un  covariante  simultaneo  di  /,j  ed  /^  ,  con- 
tenente i  fattori  comuni  di  queste  due  forme,  il  ;jl- esimo  scorrimento  di  9  sull'  evet- 
tante  di  R  è  divisibile  per  R.  Di  qui  seguono  le  equazioni  cercate  (v.  Il,  C,  b,  a  e  C). 
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Anzitutto  nel  caso  speciale  m  =  n  si  può  dedurre  il  risultante  dalle  forme 
date  colla  sola  formazione  di  scorrimenti,  introducendo  i  simboli  dei  vari  cova- 
rianti elementari  del  risultante  di  Cayley  e  Bézout.  ed  applicando  il  principio  dello 
sviluppo  in  serie.  Poscia  sì  può  nello  stesso  modo  costruire  il  covariante,  i  cui 
coenicienti  divengono  eguali  per  R=0  alle  potenzi  della  radice  comune  di  Z*^  ed 
f^j  poi  il  covariante  il  cui  annullarsi  identicamente  è  il  criterio  d*esistenza  d'una 
radice  doppia  comune,  etc. 

Se  f^  ed  f^  sono  d'ordine  diverso,  il  risultante  nella  sua  forma  simbolica  si 
presenta  come  il  quoziente  di  due  forme  relativamente  semplici.  Però  in  ogni 
caso  speciale  la  divisione  è  eseguibile,  e  si  ha  un  risultato  analogo  al  precedente 

Gli  esempi  calcolati  abbracciano  tutti  i  casi  in  cui  nessuno  degli  ordini  ni,n 
supera  S. 

Pel  caso  in  cui  n  è  qualunque  ed  m  =  3  Pascal  (*)  ha  dato  il  risultante 
in  forma  simbolica,  sicché  non  v*  ha  alcuna  difficoltà  essenziale  a  ridurlo  effetti- 
vamente ad  un  aggregato  di  scorrimenti. 

La  soluzione  generale  del  problema  in  discorso  sembra  per  ora  essere  im- 
possibile {**)\  si  è  dovuto  accontentarsi  di  completare  nei  casi  più  semplici  la  rap- 
presentazione invariantiva  del  risultante  col  far  uso  soltanto  di  forme  del  corri- 
spondente sistema  completo.  Cfr.  per  m=3  ,  n=i  Brioschi  (*••);  por  m-i  ,  n=4, 
per  rn=5  ,  n<5  e  per  m=6,  n=3  d'Ovidio  (**••). 

Ancora  meno  sviluppata  è  la  corrispondente   rappresentazione    del   discrimi- 


I  criteri  invariantivi  per  l'esistenza  di  più  radici  cornimi  a  due  forme  dello  stesso 
ordine  furono  sviluppati  per  una  serie  di  casi  da  Pascal  secondo  le  idee  di  Gordan: 
Rend.  dell' Acc.  di  Napoli  S.  II  T.  II  p.  402-409,  Ann.  di  mat.  S.  n  T.  XVI  p.  85-99. 
V.  pure  Berzolari,  Ann.  di  mat.  S.  II  T.  XX  p.  101-161  (1892),  XXI  p.  1-24  (1893), 
Cfr.  anche  Perrin,  Comptes-Rendus  CVII  p.  22-24  (1888).  Sui  discriminanti  v.  sotto. 

(*).  Giorn.  di  mat.  XXV  p.  257-280  (1887)  (cfr.  le  osservazioni  di  Berzo- 
lari, Rend.  di  Palermo  V  p.  46-60,  1891);  Rend.  dell'Acc.  di  Napoli  S.  H  T.  U  p.  67-72 
(1888). 

(**)  Per  or.,  non  si  può  attribuire  alcuna  importanza  per  la  teoria  degl'inva- 
rianti né  alla  rappresentazione  combìnatorio-simbolica  del  risultante  di  Schendel 
(Zeitschr,  ftìr  Math.  XXXII  p.  46-55,  83-90  [1887],  XXXIII  p.  1-13,  65-77  [1888]) 
nò  alla  rappresentazione  simbolica  mediante  funzioni  simmetriche  di  Mac  Mahon 
(Quart.  j.  XXIII  p.  139-143  [1888]). 

V***)  ColUctanea  maihematica,  Milano,  1881,  p.  221-223. 

(*<**)  Atti  Acc.  Torino  XV  p.  385-389,  1880  (w=4,  n=4);  Mem.  Acc.  Napoli  XI, 
1883  (m=5,  71=2,  3)  ;  Mem.  Soc.  it.  delle  scienze  IV,  1888,  oppure  Mem.  Lincei 
S.  IV  T.  IV  p.  607-622,  1888  (w=5,  n=2,  3,  4,  5);  Atti  Acc.  Torino  XXVm  p. 
20-23,  1892  (m=^6  ,  n=3). 
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tiante.  Per  le  forme  binarie  f„  è  dovuto  a  Gor<Jan  (*)  un  metodo  sistematico 
per  esprimere  il  discriminante  col  mezzo  degl'  invarianti  fondamentali  ;  però  al 
crescere  deirordine  crescono  le  difficoltà  del  calcolo  (simbolico) ,  al  punto  che  il 
caso  n=7  (•*)  potè  appena  essere  esaurito. 

Data  una  /*, ,  il  metodo  di  Bézout  e  Cayley  per  la  determinazione  d' un  fat- 
tore doppio  aa;=a,cc,-|-a,a7,  di  f  fornisce  6  equazioni  omogenee  di  5.**  grado  nelle 
a.  Formando  opportunamente  gli  scorrimenti  dei  primi  membri  e  dividendo  per 
a^.  si  ottengono  equazioni  di  i.""  grado  nelle  a.  Cosi  continuando  si  giunge  ad 
equazioni  quadratiche,  dalle  quali  è  possibile  eliminare  le  a;  il  primo  membro 
del  risultante  ò  il  discriminante  cercato. 

Malsano  (***)  ha  trattato  per  via  indiretta  il  caso  successivo,  considerando  dap- 
prima la  /"g  speciale,  che  è  il  covariante  Hessiano  d*una  f^ ,  ed  ha  mostrato  che 
il  discriminante  della  4  generale  ha  una  struttura  analoga. 

Quanto  alle  condizioni  per  resistenza  d*un  fattore  multiplo  d*una  f^,  fu  trat- 
tato recentemente  il  caso  n-6.  I  covarianti  il  cui  annullarsi  costituisce  tali  con- 
dizioni furono  da  Malsano  (••*•)  e  d'Ovidio  (*)  espressi,  come  discriminanti  di  po- 
lari della  forma  primitiva,  mediante  forme  del  sistema. 

Riguardo  alle  forme  ternarie  e'  è  poco  a  dire.  Il  risultante  di  3  forme  qua- 
dratiche si  presenta  in  GundelBnger  (*)  e  Mertens  (';  come  una  funzione  intera 
dei  due  combinanti  fondamentali. 


(♦)  Vorlesungen  II  N.  99. 

Erano  già  stati  espressi  mediante  invarianti  fondamentali: 

il  discriminante  d'una  f^  da  Boole  (1845),  v.  Cayley,  Papera  I  p.  94  ; 
quello  d'una  /g  da  Salmon  (1850),  Cambridge  and  Dublin  math.  j.  V; 
quello  d'una  /e  da  Brioschi  (1867),  Aan.  di  mat.  S.  II  T.  I  p.  159. 

Quest'  ultimo  risultato  fu  dedotto  da  Malsano  col  metodo  di  Gordan:  Math. 
Ann.  XXX  p.  442-452  (1885). 

La  struttura  dei  discriminanti  binari  (supposti  sviluppati)  fu  studiata  da  Joa- 
chimsthai  (Joum.  fiir  Math.  XXXIII  p.  371-376  [1846],  Cayley  (ivi  XXXIV  p.  30-45 
[1847]),  Pasch  (ivi  LXXIV  p.  1-6  [1872]),  Bauer  (Mtinch.  Ber.  1886  p.  183-191). 
Per  lo  studio  corrispondente  intorno  al  risultante  binario  e  ternario  v.  NSther, 
Math.  Ann.  XXIII  p.  311-358  (1884),  specialmente  p.  315  e  segg. 

W.  Stahl  (Math.  Ann.  XXXV  p.  395-4(X),  1889)  ha  dato  una  rappresentazione 
del  risultante  di  due  forme  binarie  di  w -esimo  ordine  come  determinante  di  (n-1)* 
elementi,  che  si  collega  colla  teoria  dei  combinanti. 

(**)  Math.  Ann.  XXXI  p.  566-600  (1888). 

(♦**)  Rend.  Ciro.  mat.  di  Palermo  III  p.  53-59  (1889),  IV  p.  1-8  (1890). 

(♦♦♦♦)  Math.  Ann.  XXXI  p.  493-506  (1888). 

{})  Atti  Acc.  Torino  XXIV  p,  164-176  (1888). 

(«)  Joum.  ftir  Math.  LXXX  p.  73-85  (1875). 

(3)  Wiener  Ber.  XCIII  p.  62-77  (1886). 
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Il  discriminante  d'una  forma  ternaria  C,^  fu  costruito  da  Gordan  ^•)  in  forma 
di  determinante  come  funzione  dei  coeiricìeuti  coH'aiuto  di  uu  covariante  già  tro- 
vato da  Dersch. 

Passiamo  ora  alle  proprietà  speciali  dei  risultanti  e  discriminanti  delie  forme 
binarie. 

Queste  forme  considerate  e  ,me  funzioni  dei  coefficienti,  soddisferanno  ad  equa- 
zioni a  derivate  parziali  specifiche— oltre  che  a  quelle  che  valgano  per  ogni  inva- 
riante. Brioschi  (**)  ha  pel  primo  trovato  un  sistema  completo  di  equazioni  linear- 
mente indipendenti,  mentre  Nsthor  ha  mostrato  (**•),  che  una  sola  di  tali  equazioni 
scelta   ad  arbitrio  basta  per  caratterizzare  quelle  forme. 

Wilthciss  (****;  ha  fatto  una  notevole  applicazione  delle  equazioni  del  discrimì- 
nante  di  Brioschi,  mettendo  le  equazioni  differenziali  delle  funzioni  9  ipcrellittichc 
sotto  forma  invariante  tale  che  esse  risultino  immediatamente  dalle  equazioni  di 
Ijrioschi  mediante  opportune  combinazioni  lineari,  la  relativa  forma  binaria  non  è 
altro  che  il  radicando  il  quale  figura  sotto  il  sogno  d'integrale. 

Gordan  (')  pel  primo  ha  messo  in  luce  un'intima  relazione  reciproca  esistente 
tra  i  risultanti,  tra  i  discriminanti  e  tra  gli  uni  e  gli  altri.  I)a  un  calcolo  sem- 
plice risulta  che  i  risultanti  di  certi  covarianti  importanti  d'una  forma  primitiva  f 
contengono  come  fattore  il  discriminante  di  questa.  Rohn  (^)  ha  scoperto  recen- 
temente la  vera  ragione  di  tale  fatto.  Se  si  introducono  come  quantità  indipen- 
denti le  radici  di  una  particolare  rappresentazione  tipica  di  f  dovuta  ad  Hermite, 
si  arriva  quasi  immediatamente  al  teorema,  che  tutti  i  covarianti  di  /",  i  cui  pesi 
sono  in'eriori  ad  un  certo  limile,  hanno  la  proprietà,  che  i  risultanti  di  essi  e 
cji  /"  e  i  loro  discriminanti  contengono  come  fattore  una  certa  potenza  del  discri- 
minante di  /*. 

Teoremi   analoghi  valgono  per  sistemi  di  forme  primitive. 
Per  una  forma  binaria  /  di  ordine  dispari  n-t{v\  l'autore  di   questo  scrit- 
to (')  ha   costruito  una  serie  finita  di  covarianti  /,  /"i  .  /i  ,.-.,/},  i  cui  discrimi- 
nanti, eccezion  fatta  per  quelli  della  prima  e  deirultima  forma ,   si  scompongono, 


{*)  MUnch.  Ber.  XVII  (1887).  —  Sul  caso  n=4  v.  Klein,  Math.  Ann.  XXXVI 
specialmente  p.  56. 

(**)  Jonrn.  fiir  Math.  LUI  p.  372-376.— -Il  risultante  si  riferisce  a  due  forme 
binarie  dello  stesso  ordine.  Per  forme  d'ordine  diverso  Gordan  ha  stabilito  solo  più 
tardi  le  corrispondenti  equazioni  differenziali  (Gott.  Nachr.  1870  p.  427  e  segg.). 

(•*•)  Bruno-Walter,  Binare  Formen  §  25. 

(•••*)  Math.  Ann.  XXXIII,  specialmente  p.  279  (1888). 

(1)  Math.  Ann.  Ili  p.  169-171  (1871). 

(2)  Wiener  Ber.  C.  p.  863-893,  1013-1017  (1891) ,  CU.  p.  801-813  (1893).  V. 
anche  II,  A,  e. 

(8)  Gottinger  Nachr.  1891  p.  279-286. 
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in  due  fattori,  e  sono  cosi  collegati  successivamente  tra  loro,  che  due  sussegueot. 
hanno  un  fattore  comune. 

Per  certi  particolari  sistemi  di  forme  binarie  il  nesso  tra  i  risaltanti  ed  i  di- 
scriminanti è  stato  ancor  più  approfondito.  Sono  quelli  che  ,  eguagliati  a  zero, 
determinano   Io  singolarità  (puntuali)  d'una  curva  razionale  del  piano  e  dello  spazio. 

I  risultanti  ed  i  discriminanti  di  quelle  forme  si  scompongono  ,  come  risulu 
facilmente  da  considerazioni  geometriche ,  in  un  certo  numero  di  fattori  irriduci- 
bili, ed  hanno  questi  fattori  in  parte  comuni  tra  loro,  benché  con  molliplicità  dì- 
versa.  Brill  (•)  ha  sviluppato  completamente  la  relativa  decomposizione  pel  piano 
e  per  un  certo  sistema  canonico  d'equazioni ,  e  V  autore  di  questo  scritto  (,**)  io 
ha  fatto  in  generale    pel  piano  e  per  lo  spazio. 

In  particolare  il  discriminante  del  determinante  funzionale  di  tre  o  di  quattro 
forme  binarie  dello  stesso  ordine  si  scompone  in  due  fattori ,  un  risultato  che 
Brill  (***)  aveva  già  prima  esteso  ad  un  numero  qualunque  di  forme  di  quelia 
natura. 

La  conoscenza  di  un  altro  caso  di  riducibilità  riferibile  al  nostro  argomento 
è  dovuto  a  Cayley  (***♦). 

Se  si  forma  il  discriminante  d'un  fascio  di  forme  binarie  &,/*+  A'^^,  poi  il  di- 
scriminante di  questo  considerato  come  una  forma  delle  variabili  /r,  ,  fc,  9  ^^so  si 
si  scompone  in  un  prodotto  della  fornia  AB*C^,  avendo  Tannullarsi  degli  invarianti 
À  ,  B  ,  C  un  signiGcato  facilmente  visibile  rispetto  al  fascio  dato. 

Nel  campo  di  più  variabili  esiste  in  questo  indirizzo  un  teorema  di  Brill  (^). 
Se  tra  n  equazioni  /*,  =  0  ad  n  variabili  (non  omogenee)  si  eliminano  n  —  I  di 
queste  X|  ,  a?2  ,  .  .  ,  x^^^  ,  il  risultante  d^lle  f  sarà  una  forma  binaria  della  rima- 
nente variabile  x^.  11  discriminante  di  essa  rispetto  a  cc„  è  divisibile  pel  risul- 
tante dì  f  e  del  suo  determinante  funzionale. 


(♦)  Math.  Ann.  XVI  p.  345-408,  specialmente  p.  388.  Cfr.  anche  Math.  Ann. 
Xn,  p.  90-122  (1877). 

{**)  Pel  piano  in  Gott.  Nachr.  1888  p.  74-77,  Math.  Ann.  XXXVIII  p.  369-404 
(1891);  per  lo  spazio  in  Gòtt.  Nachr.  1890,  p.  366-275,  493-501,  1891,  gennaio,  p.  1-12. 

Nel  campo  delle  funzioni  algebriche  d'una  variabile  ha  luogo  un  fatto  analogo. 

dC 
Il  discriminante  d'una  forma  C(l  ,  s  ,  z),  cioè  il  risultante  di  C  e  ^,  scompone  in  due 

fattori  razionali,  di  cui  uno  dà  le  diramazioni,  e  Taltro  le  singolarità  di  C=0  (Kro- 
necker,  Journ.  fiir  Math.  XCI  p.  331-334,  1881).  Cfr.  la  generalizzazione  proiettiva 
in  Nother,  Math.  Ann.  XXIII  p.  311-358  (1884). 

(***)  Math.  Ann.  XX,  specialmente  p.  336  e  segg.  (1882). 

(****)  V.  Russell,  Quart.  j.  XXI  p.  373-375  (1886);  Hilbert,  Math.  Ann.  XXXI 
p.  482-492  (1888). 

Q)  Gott.  Nachr.  1892  p.  89-92. 
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Bammentiamo  ancora  un*altra  proprietà  fondamentale  del  discriminante  D  di 
una  forma  F.  £  da  attendersi  che  tutte  le  degenerazioni  di  F  possano  dedursi 
soltanto  dal  modo  di  comportarsi  di  F.  Hilbert  (*)  ha  esaurito  nel  modo  più  ge- 
nerale la  questione  relativa  per  le  forme  binarie  F  mediante  lo  sviluppo  di  D  in 
serie  di  potenze.  Se  per  un  certo  sistema  di  valori  dei  cocfllcienti  a^  di  F„  non  solo 
si  annulla  identicamente  la  forma  D(aj),  ma  si  annullano  anche  le  sue  prime  n  -  k—\ 
polari,  la  polare  (n  -  fe)-esima  si  scompone  in  n-fc  fattori  lineari.  Se  di  questi 
ve  no  sono  r*i—  1  (i  =  1,  2,  ,  ...  ,  ft)  eguali,  la  forma  primitiva  F  si  scompone  per 
niodo  che  dei  suoi  fattori  lineari  ve  n*  hanno  |jL|  eguali,  e  reciprocamente. 

Per  una  specie  particolare  di  polari,  i  cosidetti  evellanii^  questo  risultato  era 
già  molto  prima  stato  dedotto  da  Sylvestcr  (**). 

Però  il  metodo  di  Hilbert  permette  di  indicare  la  forma  e  il  numero  di  tutto 
le  singolarità  della  forma  D(ai)  =  0. 

Terminiamo  questo  capitolo  acc  ennando  ad  alcuni  progressi  nel  modo  dì  con- 
srdcrare  il  concetto  di  risultante  (e  di  discriminante),  sebbene  essi  non  sieno  an- 
cora stati  svolti  nel  senso  della  teoria  degrinvarianti. 

Sino  agli  ultimi  tempi  il  risultante  d'un  insieme  di  n  forme  F,-  fu  definito 
come  il  primo  membro  (liberato  da  fattori  superflui)  dell'  equazione  ottenuta  eli- 
minando le  n  -  1  variabili. 

A  dir  vero  già  Bézout  aveva  formato  effettivamente  il  risultante  combinaoLO 
linearmente  mediante  opportuni  polyndrne»  muUiplicaieurs  (•**)  le  forme  F^  \i\ 
modo  che  Tespressione  che  se  ne  ottiene  si  riduce  ad  una  costante,  che  è  ap- 
punto il  risultante. 

Però  spetta  a  Mertens  (••**)  il  merito  di  avere,  invertendo  questo  metodo,  eman- 
cipato il  concetto  di  risultante  dal  processo  di  eliminazione:  supposto  che  le  equa- 
zioni F;  =  0  non  abbiano  alcun  sistema  comune  di  soluzioni,  si  dimostra  che  esiste 
una  combiniizione  lineare  delle  F  di  dato  grado  nei  coeflicicnti  di  queste,  la  quale 
non  dipende  più  dalle  variabili. 

Da  un'altra  parte  si  è  introdotto,  corrispondentemente  alle  degenerazioni  più 


(*)  Math.  Ann.  XXX  p.  437-441  (1887).  Come  una  particolare  applicazione  si 
presenta  la  generalizzazione  d'un  teorema  sulle  identità  fra  potenze  eguali  di  forme 
binarie  dato  dall'autore  in  Apolaritdt  etc.  p.  350  e  segg. 

(**)  Phil.  Mag.  S.  IV  T.  Ili  (1852). 

(***)  Il  metodo  di  Bézout  fu  esteso  da  End  alle  funzioni  di  3  variabili  che 
s'annullano,  oltreché  per  un  numero  finito  di  sistemi  di  valori  delle  variabili,  anche 
per  un  insieme  semplicemente  infinito  di  tali  siatemi  {Dìsscrt.  Tubingen  1888,  od 
in  estratto:  Math.  Ann.  XXXV  p.  82-90,  1889). 

(****)  Wien.Ber.XCVII  p.  618-621  (1888).  Per  le  forme  binarie  si  trova  una  cor- 
rispondente trattazione  del  risultante  già  in  Kronecker,  Beri.  Ber.  1881  p.  535-600. 
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semplici  flcUo  forme  P.  il  concetto  di  risultante  ridotto  R'.  Se  cioè  le  equaiioni 
Fi  =  0  ammettono  già  un  certo  numero  di  sistemi  di  soluzioni  comuni,  e'  è  sem- 
pre una  funzione  intera  R'  dei  cocITlcicnti,  il  cui  annullarsi  costituisce  il  criterio 
per  resistenza  di  una  ulteriore  soluzione. 

Caylcy  (*)  ha  forse  pel  primo  costruito  un  esempio  di  questa  natura  ,  Per- 
rin  (**)  e  Brill  (***}  hanno  fatto  ricerche  più  generali  su  tale  argomento. 

Perrin  si  fonda  sul  principio  di  considerare  il  risultante  originario  R  come 
funzione  dei  termini  delie  F  indipendenti  dalle  variabili,  e  arriva  cosi  ad  una  rap- 
presentazione, suscettibile  dì  degenerazione  di  R,  coiiie  funzione  intera  delle  F  i 
cui  coefìicienti  non  dipendono  più  dalle  variabili. 

Combinando  questo  principio  col  processo  d'eliminazione  di  Poìsson  Brill,  (****) 
riesce  ad  esaurire  la  questione  in  modo  soddisfacente  dal  punto  di  vi.sta  algi/bri- 
co,  cosicché  il  risultante  ridotto  appare  come  un  fattore  comune  di  dati  termioi 
d'uno  sviluppo  calcolabili  mediante  un  facile  al|joritaio. 

Infin3  ricorderemo  ancora,  che  anche  la  teoria  dei  combinanti  e  dcir«ipolariià 

6  stata  applicata  con  vantaggio   alla   furniazìone   dei   risultanti   in   casi    alquanto 

complicati  ('). 

[continHa] 


(*)  Quart.  j.  XI  p.  211-213  (1871).  Cfr.  anche  Journ.  fur  Math.  XXXIV  pig. 
30-45  (1847). 

(**)  Comptes-Rendus  CVI  p.  1789-1791  ;  CVII  p.  22-24,  219-221  (1888). 

(***)  Math.  Ann.  IV  p.  510-526,  527-549  (1871),  MUnch.  Abh.  XVII  p.  91-10!. 

(****)  L.  e.  Brill  ha  anche  dato  una  generalizzazione  d'altra  specie,  e^tenden^io 
il  concetto  di  risultante  a  2  serie  di  potenze  (Math.  Ann.  XXXIX  p.  129-141,  spe- 
cialmente 138,  1891),  mentre  O.  Schlesinger  già  sin  da  prima  aveva  considerato  ri- 
sultanti e  discriminanti  di  funzioni  0  (Math.  Ann.  XXXII  p.  411-443,   1889). 

(*)  Stéphanos,  Thèse  x>our  le  docforat,  1883;  F.  Meyer,  Gc5tt.  Nachr.  1890  N.  10. 
Math.  Ann.  XXXVUI  p.  309-104,  specialmente  §  Vili  (1891),  Vorhandl.  der  Bremer 
Naturforscherversammlung  1891  p.  9-11.  Geometricamente  parlando  questo  proces:» 
è  equivalente  a  cert«  proiezioni. 
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SULL'EQUAZIONI  LINEARI  RICORRENTI  TRINOMIE, 

ED  APPLICAZIONE  ALLA  MOLTIPLICAZIONE  E  DIVISIONE  DEGLI 

ARCHI  DI  CERCHIO,  E  CONSEGUENTE  ISCRIZIONE 

DEI  POLIGONI  REGOLARI. 

NOTA 

DEL 

Comm.  FRANCESCO  CALDARERA 

Prof*  di  Meccanica  raz,  a  Palermo, 


Tratto  questo  argomento  con  procedimento  non  seguito  da  altri,  per  quanto 
io  sappia,  e  senza  dipendenza  alcuna  dalle  funzioni  trigonometriche,  ritenendo 
fermo  concetto  di  potersi  subordinare  la  teoria  di  esse  funzioni  alla  semplice  con- 
siderazione delle  coordinate  nel  cerchio. 

Dinoto  per  «,-  una  serie  di  quantità  distinte  per  indici  in  progressione  arit- 
metica a  ,  a  -  f  ,  a  -  2^  ,  ...  ,  talché  l'indice  simbolico  i  corrisponde  al  termine 
a-ig  di  detta  progressione,  e  che  designerò  per  l'equivalenza 

(a)  I  =  a  -  z?  , 

le  quali  quantità  sieno  legate  fra  loro  per  l'equazione  ricorrente 

la  cui  scala  di  relazione  è  costituita  dalle  a,  6,  1 ,  essendo  a  ,  b  quantità  date, 
che  in  generale  possono  essere  reali  od  immaginarie,  positive  o  negative.  Di  dette 
quantità  se  ne  considerino  in  ordine  successivo  r  4- 1  ^  da  Zq  a  2^ ,  supponendo 
essere  conosciute  soltanto  le  z^_^  ,  z^ ,  ossia  come  dati  Gy._i  =  az^^  ,  G^  =  «^ ,  e 
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si  formi  con  esse  il  segaentc    sistema  d'equazioni;  che  diremo  Bistema  (e): 


a«2  +  6«s  . 


=  0 
=  0 
=  0 


risolvendole  per  Zq  con  porre  Dz^  =  N,  si  rileva  essere  D  =  oT,  ed 


N=(-ir 


6  10  0 

a  b     1  0 

0  a    b  1 

0  0    a  b 


0  0  0,  0 

0  0  0,  '  0 

0  0  0,  0 

0  0  0,  0 


0  0  0  0 

0  0  0  0 

0  0  0  0 

0  0  0  0 


ò  1  0,      0 

a  6  1,      0 

0  a  &,  +  G^ 

0  0  a,-G^, 


Questo  determinante,  di  ordine  r"*^,  si  può  ribassare  successivamente  di  un 
grado  con  Tintroduzione  dei  polinomi 

(d)     G^.2  =  -6G^.,-aG^  ,  G^^=-6G^.2-aG^_,,...,Go  =  -6G,-aG,, 

nei  quali  successivi  ribassamenti  manterrà  la  medesima  forma ,  dovendosi  però 
ad  ogni  ribassamento  moltiplicarlo  per  -  1 ,  ed  agli  elementi  G^  ,  —  G^_,  sosti- 
tuire progressivamente  le  coppie   (G^_,  ,  —  G^..,) ,  (G^g ,  —  G^_^)  ,  . . . ,   sicchò  in 
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ultimo  luogo  risulterà 


N  =  (- 1)2^« 


a    G, 


6-G, 


=  Go, 


W 


«o  =  G^:a'', 


la  risoluzione  del  sistema  dell'equazioni  (e)  pertanto   si  riduce   alla  formazione 
dei  sopra  indicati  polinomi  G. 

Applichiamo  ciò  che  precede  a  stabilire  Tequazioni  serventi  alla  moltiplica- 
zione e  divisione  degli  archi  di  cerchio ,  e  le  conseguenti  per  la  iscrizione  dei 
poligoni  regolari  ;  a  tale  oggetto  è  da  tenersi  presente  quanto  trovasi  premesso 
nel  §  32  della  mia  opera:  Introduzione  allo  studio  della  Geometria  superiore— 
ed  in  ispecie  la  relazione  (2)  e  la  prima  (7)  di  detto  §,  ossia  le  due  relazioni 


(0 


^*u,t,  =  2r«-2(ac^aj^  +  y^y^)    ,    rg^,c  =  a^u  «^u  +  ^u  y„  i 


inferite  dal  considerare  due  punti  qualunque  U ,  V  sopra  un  cerchio  di  dato 
raggio  r,  i  quali  sieno  riferiti  a  due  assi  ortogonali  con  V  origine  al  centro  0 , 
essendo  designate  con  (x^  ,  yj  ,  (x^  ,  yj  le  rispettive  coordinate,  l^  ^  la  corda 
fra  gli  stessi,  q^^^  la  porzione  del  diametro  passante  per  U  compresa  tra  0  e  il 
piede  della  perpendicolare  tirata  da  V  sul  detto  diametro. 

Suirindicato  cerchio,  percorrendolo  in  un  medesimo  verso  a  partire  da  un 
punto  fisso  A,  si  prendano  due  archi  eguali  AB  ,  CD ,  di  qualsiasi  ampiezza,  e 
comunque  disposti  fra  loro  ;  sia  preso  per  asse  delle  x  il  diametro  passante  per 
A,  essendo  perciò  x^-^r  ^y^^O,  e  poiché  arco  AB  =  CD,  arco  AC  =  BD,  quindi 
^a,b  =  3<?,d  ;  2a,c  =  56,d  ì  dalla  sccouda  {f)  ne  derivano  le  relazioni 

rx^^x^x^-^rVcVà    }    '^e-^b^d-^ybVdJ 

dalle  quali,  moltiplicandole  per  r,  indi  posto  per  r'  nella  prima  cr^*  -f  y^^,  e  nella 
seconda  Xf,^  +  y^,* ,  poscia  eliminate  fra  di  esse  da  prima  la  y^ ,  di  poi  la  x^  f 
risultano 

elevando  queste  a  quadrato,  poi  nella  prima  a  luogo  di  y^^ ,  y^^  posti  rispetti- 
vamente r'  —  ac^'  ,  r*  -  sc^^,  e  nella  seconda  per  Xf,^  ,  x^^  viceversa  posti  r^—yf,^  j 
r^  —  yc^y  si  conseguono 

(g)  r(xj,^-^x^^+Xa^-r^)  =  2x^x^0?^  ,  riy.^^y^^-y^^)  =  2Xf,y,jj^. 
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A  segaìto  dell'arco  CD  se  ne  prenda  un  altro  contiguo  eguale  D£ ,  surrc- 
gando  questo  al  precedente  si  hanno  ;  similmente  alle  anzi  riferite  ,  le  due  re- 
lazioni 

che  sottratte  dalle  corrispettive  precedenti  forniscono 

r(x,  +  x,)  =  2Xf,Xa    ,    r  (i/^  +  y,)  =  2xe,  y^ , 
e  queste  moltiplicate  per  2  :  r^,  introdottivi  altresì  i  rapporti 

(h)  5*  =  2xt:r    ,    T^^  =  2yj,:r, 

sodisfacenti  alla  relazione  5;^^  -f  yj^^  —  4  gj  trasformano  nelle  seguenti 

Si  dinoti  con  S  l'estremo  opposto  ad  A  del  diametro  servente  per  asse  delle 
ascisse,  e  si  congiunga  esso  punto  S  coi  tre  sopra  indicati  B  ,  C ,  D ,  stanteclè 
a;,  =  —  r  ,  y,  =  0,  dalla  prima  (/)  vengono  le  relazioni 

2rx,  =  l\,  -  2r«  ,2rx,  =  l\,  -<  2r^  ,  2rx^  =  1%^^  -  2r«  , 
e  l  introdacendole  nella  prima  (g) ,  moltiplicata  per  4r^,  si  ottiene 

rHl\,  +  l\c  +  i\,  -  ^rV  =  l\i  P.,,  P,,i  , 
e  di  seguito  airestrazione  della  radice  quadrata  viene 

applicata  questa  relazione  alle  congiungenti  di  S  coi  tre  punti  sopra  dinotati 
B  ;  D  ,  E ,  si  consegue 

r{l\i  +  l\^  +  l\.  -  4r»)  =  ±  l.^,  l,^^  l,^, , 

ed  in  ambedue  esse  relazioni  devonsi  prendere  a  parità  i  segni  ±  dei  secondi 
membri;  quindi,  sottraendo  la  seconda  dalla  prima,  ne  deriva  rcquazione 

al  cui  secondo  membro  dee  farsi  precedere  il  segno  + ,  giacché  tutte  le  corde 
tirate  da  S  ai  vari  punti  del  circolo  devonsi  considerare  come  positive,  e  la  stessa 
divisa  per  r^,  dinotato  altresì  con  h^  il  rapporto  ad  r  di  qualsiasi  corda  /^  ,,  si 
trasforma  nella 
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L'identità  di  quest'equazione  con  Ja  prima  (i)  è  ben  manifesta,  scambiandosi 
a  vicenda  con  lo  scambio  delle  $  ,  /i  ;  laonde  di  quest'ultima  non  occorre  occu- 
parcene per  inferire  altre  susseg^uenti,  giacché  conseguitele  dalla  mentovata  pri- 
ma (i),  osservato  altresì  che  si  ha  h^  =  5„  —  2,  basterà  sostituire  le  designazioni 
hi  alle  ?,-. 

Sul  circolo  sopra  designato ,  percorrendolo  nel  medesimo  verso ,  si  prenda 
una  serie  di  punti  a  partire  da  A  equidistanti  fra  loro ,  i  quali  perciò  determi- 
nano archi  eguali  susseguenti  l'uno  l'altro,  e  per  semplicità  designiamoli  0,  1  , 
2 ,  3 , .  .  .  (il  punto  0  corrisponde  ad  A)  ;  di  essi  punti  dando  ad  1  la  designa- 
zione B,  ed  agli  m  —  2  ,  n  —  1  ,  n  rispettivamente  le  designazioni  C  ,  D  ,  E ,  per 
le  relazioni  (t)  si  hanno 

se  poi  si  faccia  corrispondere  B  al  punto  2,  le  designazioni  C,  D,  E  rispettiva- 
mente ai  punti  2m  -  4  ,  2m  —  2  ,  2?n ,  e  susseguentemente  ai  punti  2m  —  3  , 
2m  —  1  ,  2m  +  1 ,  dalle  medesime  si    (i)traggono 

('')  ^ìm       "  5«  52m-2  +  52m-4  =  0    ?    *32*n      ""  52*l2m-2  +  *32m-i  =  ^  9 

(^   )  52m+l  ■"  ^2  52»ii-l  +  ^21^-5   =  ^    ì    'Ì2w*-I  ""  ^%^ìm-\  +  'l2m-S  ^  ^  J 

dallo  {l) ,  stantechè  Eo  =  2  ,  >Jo  =  0,  derivano  in  particolare 

(  =>li(3->li*). 

Confrontando  alla  (&)  le  dae  (Q,  la  seconda  però  divisa  per  y\^ ,  e  posto  in 
generale  tl^  pel  rapporto  rij^  :  »j, ,  si  rileva  da  un  canto  essere  a  =  1  ,  6  =  —  5^ , 
d'altra  parte  formandosi  i  polinomi  {d)^  sostituiti  pria  agl'indici  simbolici  gli  ef- 
fettivi mercè  l'equivalenza  (a),  che  nel  presente  caso  diventa  ^t  =  w  — l«i,  e  do- 
vendosi estendere  la  considerazione  dello  5 ,  >]  (e  per  questa  le  t)  da  5n  *  5o  ^ 
da  ^^  a  ^0 ,  si  ha  r  =  n,  quindi 

(m)         G,  =  5,  G,  -  Go  ,  G3  :^  g,  G,  -  G,  ,  ... ,  G^  =  5,  G^.,  -  G^^^  » 

e  per  la  (e)  si  hanno 

TOL.  xxzv.  43 


Digitized  by 


Google 


)(  338  )( 
Intanto  relativamente  alla  determinazione  della  £„ ,  poiché 
G,  =  g.  =  2  ,  G,  =  ag,=6,  ,  G,  =  =,«-2  ,  G,  =  ?,»  -  35,  ,  G^  =  £,*  -  4g,* +  2. 

G5  =  5.»  -  55,»  +  56, , ... ,  G,  =  5,^  -  A,.,  g,»-»  +  A,,,  g,»"*  -  ecc. 
i  coefficienti  A  essendo  forniti  dall'espressione 

_  U(V-  (X-1)(V-  ,x  -^2)^..  jV  -  2!X  +  1) 

^l^'"'  1. 2.3".:.  (^'-1)7" 

mediante  la  qaale  si  verifica  facilmente  sodisfatta  la  relazione 

(«)  G,  =  ?,  G^,  -  G,_,  , 

ed  in  conseguenza  risalta 

(1)  g^  =  g."  -  A,  ,„  g,»-*  +  A,.„  i,"-*  -  ...  ±  A^.„  ir""  ^  ecc. 


(1')  À      -  -!L_  /"  -  ''V 


in  quanto  poi  alla  determinazione  della  f^ ,  avendosi  G,,  =  *^>  =  0,  G,  =  *,-!,  pei 
polinomi  (m)  vengono 

G,  =  5.  ,  G3  =  5,«-l  ,  G,  =  g.»-26,  ,  G5  =  g,*  -  Sj.»  +  1  ,  •.. , 

G,  =  5,>^i  -  B3^,  sr'  +  B5.,  E,^s  -  ecc. 

i  coefficienti  B  essendo  compresi  nella  formola 

_  (V  -  f*  -  3  )  (V  -  (^  -  2) . .  .  (V  -  2fit) 
ii2tx^i,v-  1.2.3...0x-l)fx  ' 

per  cui  mezzo  si  verifica  agevolmente  essere  soddisfatta  la  relativa  (n),  e  si  ot- 
tiene in  conseguenza 

(2)       l.  :  1.  =  5,"-  -  B.,.  (,-'  +  B...5  ,"-•  -  .-.  *  B^t,.,  E,"-"»-  T  e», 
m  B,,„,.=  ("-'^-'). 

Stante  la  notata  identità  tra  la  (le)  e  la  prima  delle  (i)  dalla  (1)  si  deduce 
(3,  ft„  =  A,"  -  A,,„  7.,'-^  +  A,,„  Al"-*  -  .  .  .  ±  A^,„  ft,"-»''  =F  ecc. 
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Confrontiamo  in  secondo  Inogo  alla  (b)  le  (V),  divisa  la  seconda  di  qneste 
per  ^, ,  e  scritto  bensì  w^^  pel  rapporto  i]^  :  §j ,  rileveremo  da  un  canto  aversi 
a=l  ,  6=— Sj^li*— 2,  d'altra  parte  che  la  (o)  diventa  in  questo  caso  i=2m-2-i, 
e  dovendo  considerare  le  ^  da  $2m  ^  So  (similmente  le  u)  si  ha  r  =  m,  in  conse- 
gaenza  le  (d) ,  (e)  ridotte  ad  indici  effettivi  diventano 

,  G4-(2-iii»)G,-G,  ,  G«=(2-i!,*)G4-G,,...,Gj„=(2-)),«)G,„_,-Gj«_4, 
(o) 


{  G,-(5 


per  la  determinazione  di  tg^  intanto  ,  essendo   G^  r-.  g^  =  2    ,   G,  =  ?,  =  2  —  i]i*, 
si  hanno 

G,=2-4>iiHV  ,  ^6=2-9>}i«+6>].^->i,«  ,  G8=2-16ya^+20>),*^8>j.«+^.«,..., 

G,v  =  2  -  C,,v^,2  +  C,,v  V  -  . .  .  ±  ^,^, 

i  coefficienti  C  essendo  compresi  nella  formola 

_  2v»(v«  -■  t)(vg  -  2»)  .  .  .  (v^  -  (lA  -  l)g) 
»*'^''  1.2-3.  ..  (2fx- l)2fx  ' 

mercè  la  qnale  si  verifica  con  facilità  d'essere  soddisfatta  la  relazione 

(P)  62V  =--  (2  -  >J/)  62v-«  -  G2V-4 , 

e  di  seguito  si  ha 

(4)  5^  =  2  -  C,,«  )],«  +  C,^^  )3,*  -  ...  ±  C^^«  )j,«»^ ...  =t  ^i,»"»  , 

2m«(m«  -  l)(m«  -  2») . .  .  (m»  -  (11  -  1)«)  ^ 


(40  C^.«  = 


1.2-3.  .  .(2,x-  l)2f* 


per  la  determinazione  poi  di  Wg^,  avendosi  Go  =  Wo  =  0  ,  G2  =  W2  =  ^i?  P®^  P^" 
linomi  (0)  si  ottengono 

G4  =  2>i,  -  >j,»  ,  Gè  =  3>j,  -  4>3,»  +  )3,^  ,  Gg  =  4>3,  -  10>],«  h  6>],*  -  >j,^  ,  . .  , 

G,,  =  vìj,  -  D,,,ii,»  +  Dg,,»;,^  -  .  .  .  ±  )J,«^"i  , 

i  coefficienti  D  essendo  forniti  dall'espressione 

_^  V  (v«  -  1)  (v*  -^2^ . .  .  (v«  -  [X») 
»*»^  ■"         1.2"  3  ."  ~  2ii.T2ìi  +  1)         ' 
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e  per  cui  mezzo  si  verifica  sodisfatta  la  relativa  (p),  in  consegnenza  risalta 

(5)        )j,^  :  e.  c=  mn,  -  D,,«)i,»  +  D,,«,)j,»  -  ...  ±  D^,«  V»*^i ...  ±  >i,^"i , 

^  _  m(m^--l)(m«-2«)...(m^  -  pi«) 

^^  ^^''*"  1.2.3...2pL(2pn-l) 

Confrontando  alla  (6)  le  (l"),  divisa  la  prima  di  queste  per  t, ,  e  posto  r^ 
pel  rapporto  ik-^n  avendosi  per  a  ,  6  gli  stessi  valori  di  sopra  1  ,  15 j®  —  2,  e 
per  la  (a)  nel  presente  caso  i  e=  2m  +  1  —  2t,  riducendo  le  (d)  ,  {e)  agP  indici  ef- 
fettivi, dappoiché  deve  estendersi  la  considerazione  delle  v  da  v^m+i  a  r,  (simil- 
mente per  le  >i)y  quindi  r  =  w,  si  hanno 


(2)    • 


relativamente  alla  v^^^.! ,  poiché 

G,  =  174  =  1    ,   G,  =  v,  =  1  ->],', 
ne  derivano 

ed  1  coefficienti  E  sono  inclusi  nella  formola 

-  (IJL  +  V)  v(v^  -  1)  (V'  -  2«)  .  .  .  (v«  ~  (;jL  -^  1)^) 
V^""  1-2.3..  .(211.- l)2ji. 

mediante  la  quale  si  verifica  sodisfatta  la  relazione 

(r)  Gg^+i  =  (2  -  >],«j  Gj,.,  -  Gg,^  , 

risulta  pertanto 

(6)  ?2m+i  ••  ?i=l'  E,,„  >ii^-l  E,^^  >}/-  ...  =h  E^,„  >j.^»^ ...  ±  Jj,*"  , 

_^       Qx  -f  m)m(m«  -  l)(m»  -  2^)  .  .  .  (m'  -Qx  ---  1)») 
(6')       E^,«-  12.3  ..  .  (2u- l;2.u 

in  riguardo  alla  determinazione  di  >Ì2tn+i  j  avendosi  G|=r^,  ^  ^3^  >;3=3>5|— r^,^,    pei 
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polinomi  (q)  risaltano 

G5=5ij,-5»i,»+i!,''  ,  G7=7r],-14>i,»+7ij,»-)j,'  ,  G9=9>I,-30>j,»+27>i,»-9>jiH>J,»,..., 
G»v+.  =  (2v  +  !)>!,-  F,.,  >i,»  +  P,,,  )J,»  -  . . .  ±  15,«*^» , 
essendo  1  coefficienti  F  compresi  nella  formola 

^  (fx  -f  v)(2v  -f  1)  v(v^  -  l)(v'  -  2*)  .  .  .  (v»  -  (fL  --  l)g) 
»''^""  1.2.3...2fA(2fx  t  1)  ' 

per  cui  mezzo  si  verliica  sodisfatta  la  relativa  (r),  ed  in  conseguenza  si  ha 

.„,x  p       ^  ((x-|-m)(2m+l)m(m«>-l)(m«-2g)  .  .  .  (m»-(^-l)«) 

^   ^  »*'•"  1.2.3...2fi(2rx  +  1) 

In  ultimo  luogo  confrontiamo  alla  (b)  le  stesse  (Z")  divise  rispettivamente 
per  ?i  ,  )j| ,  e  poniamo  i  rapporti  «^  =  ?*  :  5,  ,  ^  =  >)fc  :  ri, ,  poiché  da  un  canto  ri- 
sultano a  =  l,6  =  —  5,,  e  come  sopra  i  ^  2m  -\-  l  —  2i  ,  r  =  m,  per  le  {d)  ,  (e) 
ridotte  ad  indici  effettivi  si  hanno 

d'altro  canto,  attesoché  per  «j^^,   si  hanno   G,  =  «,  =  1  ,  Gg  =  «j  =  Eg  -  1  ,   ne 
derivano 

G5=5,*-5,-l  ,  G~?g»~5,«-25g+l  ,  GH^^-V-S^^'+SE^+l , ..., 

G,v..  =  5,>'-B,,,5,>^^-Bg,,?g^HB3,,?,v-3+B,,,E2^*-  ecc. 

pei  coefficienti  B  si  ha  B,^^  =  1,  e  gli  altri  esibiti  dalle  formolo 

(V- fx-  l)(v-(x-2)...(v-2fx) 


■"2,U+I,V 


1.2.3...(fA-l)f* 

(V  -  (xXv  -  /*-l)(v  -  fx  -  2)  .  .  .  (v  -  2fX  +  1) 


^^^*'~  1.2.3...(ix-  Dfx 
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mediante  le  quali  si  verifica  sodisfatta  la  relaziono 

(^)  ^2V+l  ^  ^2  ^2V-1  ""  ^2V-3  ; 

e  pertanto  si  ottiene 
(8)        ?,„.,  :  ?.=E,'"-B,,„5r-'-B,,„?,"'-*+...±Bg^+,.„?,"-«'->±B,^,„?,»-»i^... 

in  quanto  poi  alla  determinazione  di  t^^^^ ,  avendosi  Gì  =  1  ,  63  =  ^2+  1»  si  de- 
ducono pei  polinomi  («) 

G2V+.  =  V  +  B,^,  ?,v-i  ^  B,,,  e,v-2  ^  B3,,  5,^3  +  ecc. 

i  coefficienti  B  essendo  forniti  dalle  surriferite  espressioni,  e  verificata  perciò  la 
relativa  f^),  risultandone  in  conseguenza 

=t  B,^+,^^  ^,^'^^'^  q=  ecc. 
Atteso  la  notata  identità  tra  la  relazione  {k)   e  la  prima  (i) ,    dalla  (8)    si 
deduce 

V*W         '*2mH  •  /*!  —  /«a      —  ^\^m  '*2  ■*^2,m  '*2  T^  —  ^  ^2|Ji+l,m  "2 

=*=  Bg^,^  Ti,"»-»»!  ^  ecc. 

Tutte  Tequazioni  sopra  stabilite  (1)  ,  .  .  . ,  (10)  ,  da  usarsi  convenientemente 
possono  servire  alla  determinazione  delTarco  multiplo  o  summultiplo  di  un  arco 
dato  nel  cerchio^  di  cui  sia  conosciuto  il  raggio  r,  o  come  suol  dirsi  per  la  mol- 
tiplicazione e  divisione  degli  archi  di  cerchio  secondo  un  numero  intero  asse- 
gnato, e  il  modo  di  adoperarle  ò  così  palese  da  non  occorrere  che  più  oltre  ci 
soffermiamo  su  tale  assunto  ;  rileveremo  invece  come  da  talune  di  esse  equa- 
zioni ne  derivano  quelle,  che  opportunamente  servono  alla  iscrizione  dei  poli- 
goni regolari,  implicanti  in  sé  la  divisione  della  circonferenza  in  n  parti  eguali, 
se  n  sia  il  numero  dei  lati  del  poligono  ad  iscriversi. 

Supponiamola  eseguita,  tirando  le  corde  fra  i  punti  di  divisione  presi  a 
gruppi  successivi  in  numero  v-j-  1,  essendo  v>l,  percorrendo  il  circolo  una  o 


}        k 
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più  volte  sino  a  ritornare  al  punto  di  partenza,  ne  risultano  con  v  =  1  il  poli- 
gono ordinario,  ossia  il  poligono  convesso ,  e  con  v  >  1  i  poligoni  a  lati  intrec- 
ciati; che  diconsi  stellati;  v  non  può  essere  un  divisore  di  n,  giacché  se  fosse 
n  :  V  =  p,  il  prendere  i  punti  di  divisione  del  cerchio  av-flav  +  l  equivar- 
rebbe ad  iscrivere  il  poligono  convesso  con  un  numero  p  di  lati. 

Sia  S  il  più  grande  comune  divisore  tra  »  e  v,  perciò  n  =  n'6  ,  v  =  v'8,  es- 
sendo n' ,  v'  primi  fra  loro  ;  il  numero  g  dei  giri  a  farsi  sul  circolo ,  congiun- 
gendo i  punti  av  +  1  av  +  l,  sino  a  ritornare  al  punto  di  partenza,  dev'essere 
quel  minimo  moltiplicatore  di  n,  che  dia  un  prodotto  divisibile  per  v ,  ovvero 
che  sia  g  n'  divisibile  per  v',  e  quindi  g  dev'essere  un  multiplo  di  v',  si  ha  dun- 
que pel  minimo  g  =  v',  ed  allorché  5  =  1  risulta  ^  =  v.  Il  numero  m  dei  lati  del 
poligono  che  si  forma  deve  sodisfare  air  eguaglianza  rm  =  ng ,  donde  m  =  n', 
quindi  m  <  n  sempreché  S  >  1  ;  pertanto,  affinché  i  poligoni  regolari  ad  iscri- 
versi abbiano  n  lati,  bisogna  che  sia  v  primo  con  n. 

Da  ciò,  e  dall'osservazione  che  prendere  i  punti  di  divisione  del  cerchio  a 
v  +  1  a  v+1  vale  lo  stesso  che  prenderli  a  gruppi  successivi  in  numero  n-(vfl), 
seguendo  il  cerchio  in  verso  opposto  al  primo,  ne  deriva  che  si  possono  iscri- 
vere tanti  poligoni  regolari  dì  w  lati,  per  quanti  numeri  v  primi  con  n,  com- 
presa l'unità,  si  trovano  nella  serie  1,  2,  3,  ...  ^  (n  —  1)  :  2  ;  tali  numeri  si  assu- 
meranno successivamente  per  v,  il  primo  poligono  che  si  forma  con  v  =  1  é  il 
solo  convesso,  gli  altri  sono  stellati;  e  poiché  scomponendosi  n  nei  suoi  fattori 
primi,  se  si  abbia  n  =  a^  b^ ...  6^,  come  si  sa  i  numeri  primi  con  n  compresi  nella 
serie  1,  2,  3,  ... ,  7i  —  1  sono  tanti ,  per  quante  unità  vi  si  comprendono  nel  nu- 
mero 


-('-i)0-f)--(>-l). 


ne  segue  che  i  poligoni  regolari  di  n  lati,  iscrittiblli  come  si  é  detto,  sono  in 
numero 

n(a-l)(&-l)...(e-l) 
<^^^  ^'"  2ab...e 

quindi  per  n  primo  si  ha  semplicemente  N  =  (n  —  1)  :  2. 

La  classificazione  dei  poligoni  regolari  si  fa  per  ordini,  secondo  il  numero 
di  unità  contenute  in  w,  e  ciascun  ordine  si  divide  in  ispecie,  distinte  secondo 
il  numero  v  dei  giri  a  farsi  sul  circolo  ;  il  problema  della  loro  iscrizione ,  ana- 
liticamente considerato,  consiste  nel  determinare  le  lunghezze  dei  lati  delle  varie 
specie  dell'ordine  assegnato,  che  possonsi  iscrivere  nel  cerchio  di  dato  raggio, 
mediante  convenevoli  equazioni,  che  qui  in  seguito  specificheremo. 

Consideriamone  uno  di  qualsiasi  specie  dell'ordine  assegnato  w,  e  designia- 
mo i  punti  costituenti  i  vertici  coi  numeri  0,  1,  2, ... ,  ?i  —  1,  se  n  é  pari,  e  coi 
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numeri  0,  2,  4,  ... ,  2n— 2  per  n  impari,  0  corrispondendo  all'estremo  A  del  dià- 
metiro  servente  per  asse  delle  ascisse,  di  cui  l'altro  estremo  S  va  preso  pel  cen- 
tro del  fascio  di  corde  tirate  al  vari  punti  del  circolo  ;  applichiamo  alle  stesse 
le  segnature  ed  espressioni  precedentemente  stabilite,  e  parimenti  se  i  ponti 
menzionati  sieno  determinati  per  le  loro  coordinate ,  rappresentando  con  d  U 
lunghezza  del  lato  del  poligono  regolare  che  si  considera,  e  posto  ;e,  =  A,',  h 
avrà  secondochè  sia  n  pari  od  impari ,  e  che  il  vertice  designato  1  o  2  sia  de- 
termmato  per  la  sua  ascissa,  ovvero  per  la  rispettiva  corda  : 


(12)  d^r>/2-?»    ,    d=rV4-«|, 


(13)  d  =  r  >/2  -  Sa*    ,     d  =  r  'y/4- V  i 

tutto  dunque  si  riduce  a  stabilire  Tequazioni  convenevoli  pel  calcolo   degli  ele- 
menti E|  ,  «I  ,  Sg ,  h^,   secondo  i  vari  casi. 

lo.  Sia  n  semplicemente  pari,  cioè  n=4m-i2,  poiché  v  dev'essere  impari, 
v=2pL+l,  è  facile  rilevare  che  i  due  vertici  m^°  ed  (m+l)"**  trovansi  nel  medesimo 
semicerchio ,  da  uno  stesso  lato  del  diametro  preso  per  asse  delle  ascisse ,  ed 
egualmente  distanti  dai  rispettivi  estremi  A,  S,  giacché 

mv  =  (2m  +  1)  IJL  H  (w  -  |jl)    ,    (m  +  1)  v  =  {2m  +  1)  (pi  +  1)  -  (tn  —  Jt) , 

ed  in  conseguenza  fra  le  i^  dei  detti  due  punii  si  ha  T  eguaglianza  ij^^,  =  r^ , 
donde  in  forza  della  (2)  viene  l'equazione 

la  quale,  stantechè  B,^^  =  1  ,  3,^^^,  „j^,  =  B^j^,»,  assume  la  forma 

(14)  0  =  5  «-B..„  f.^-'-B..^  ?,'»-*+B,  „  fr-'+B,,»  ?r-^-  ecc. 

i  coefficienti  B  si  determinano  per  la  (8'). 

Nello  stesso  caso  di  n=4m-h2,  il  vertice  designato  2m4-l  cadrà  in  S,  stan- 
techè (2w-fl)  v=(4mf2)  [t+2w+l,  e  per  questo  punto  avendosi  h^f^^^^^O,  ne  segite 
per  la  surriferita  (3) ,  la  quale  in  questo  caso  è  divisibile  per  h^  ,  posto  altresì 
«i=7ii^  l'equazione 

(15)  0  =  2j,«  -  A,.„^+,  zr""-  +  A,^,^^,  «,•«-«  -  ecc.  , 

20.  Sia  n  doppiamente  pari,  n=imj  il  vertice  segnato  2m  cadrii  in  S,c 
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Vm'^'^  sarà  airestremità  del  primo  o  del  terzo  quadrante,  dappoiché  in  tal  caso 
V  dev'  essere  impari ,  cioè  v  =  2{x  -h  1 ,  e  conseguentemente  2mv  =  4mc'A  +  2m  , 
mv  =  2m{A  -f  m  ;  a  codesti  punti  corrispondono  Km  =  ^  f  ^mi  =  ^7  ^^^^^^'^  dalla  (1) 
e  dalla  (3)  presa  per  incognita  ^^  =  A,^,  ne  derivano  Tequazìoni 


(16) 


0  =  5,--  A.,,  ?/-«  +  A,,,  5^-*  -  A3.«  ir-'  +  ecc. 
0  =  «r  -  A,,,^  z^"'  +  A,,<^  «."--^  -  A3.,«  «r^^  +  ecc.  , 
i  coefficienti  A  essendo  forniti  dall'espressioni 

30.  Sia  n  impari,  ossia  n=2m+l,  siccome  v  può  essere  impari  0  pari,  cosi 
da  prima  lo  consideriamo  impari,  v=2/ii+l;  immaginando  il  circolo  diviso  in  2n 
parti  eguali,  e  presi  questi  a  v+1  a  v+1  a  partire  da  0  sieno  designati  0,1,2,... 
4m-hl,  fra  i  quali  saranno  vertici  del  poligono  quelli  soltanto  segnati  0,2,4,.. .,4m 
ed  essendo  (2m+l)  v=(4m+2)  |x-h2?7H-1,  risulta  che  il  punto  di  divisione  (2w+l )"***, 
cade  in  S,  laonde  avendosi  per  esso  punto  >i2in+«=^2in+»=^>  ^^  conseguenza  dal- 
le (9),  (10)  si  hanno  l'equazioni 


(17) 


(  0  =  5,«*+B,,^  52*"~^-B,,^  5,"'-»-B3^^  f2"*"*+B,,^  ?,»«-*  +  ecc.  , 
0  =  V-B,.«  ft,"-^-B,,,,  ^2""'+B3,„  V^-'+B,,^  h,^'  ^  ecc.  , 


i  coefficienti  B  essendo  dati  per  la  formola  (8'). 

Se  poi  con  n=2m+l  fosse  v=2fx,  immaginata  sempre  la  divisione  del  cerchio 
in  2n  parti  eguali,  invece  di  prendere  i  punti  di  divisione  a  v+1  a  v  +  1  da  0 
nel  verso  designalo,  si  prendano  nel  verso  opposto  ad  n-2fx  =  2  w  -  /*)  +  1  che 
è  numero  impari,  e  si  numerino  come  sopra  ;  a  coerenza  si  descriva  il  poligono 
percorrendo  il  circolo  in  questo  secondo  verso,  e  siccome  pel  punto  di  divisione 
(2m  +  1)"»^  si  ha 

(2m  +  1)  |2  (m  -  ix)  +  IJ  =  (4m  +  2)  (m  -  m)  +  2m  +  1  , 

così  questo  punto  cadrà  in  S,  laonde  valgono  pure  l'equazioni  precedenti. 

Intanto  si  scorge  palesemente  la  identità  di  esse  due  equazioni,  al  pari  di 
quelle  da  cui  derivano,  con  lo  scambio  tra  5g  e  -  ^^  >  ^  reciprocamente  ;  e  la 
stessa  identità  esiste  tra  la  (14),  e  seconda  (17)  per  uno  stesso  valore  di  m,  sur- 
rogandosi f|  a  /g,  od  inversamente;  in  conseguenza  l'equazioni  distinte -per  la 
determinazione  delle  5  sono  quelle  relative  al  2°  e  3©  casa,  mentre  relativamente 
al  primo  i  valori  delle  ?,  per  un  dato  numero  m  sono  gli  stessi  delle  fg  eon 
segni  cambiati. 
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Nello  stabilire  requazioiii  (14)  ,  ... ,  (17)  la  considerazione  del  numero  par- 
ticolare d'attribuirsi  a  v  non  entra  punto,  ciò  che  vuol  dire  che  esse  conservano 
le  medesimo  forme  per  tutte  le  specie  dei  poligoni  di  uno  stesso  ordine ,  od  in 
altri  termini,  che  in  dette  equazioni  devono  contenersi  tutte  le  radici  reali,  che 
si  riferiscono  airiscrizione  del  poligoni  regolari  dell'ordine  assegnato,  ed  il  cui 
numero  N  è  dato  dalla  formola  (11);  in  conseguenza,  se  radici  estranee  non 
venissero  ad  introdursi ,  il  loro  grado  dovrebbe  risultare  eguale  ad  N ,  e  di 
questo  grado  infatti  riescono  le  (14),  (15),  (17)  sem^rechè  2m+l  sia  un  numero 
primo,  e  le  (IG)  per  w  =  2* -,  negli  altri  casi  in  generale  succede  diversamente, 
cioè  risulta  7n  >  N ,  e  ciò  avviene  perchè  trovansi  complicate  altre  radici ,  le 
quali  riferisconsi  ai  poligoni ,  sieno  convessi  solamente ,  o  convessi  ed  intrec- 
ciati, che  possonsi  iscrivere  assumendo  il  circolo  diviso  in  parti  eguali  secondo 
tutti  o  parte  dei  divisori  di  n;  ma  in  tali  casi  le  stesse  equazioni  si  scindono 
in  altre  di  minori  gradi,  fra  le  quali  dovrà  trovarsene  una  di  grado  N,  che  ri- 
guarda le  sole  specie  del  dato  ordine. 

Prendiamo  p.  e.  l'equazioni  per  n  =  9  dedotte  dalle  (17): 

?2^  +  ?2'  -  3?2'  -  252  +  1  =  0      ?     V  -  ^2^  -  3V  +  27i2  +  1  =  0, 

ciascuna  delle  quali  si  scinde  in  due ,  la  prima  cioè  nelle  Ej*  -  3^2  +  1  =  0 , 
?2  4-  1  =  0  ,  e  di  queste  l'una  riguarda  la  iscrizione  delle  tre  specie  dei  poligoni 
di  9o  ordine,  e  l'altra  per  l'unica  specie  del  3^  ordine,  similmente  è  per  la  se- 
conda equazione  in  ^g.  Per  n  =  18  l'equazione  in  z^  dedotta  dalla  (15),  ossia  la 

(a)  z/  -  92,8  ^  27  «i«  -  30  2,  +9  =  0, 

si  decompone  nelle  due  «j*  —  6  «^^  +  9  a,  -  3  =  0  ,  z,  —  3  =  0 ,  riferentesi  la  prima 
alle  tre  specie  dei  poligoni  del  18o  ordine,  e  la  seconda  all'unica  specie  del  6« 
ordine,  rilevandosi  pertanto  che  dei  divisori  di  18  il  solo  numero  6  influisce  alla 
complicazione  delle  radici  della  (a). 

L'equazioni  (14),  ...  ,(l7j,  che  nelle  applicazioni  sono  numeriche,  hanno 
forme  opportune  per  la  separazione  delle  radici  secondo  il  teorema  di  Sturm , 
senza  bisogno  delle  funzioni  designate  dall'illustre  autore,  potendosi  surrogare 
alle  stesse  1'  espressione  componente  1'  equazione  a  risolvere,  e  quelle  che  dalla 
medesima  derivano  sostituendo  ad  m  successivamente  m— 1  ,  m~2  , ... ,  2, 1,0. 

Infatti,  avt3ndosi  n  -)-  1  funzioni  intere  della  medesima  variabile  ac,  dinotate 
f\)  jfiìf^ì  —  ifn  7  ^^  prima  di  grado  m  >  ;i,  e  le  altre  di  gradi  decrescenti.  Io 
quali  derivano  .per  urj  processo  qualsiasi  determinato  da  una  data  espressione, 
o  dalla  /u  tutte  1«  sussegaenti,  se  le  medesime  prese  a  terne  successivo  sodi- 
sfano  airequaziqno  rfcorrente  trinomia 

(a)  fi  -  qfi^^  -  f^^^    ,    i  =  0  ,  1  ,  .  .  .  ,  n  -  2  , 
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In  cui  q  diBOta  una  certa  funzione  intera  data  dalla  variabile  x  (che  potrà  es- 
sere anche  costante)  ;  se  1'  equazioni  fo  =  0  ,  /^  =  0  non  hanno  radici  comuni 
nell'intervallo  (a  ,  g;  della  stessa  variabile  ;  e  se  /"„  sia  una  costante,  o  che  con- 
tenendo la  X  non  cangia  valore  nel  detto  intervallo;  codeste  funzioni  godono 
allora  le  proprietà  della  serie  di  Sturm  ,  e  quindi  possono  a  dirittura  surro- 
garsi alle  stesse,  per  riconoscere  quante  radici  reali  abbia  T  equazione  fo^O 
ueirintervallo  da  ac  =  a  ad  se  =  /5  ,  a  <  fi. 

Or  Tespressioni  delle  (14) ,  ... ,  (17;,  postovi  in  esse  la  x  in  luogo  delle  in- 
cognite «1  ,  5|  ,  5g  ,  Xj ,  e  per  m  successivamente  m— l,w  —  2,...,2,1,0, 
essendo  perciò  »  =  w,  sono  tali  da  subordinarsi  al  principio  anzi  esposto  ;  cioè 
le  funzioni  fornite  dalla  (14)  e  dalle  (17)  sodisfano  alla  (a)  con  q  -  x,  quelle 
provenienti  dalla  (15)  con  q  =  x  —  2,  quelle  dalla  prima  (16)  con  g  =  x  ed  f^-'^) 
le  provenienti  dalla  seconda  (16)  infine  la  sodisfano  con  q  =  x  -  2  ed  f^  =  2; 
fra  le  rispettive  equazioni  f^  —  0  yfi  =  0  non  esistono  radici  comuni ,  oltreché 
/i  è  differente  dalla  funzione  prima  derivata  della  /"^ ,  esse  riguardano  la  iscri- 
zione di  poligoni  regolari  di  ordini  differenti. 

Prendiamo  per  un'applicazione  la  seconda  (17),  e  dalla  stessa  posto  per  m 
ì  successivi  valori  8  ,  7  ,  ...  ,  2  ,  1  ,  0  deduciamo  le  funzioni  : 

/o  =  «8  -  a:'  -  7x«  +  Qx^  ■\-  ìòx*  -  lOwc»  -  lOx^  +  4a:  ♦   1 

/,  ^  x'  -  a:«  -  6x*  +  5x*  +  lOx»  -  6x-  ~  4x  f  1 

/j  =r  x^  -  x^  -  5x*  +  4x«  +  6x2  -  3x  _  i 

/•g  =  x»  -  X*  -  4x«  +  3x«  +  3x  -  1 

/;  =  X*  -  x«  -  3x«  +  2x  +  1 

/"s  =  x»  -  x2  -  2x  +  l 

ffi  =  x2  -  X  -  1 

A  =  X  -  1 

posti  in  esse  per  x  i  successivi  valori  dinotati    nella    prima   colonna  a  sinistra 
del  seguente  quadro,  e  per  ciascuno,  sulla  stessa  orizzontale,  notati  i  segni   coni- 
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petenti  ai  risultanti  valori  delle  funzioni  in  esame,  col  confronto   dei  numeri  di 
variazioni  che  scor^onsi  neirultima  colonna  a  destra  : 


X 

fo 

1 

;  fi 

A 

fz 

A 

A 

fs 

-  2,00 

+ 

- 

+ 

- 

+ 

- 

+ 

-1,75 

— 

+ 

— 

- 

+ 

- 

+ 

-  1,50 

- 

+ 

- 

+ 

- 

+ 

-  1,00 

+ 

- 

+ 

+ 

- 

4- 

•  + 

-0,50 

- 

4- 

+ 

- 

+ 

— 

0,00 

+ 

+ 

- 

- 

+ 

+ 

- 

+.0,50 

+ 

- 

— 

-f 

+ 

- 

+  1,00 

— 

+ 

+ 

+ 

-*- 

— 

- 

+  1,50 

+ 

+ 

__ 

- 

- 

- 

- 

+  1,75 

- 

- 

- 

— 

- 

-h 

+  2,00 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

-r 

fi 

fs 

Va 

- 

+ 

8 

- 

+ 

7 

— 

+ 

7 

- 

+ 

6 

- 

4- 

5 

— 

+ 

4 

- 

+ 

4 

+ 

+ 

3 

+ 

+ 

2 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

0 

si  rileva  che  Tequazione  fo  =  0  riferentesi  all'iscrizione  dei  poligoni  regolari  di 
17  lati  ha  otto  radici  reali  tra  -2  e  +2,  quante  appunto  sono  le  specie  dei 
poligoni  di  17o  ordine;  risulta  altresì  che  esse  vanno  comprese,  e  restano  per- 
ciò separate,  nei  rispettivi  intervalli 

(-  2  ;  -  1,75)  ,  (-  1,50  ;  -  1)  ,  (-  1  ;  -  0,50)  ,  (-  0,50  ;  0)  , 
(+  0,50  ;  +  1)  ,  (+  1  ;  +  1,50)  ,  (+  1,50  ;  +  1,75)  ,  (+  1,75  ;  +  2). 

Palermo,  Marzo  1897. 
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SULLA  JACOBIANA  D'UNA  BIQUADRATICA  E  D'OXA  QUADRATICA 

N^O  T  A 

DI 

GUGLIELMO    GIORDANO 


Nel  fare  la  ricerca,  come  argomento  della  mia  tesi  di  Laurea,  dello  condi- 
zioni invariantive  necessarie  e  sufficienti,   per  alcuni  casi  di  spezzamento  della 

forma  F{x,y)  mi  sono  imbattuto  in  un  teorema  sulle  Jacobiane  che,  forse,  me- 
rita di  esser  notato. 

Nella  detta  ricerca  avevo  dimostrato  che ,  se  i  coefficienti  di  una  quadratica 
e  di  una  biquadratica  si  possono  esprimere  come  certe  date  funzioni  di  quattro 
quantità,  la  biquadratica  differisce  a  meno  di  un  fattore  costante  dal  quadrato 
della  quadratica  ;  e  reciprocamente,  se  ciò  è,  i  coefficienti  delle  due  forme  sono 
quelle  tali  funzioni  di  quattro  quantità. 

Indicherò  brevemente  la  via  che  mi  ha  condotto  a  considerare  quelle  fun- 
zioni di  quattro  quantità  e  dedurne  il  teorema  che  forma  l'oggetto  della  pre- 
sente Nota,  che  da  sotto  forma  invariantiva  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti 
affinchè  una  forma  binaria  biquadratica  sia,  a  meno  di  un  fattore  costante,  11 
quadrato  esatto  di  una  data  forma  quadratica. 


Sia 

o 

^\  (^y  ,  y)  =  «l  ^1  2/l  +  «3  352  Wl  +  «8  ^\  J/2    ^  «4  ^2  J/2- 

Se  6 

F{x,y)  =  F,{x,yy 
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si  avranno  le  segacnti  identità: 

a'  =«,« 

6'  =  2  o,  flj 

e'  =«,» 

e'  =  2  a,  o, 

/=V 

d'  =  2(a,a4  +  agO,) 

V  =< 

/'  =  2a,a,, 

h'  =  -la.a.. 

{At 


8    2 

La  nota  formola  di  Gordan  dà,  per  la  forma  F(x,y) 

F  =  D^/  E,  4-  (xy  D,„  E.  +  ^  (/ri/)*  E,  (*), 
dove 

Se  noi  ora  poniamo 

a'  =  a  y  6'+c'  =  46  ,  d'+e'V  =  6c  ,  /'+V  =  4d  ,  T  =  e 

le  (A)  si  muteranno  in  : 

a  =  ai*  e  =  a^* 


-  f^<(^2_+_^} 


a  =  a,(a3-aj)  (A) 


*  Dove  : 


essen<lo  m  il  grado^  nelle  x^ ,  x^  f  della  forma  cui  si  applica  il  simbolo  operatorio  D^^^ 
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£  7  ed  /  prenderanno  rispettivamente  la  forma  : 

9  =  a  £r/  4-  46  X|'  Xg  +  6c  X,*  x,*  +  4d  a?,  x,'  +  e  a*,* 
/  =  a  X|*  f  2  yS  X,  Xg  +  Y  Xg*. 

II. 


Supponiamo  ora  che  9  ed  /  siano  una  biquadratica  ed  una  quadratica  qua- 
lunque :  è  facile  vedere  che  se  i  loro  coeflacienti  soddisfano  alle  relazioni  (A) , 
si  ha 

^--kn  (1) 

dove       k—  --  , 
a* 

Reciprocamente  s'  è  soddisfatta  la  (1) ,  sono  del  pari  verificate  le  (A)  —  be- 
ninteso, avendo  k  lo  stesso  valore  — 


Infatti  la  U)  ci  porge 


(2; 


a  d* 


Ed  ora  se  poniamo  : 

(3)  a  =  a^^  ,  b^  ^*  ^^     ^^    ,  a  =  «,(«3  -  «<)  ^  T  =  «4(0^3  -  «a^ 

è  facile  vedere  che  le  (3)  e  le  (2)  equivalgono  proprio  alle  (A),        e.  v.  d. 
Ancora  se  son  verificate  le  (A),  io  dico  che 

(9 ,  fy  =r  0. 

Infatti  se  son  verificate  le  (A),  si  ha 

onde  bisogna  dimostrare  in  ultimo  eh'  è 

(/•S//  =  o. 
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Perciò  introduciamo  la  notazione  simbolica  ponendo 

f  =  a*^  =  6*^  =  c«^  =  etc. 

Dobbiamo  dimostrare  eh'  è  : 

cioè  che  : 

(ac)  a^  c^  bj  +  (6c)  b„  c^  a^«  =  0. 

Ma  questa  identità  è  evidente  per  poco  che  si  rifletta  alla  permutabilità  dei  sìm- 
boli a,  hf  e,  dunque  ... 
Reciprocamente  se 

io  dico  che  son  soddisfatte  le  (A). 
Infatti 

(9  ,  f)'==  (a^-a6)j?,H(Ya+2V-3ca)a:43x2+3<,6Y~da)jt?,*x,H(3cY-2d^-ca^^^ 
e  fi'  è 

(<p,r/  =  o 

si  hanno  5  identità.  Ora  se  s'introduconOi  come  s'è  fatto  precedentemente,  4  quan- 
tità;  si  vede  che  si  ricade  nelle  (A). 


III. 


Dal  fin  qui  detto  emerge  chiaro  che  :  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  una  biquadratica  differisca  dal  quadrato  di  una  quadratica  per  una  costante 
è  che 


Infatti  se  è 


(?,/')'  =  0. 


(<P;/)'  =  0, 
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son  verificate  le  (A)  e  per  conseguenza  ò 

Reciprocamente  s'  è 

son  pure  verificate  le  (A)  ed  allora  è 

(?,/)' =  0,  e.  V.  d. 

Agosto  1897. 


ERRATA-CORRIGE 
Alla  Nota   «  Sull'estrazione    abbreviata    della  radice   cubica   dai   nmneri  >  del 
Prof.  6.  Bernardi:  pag.  118,  linea  6,  invece  di:  =c.lO**+x,  si  legge:  =c.lO'*4g^, 
»»»16>»>  »5 

Alla  Nota  «  Inviluppo  di  un  sistema  notevole  di  curve  del  prof.  L.  Bosi:  Pag.  123, 
linea  3 ,  si  sostituisca  Tequazione 

(p  -  1)^1  V^  l-P-l  -^p^'  [!.«  =  0 


VOr..  XXXY.  45 
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SUilE  GEiNEHATRlCI  DEL  GRUPPO  SIMMETRICO 

DELLE  SOSTITUZIONI   DI   U  ELEMENTI. 


PER 


ALFREDO  CAPELLI. 


1.  Il  grappo  simmetrico,  che  indicheremo  con  r,  formato  da  tutte  le  \n  so- 
stitazioni  fra  n  elementi  a^  ^a^^  ...  ,  a^  ,  si  può  generare  mediante  le  due  sostitu- 
zioni  circolari 

S  =  (a^a^aj  ...  aj        ,        T  =  (a^a,  ...  aj.  (1) 

Infatti,  se  G  sia  il  gruppo  [S  ,  T]  generato  da  S  e  T,  esso  conterrà  neces- 
sariamente la  trasposizione  {a^a^)j  poiché: 

(«i«2)  =  («1«2«3  -  «  J~'(«2«3  -  «n)  =  S"^  •  T  (2) 

e  quindi  anche  la  trasposizione  (a^af^) ,  per  ^=3  ,  i  ,  ... ,  n,  poiché 

Il  gruppo  G  conterrà  dunque  tutte  le  trasposizioni 

onde  coinciderà  evidentemente  col  gruppo  simmetrico. 

È  poi  manifesto,  per  la  (2),  che  si  potrà  anche  scrivere  a  piacere: 

r  =  [S  ,  T]  =[{a,a,)  ,  T]  =  [(a,a,)  ,  S].  (3) 

2.  Da  quanto  si  è  detto  segue  che  una  qualunque  delle  n— 1  sostituzioni  cir- 
colari : 

si  deve  poter  esprimere  mediante  le  prime  due,  come  pure  si  deve  poter  espri- 
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mere  mediante  le  due  ad  essa  precedenti.  Reciprocamente;  coirapplicazione  ri- 
petuta della  formola  che  dà  V  espressione  di  una  qualunque  delle  (4)  mediante 
le  duo  precedenti,  si  potrà  evidentemente  comporre  Tespressione  di  una  qualun- 
que delle  (4)  mediante  le  due  prime. 

3.  Pertanto  è  utile  di  ricercare  la  relazione  che  lega  tre  qualisivogliano  so- 
stituzioni successive  della  serie  (4)^  ossia,  che  è  la  stessa  cosa,  la  relazione  che 
lega  tre  sostituzioni  circolari  del  tipo 

8  =  (xyzt,t^  ...  ^)  ,  T  =  (yzt,t^  ...  e^)  ,  U  =  {zt^t^  ...  ^ , 

e,  più  precisamente;  Tespressione  della  terza  mediante  le  due  prime. 

Trasformando  la  prima  di  queste  sostituzioni  per  mezzo  della  seconda,  si 
ottiene  : 

rjr^ST=:(^       *1       *2      ^8    —    h  V       ^\ 

\x     z      t^     t^  ...  f^.j      t^     y)  ' 
d'onde 

^  ^  \x     z     t^     t^     «3     t^  ...  «^^1     h        y     J 

e  moltiplicando  i  due  membri  per  la  sostituzione  S: 

(T-^ST)*-^^ .  S  =  {yhh^,t,_^  ...  <8<«<i )•  (5) 

D'altra  parte  si  ha: 

•p-B ss  (3^     ^      ^1  •••  ^*-»     ^*-l     ^h\ 
Vi    h    h  '"  h       y        «  /  * 

onde  : 

T-^U  =  (yM*.i^-2  •..  Wi)- 
Paragonando  questa  relazione  colla  (5);  si  deduce 

o^  che  è  la  stessa  cosa: 

T"*S*+^T.S  =  T"«U 
d'onde  si  ricava: 

U  =  TS*+^TS  =  TS-^TS 

che  è  la  relazione  cercata. 
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PUBBLICATO    PER   CURA 

del    Prof.    GINO    LORIA 

Novembre  e  Dicembre  1897 


DI  UNA  DIMOST  DAZIONE 

DEL    PRINCIPIO    DELLA   LEVA  ,   ATTRIBUITA 

AD  Euclide 

del 

Dott.    G.   Vailati. 


Nel  Voi.  XVIII  (1851)  del  Jourral  A- 
siatique,  il  Woepke  pubblicò  la  traduzione 
d' un  frammento  di  manoscritto  arabo , 
della  biblioteca  nazionale  di  Parigi,  por- 
tante il  titolo  di  "  libro  d'Euclide  sulle 
bilancie,  tradotto  da  Ibn  Musa  „  (1). 

Questo  frammento,  il  quale,  a  quanto  io 
so ,  non  è  stato  ancora  preso  in  consi- 
derazione dagli  studiosi  di  storia  della 
meccanica ,  contiene  un'  ingegnosa  dimo- 
strazione del  principio  della  leva ,  la  cui 
importanza  storica  mi  pare  meriti  di  es- 
sere rilevata. 

Il  procedimento  che  in  essa  si  segue 
differisce  notevolmente  da  quello  rappre- 
sentato dalla  classica  dimostrazione  di  Ar- 
cliimede,  la  quale,  come  è  noto,  è  intera- 
mente basata  sulle  proprietà  dei  centri  di 
gravità,  ed  è  singolare  il  fatto  che  le  pro- 
posizioni fondamentali,  di  cui  in  esso  si  fa 
uso ,  coincidono  con  quelle  alle  quali  si 
appoggia  la  dimostrazione  data  dalPUuy- 
ghens  (nel  suo  opuscolo  :  Démonstratio  de 
aequilibrio  bilancis  )  che  Lagrange  cita 
nel  proemio  alla  Meccanica  Analitica, 

(1)  Il  manoscritto  che  porta  V  indicazione 
952,2  {aujyplément  arabe)  porta  la  data  di  Chi- 
raz,  dove  fu  scritto  l'anno  358  dell'  egira. 


I  Io  mi  propongo  di  riprodurre  qui  la 
I  dimostrazione,  conservataci  nel  frammen- 
to suddetto ,  facendone  risaltare  i  tratti 
caratteristici  ed  essenziali,  e  colmando  le 
lacune  che  V  esposizione  presenta  in  più 
d'un  punto. 

Tra  queste  va  particolarmente  notata 
quella  che  si  riscontra  nelTenuraerazione 
degli  assiomi,  dove  la  mutilazione  è  pro- 
ceduta tanto  oltre  da  non  lasciar  più  af- 
fatto alcuna  traccia  delle  due  proposi- 
zioni, il  cui  impiego  costituisce  appunto 
il  carattere  distintivo  del  metodo  di  di- 
mostrazione seguito.  Esse  sono  lo  seguenti: 
(I)  Se  si  ha  un  piano  orizzontale  {ri- 
gido) girevole  intorno  a  una  sua  retta^  e, 
da  punti  qualunque  di  esso,  imaginiamo 
pendenti  dei  pesi,  distribuiti  in  modo  che 
il  piano  sia  in  equilibrio  ,  questo  conti- 
nuerà a  sussistere  se  ì  punti ^  dai  quali  i 
pesi  pendono,  si  spostano  comunque  paral- 
lelamente alla  retta  fissa, 

(lì)  Se  un  piano  orizzontale,  dai  cui 
punti  pendano  pesi,  sta  in  equilibrio  quan- 
do sia  sospeso  rispettivamente  pp.r  due  sue 
rette  che  s^ incontrino  in  un  punto  0,  esso 
sta  pure  in  equilibrio  se  lo  si  sospende 
da  0. 


Passiamo  ora  alla  dimostrazione. 

Dalla  (I)  deriva  immediatamente  che 
se  per  due  jninti  A,  B  d'un  piano  orizzon- 
tale conduciamo  due  rette  che  s' incontri- 
no ad  angolo  retto  in  un  punto  C  del 
piano  stesso  e  costruiamo  il  rettangolo  a- 
vente  per  vertici  il  punto  C  e  i  punti  A', 
B'  simmetrici  di  A  ,  B  rispetto  a  C ,  il 
quarto  vertice  D  di  questo  rettangolo  è  un 
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punto  tale  chcy  appendendo  ad  esso  e  ai 
punti  A  e  B  rispettivamente  tre  pesi  «- 
guati,  il  piano  sta  in  equilibrio  tanto  se 
è  sostenuto  dalla  retta  AA'  quanto  se  è 
sostenuto  dalla  BB'. 

Infatti  in  ciascuno  dei  due  casi,  i  pesi  | 
possono ,  con  soli  spostamenti  permessi 
dalla  (I),  esser  resi  simmetricamente  di- 
sposti rispetto  agli  assi  di  sospensione,  il 
che,  in  virtù  d'  un  altro  dei  postulati  ara- 
messi,  si  considera  come  condizione  suffi- 
ciente per  r  equilibrio. 

Si  abbia  ora  un'asta  rettilinea  orizzontale 
AB,  girevole  intorno  al  suo  punto  di  mez- 
zo 0,  e  prendiamo  su  essa,  nel  segmento 
OB,  due  punti  C,D  dei  quali  V  uno  disti 
da  0  come  Taltro  da  B.  Dico  che  se,  dai 
tre  punti  A  ,  C  ,  D  dell'asta,  pendono  tre 
pesi  uguali,  l'asta  resta  in  equilibrio. 

Descriviamo  infatti,  nel  piano  orizzon- 
tale che  passa  per  AB  ,  le  due  circonfe- 
renze aventi  rispettivamente  per  diametro 
OA  ed  OB  e  sia  C  uno  dei  punti  in  cui 
la  perpendicolare  alla  AB,  condotta  per 
C,  incontra  la  circonferenza  di  diametro 
OB.  Costruiamo  il  rettangolo  avente  OB 
per  diagonale  e  OC  per  uno  dei  lati  ; 
esso  sarà  inscritto  nella  circonferenza  e  il 
suo  quarto  vertice  D'  starà  sulla  perpen- 
dicolare alla  AB  condotta  per  D. 

Prolunghiamo  ora  OC  iino  ad  incon- 
trare l'altra  circonferenza  in  A',  e  uniamo 
A'  con  A  ;  sarà  A'A  =  CB  =  OD'.  Onde, 
so  imaginiamo  appesi  nei  tre  punti  A,C,D', 
tre  pesi  uguali,  il  piano,  in  virtù  dei  po- 
stulati ammessi,  starà  in  equilibrio  quan- 
do lo  si  sospenda  pel  punto  O;  e  quindi 
a  fortiori  anche  se  lo  si  sospenda  da  qua- 
lunque retta  passante  per  0. 

Conduciamo  ora  per  0,  nel  piano  dato, 
la  perpendicolare  alla  AB  ;  T  equilibrio , 
che  sussiste  quando  il  piano  sia  sospeso 
da  essa,  continuerà  a  sussistere,  in  virtù 
della  (I),  anche  se  i  pesi,  pendenti  da  C 
e  D',  sono  di  nuovo  trasportati  a  pendere 
dere  da  C  e  D.  Onde  per  0  passano  due 
rette  (cioè,  oltre  alla  AB,  anche  la  per. 
pendicolare  ora  considerata)  giacenti  sul 
piano  dato  e  tali  che  esso  rimane  in  equi- 
librio, quando  è  sospeso  da  una  o  l'altra 
(li  esse  ,  mentre  ai  punti  A  ,  C  ,  D  sono 
applicati  tre  pesi  uguali. 

Ne  segue  che  anche  in  questo  caso  il 
piano  sta  in  equilibrio  qiuindo  è  sospeso 
dal  punto  0  come  si  voleva  dimostrare. 


Per  dedurre  ora  da  questo  teorema  il 
principio  della  leva ,  ecco  la  via  seguita 
nel  frammento  che  consideriamo  : 

Abbiasi  una  sbarra  rettilinea ,  girevole 
intorno  a  un  suo  punto  0,  e  segniamo  sopra 
essa  un  numero  qualunque  di  coppie  di 
punti  simmetricamente  disposti  rispetto 
ad  0  ,  per  esempio  cinque  coppie  1,1'  ; 
•2,2'  ;  3,3'  ;  4,4'  ;  5,5'  e  sia  12  =  23  =  34 
=  45  =  50  =  or  =  l'2'  =  2'3'  =  3'4'  =  4'5'. 

Se  appendiamo  nei  punti  5' ,  1 ,  4  tre 
pesi  uguali  la  sbarra  sarà  in  equilibrio  ; 
per  la  stessa  ragione  sarà  in  equilibrio 
anche  se  appendiamo  tre  pesi  uguali  (che 
prenderemo  pure  uguali  ai  primi)  nei 
punti  4',  1,  3  ;  e  parimenti  se  appendia- 
mo tre  pesi  pure  uguali  in  3' ,  1 ,  2  ;  e 
finalmente  in  2',  1,  1. 

Se  consideriamo  ora  questi  equilibri 
come  contemporaneamente  sussistenti,  essi 
daranno  luogo  a  un  equilibrio  ,  il  quale 
non  cesserà  di  sussistere  se  togliamo 
da  una  parte  e  dall'altra  del  punto  0  , 
delle  coppie  di  pesi  uguali,  appesi  alla 
stessa  distanza  ,  se  togliamo  cioè  i  pesi 
che  pendono  dai  punti:  4,4'  ;  3,3'  ;  2,2'. 
Ma  cosi  facendo  il  sistema  è  ridotto  a  non 
avere  più  che  due  punti  dai  quali  penda- 
no pesi,  cioè  il  punto  5'  e  il  punto  1  ,  e 
dal  punto  1  pende  un  peso  totale  eguale 
a  5  volte  il  peso  che  pende  dal  punto  5. 

La  generalizzazione  è  ovvia. 

In  quest'ultima  parte  della  dimostrazione, 
è  seguito  come  si  vede  un  metodo  analogo 
a  quello  che  Archimedeadopera  per  dedurre 
lo  stesso  principio  della  leva  dalla  proposi- 
zione, da  lui  prima  dimostrata,  che  se  una 
sbarra,  girevole  intorno  a  un  suo  punto,  è 
in  equilibrio,  sotto  Tazione  di  pesi  pen- 
denti dai  suoi  punti  ,  essa  continua  a  ri- 
manere in  equilibrio  anche  se,  a  uno  qua- 
lunque dei  pesi  che  la  gravano,  se  ne  so- 
stituiscano due  equivalenti  alla  metà  del 
peso  tolto  e  applicati  in  due  punti  equidi- 
stanti dal  punto  di  sospensione  primitivo. 

Non  è  fuor  di  luogo  far  notare  come 
l'osservazione  che  fa  Lagrange  sul  proce- 
dimento di  Archimede,  quando  dice  (nel 
proemio  alla  Meccanica  analitica)  che  in 
esso  si  trae  dalla  "  sovrapposizione  degli 
equilihriiy^  un  partito  analogo  a  quello  che, 
nella  Geometria  di  Euclide,  si  trae  dalla 
sovrapposizione  delle  figure,  è  ancora  mag- 
giormente applicabile  alla  dimostrazione 
qui  esposta,  attribuita  appunto  ad  Euclide. 
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Reoeneioni  ed  Annunzi. 


P.  J.  Obenbauch.  Geschichte  der  darstel- 
ìenden  und  projectìven  Geometrie  mit 
òesondere  BerUcksichtignng  ihrer  Be- 
grilndung  in  Frankreick  und  Deutach- 
land  und  ihrer  tcissenschafUichen  Pflege 
in  Òsterreich.  (BrOnn,  1897)  p.  442.  8o. 

La  divisione  e  suddivisione  della  ma- 
tematica in  discipline  speciali,  rende  og- 
gi consigliabile  il  sostituire  all'  antico 
Kistema  delle  storie  enciclopediche,  quel- 
lo di  monografie  speciali  sopra  le  diverse 
scienze  esatte  le  quali  sono  destinate  a  ser- 
vire oggi  agli  specialisti  per  orientarsi  nel 
loro  campo  ed  in  avvenire  a  chi  vorrà 
scrivere  una  storia  generale  analoga  a 
quelle  di  Montucla  e  Cantor.  Perciò  gli  è 
con  vivo  compiacimento  che  ricevemmo 
l'opera  del  sig.  Obenrauch  «già  noto  per 
un  lodato  saggio  sopra  Monge)  che  pel 
suo  titolo  ci  sembrava  destinata  a  svol- 
gere colla  debita  larghezza  la  introduzio- 
ne storica  del  Lehrbuch  der  darstellenden 
Geometrie  di  C.  Wiener.  Studio  diretto 
delle  fonti,  larga  conoscenza  della  lette- 
ratura geometrica  ed  in  parlicolare  di 
quella  riferentesi  alla  geometria  descrit- 
tiva, ampia  coltura  storica  e  in  ispecie  di 
quanto  concerne  Tinsegnamento,  stile  fa- 
cile, sono  doti  necessarie  per  fare  uno  sto- 
rico della  geometria  e  di  esse  il  sig.  Oben- 
rauch dispone  a  sufficienza.  Quello  che 
ancora  gli  manca  è  un  severo  senso  cri- 
tico che  gli  suggerisca  di  sopprimere  tutte 
le  notizie  e  le  osservazioni  che  non  hanno 
una  diretta  attinenza  col  soggetto,  che  gli 
faccia  percepire  le  reali  parentele  fra  le 
varie  investigazioni  (che  gli  impedisca, 
ad  esempio,  di  riunire  le  ricerche  sulle 
curve  yjiane  di  un  certo  ordine  a  quelle 
sulle  curve  gobbe  dello  stesso  ordine)  , 
che  in  conseguenza  dia  alla  sua  esposi- 
zione un  andamento  più  regolare  e  meno 
faragginoso.  Neil'  opera  che  annunziamo 
è  raccolto  un  ricchissimo  materiale  ,  ma 
piuttosto  ammucchiato  che  ordinato,  talché 
io  sono  certo  che,  chi  volesse  (anche  dopo 
averla  letta  completamente)  pescare  qualche 
notizia  che  gli  interessasse,  si  troverebbe 
in  un  grave  imbarazzo:  tanto  più  che  in  essa 
manca  un  particolareggiato  indice  per  ma- 
teria e  perfino,  un  elenco  di  nomi   citati. 


Redigendoli  Tautore,  non  soltanto  si  sa- 
rebbe sobbarcato  ad  un  lavoro  utilissimo 
pei  lettori,  ma  si  sarebbe  accorto  di  molte 
ripetizioni  le  quali,  allungando  inutilmente 
il  dettato,  stancano  chi  leggo.  Delle  ine- 
sattezze in  cui  egli  è  caduto,  non  è  qui 
il  caso  di  fare  V  enumerazione  completa; 
solo  rileveremo  le  imprecise  citazioni  di 
opere  di  Torricelli  (p.23),  Benedetti  (p.253), 
lo  sdoppiamento  del  Prof.  Bianchi  in  un 
L.  Bianchi  e  Luigi  Bianchi  (p.  128,  130, 
134)  e  la  sostituzione  di  M.  Serret  (p.  134) 
a  J.  A.  Serret.  Noteremo  ancora  che  la 
Memoria  di  Battaglini  inserta  nella  Col- 
lectaìiea  mathematica  concerne  le  cubiche 
non  le  quartiche  piane  e  che  la  Geome- 
tria di  Descartes  apparve  non  nel  1705 
(p.  24),  ma  sin  dal  1637.  Additeremo  an- 
cora all'autore  la  Geometria  di  sito  del 
Flauti,  come  una  delle  prime  e  delle  più 
pregevoli  opere  per  mezzo  delle  quali  le 
idee  di  Monge  si  diffusero  nel  mondo  ci- 
vile, e  le  memorie  di  de  Lahire  sulle  con- 
coidi e  le  epicicloidi,  come  scritti  che  me- 
ritano ,  non  meno  delle  Sezioni  coniche, 
(p.  19)  onorevole  menzione  in  una  storia 
della  geometria  pura.  Finalmente  lo  por- 
remo in  guardia  dalPidentificaro  (p.  320) 
le  ovali  di  Cassini  con  le  sezioni  prodotto 
in  un  toro  da  piani  paralleli  all'  asse  :  è 
questo  un  vecchio  errore  di  Augusto  Comte 
che  mezzo  secolo  fa  A.  Serret  ha  rilevato 
e  corretto! 

G.  L. 

Oeuvrcs  mathématigues  d^  E  variate  Galois, 
publiées  80U8  les  auspices  de  la  societé 
mathématique  de  France.  Aree  une  in- 
troduction  par  M.  Emile  Picard,  Paris 
Gauthier-Villars,   1897  p.  X-f61. 

La  estensione  sempre  maggiore  del 
campo  di  applicabilità  delle  idee  di  Ga- 
lois,  l'influenza  ognor  crescente  che  eser- 
citano sull'algebra  moderna,  da  tempo  fa- 
cevano sentire  il  desiderio  di  una  edizio- 
ne delle  sue  opere  che  permettesse  di 
meditare  su  di  esso  anche  a  coloro  per 
cui  è  inaccessibile  il  Joiirnal  di  Liouville, 
ove  per  la  prima  volta  videro  la  luce. 
Grande  lode  va  pertanto  tributata  alla  So- 
cietà matematica  di  Francia  per  essersi 
fatta  iniziatrice  della  pubblicazione  che 
annunciamo  ;  alla  quale  cresce  pregio  la 
introduzione,  in    cui  il    Picard  mette   in 
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luce  la  importanza    delle    idee   di  Galois 
per  tutta  l'analisi  moderna. 

G.  L. 


J.  Frischauf,  Vorhsuncien  llber  Kreis- 
und  Kugel'FunctìonenReihen.  (Leipzig, 
Teubner  1897);  p.  VI  +  60.  8'>. 

Questo  opuscolo  si  raccomanda  a  coloro 
che  desiderano  acquistare  rapidamente  no- 
tizie intorno  alle  serie  trigonometriche  ed 
alle  funzioni  sferiche,  ed  orientarsi  nella 
letteratura  suir  argomento.  Ma  merita  e- 
ziandio  V  attenzione  degli  insegnanti  e 
degli  scienziati  per  le  semplificazioni  che 
VA.  seppe  arrecare  alla  proposizione  che 
serve  di  fondamento  alla  teoria  delle  fun- 
zioni sferiche  ed  alla  dimostrazione  data 
dal  Dini  (Annali  di  Matematica  2.»  Serie, 
T.  VI,  1874)  della  formula  che  racchiude 
lo  sviluppo  di  una  funzione  in  serie  di 
funzioni  sferiche. 

G.  L. 


Ad.  Meyek.  Laerbog  i  Infinìtesivialregni- 
gens  BcgyndeAsgruìide.  Udgivet  after 
Forfatterens  Dód,  (Kjobenhavn  1897), 
p.  133.  8o. 

Benché  le  ordinarie  trattazioni  del  cal- 
colo infinitesimale  comprendano  molte  pa- 
gine e  grande  apparato  di  formole,  pure 
i  concetti  essenziali  che  entrano  in  gioco 
non  sono  molto  numerosi  ed  è  lodevole 
il  tentativo  fatto  dalTor  defunto  Ad.  Me- 
yer  di  esporli  in  un  libro  ,  che  appunto 
s'intitola  Traitato  dei  fondamenli  del  cal- 
colo infiniieswiale.  Augurando  che  esso 
trovi  ben  presto  un  traduttore  che  lo 
faccia  conoscere  anche  a  coloro  che  non 


capiscono  la  lingua  di  Zenthen    e  Peter- 

sen,  ne  indichiamo  qui  brevemente  il  '^vn- 
tenuto  :  I  Libro.  Introduzione*  Variabili  ? 
funzioni.  Serie  —  Il  Libro.  Calcolo  fìif^- 
re nz tale.  Derivate.  Sviluppi  m  serie.  Mas- 
simi e  minimi — III  Libro.  Calcolo  inUtjralr 
(con  applicazioni  alla  cjuadmtiira,  reitifi- 
cazione,  cubatura). 

a.  L. 


Federigo  Enriques  —  Lezioni    dì   Gto- 
metria    projettiva    (  Bologna  —  Zani- 
chelli —  1898);  p.  IX  +  377,  8". 
Di  quest'  opera  il  Boìktiino  piibblìcberà 

tra  breve  una  recensione  scritta  Jal  Prof, 

C.  Segre. 


Notizie* 

Ecco  i  temi  di  matematica  posti  a  c<)n- 
corso  dairAccademia  di  Cracovia  (sca- 
denza 31   Dicembre  181*8). 

I.  Data  w  espressioni  ditìerenziali 


^I    Z^,,dz,  (k:^\,  2,, 


'0 


tra  le  n  variabili  Zi  (l  —  ìf  2,  ,,.  ,  n),  ove 
la  Z;t,7  sono  mìi  funzioni  data  dalle  a; 
determinare  il  numero  raìjiirao  delle  con- 
dizioni necessarie,  sniUcieFiti  e  fra  loro 
indipendenti  affinchè  il  sistema  delle  det- 
te espressioni  ammetta  p  integrali.  La 
determinazione  dell'anzidetto  numerò  mi- 
nimo è  indispensabile  per  conseguire  il 
premio.   (Premio  di   lOOl)  corone). 

IL  Trovare  tutti  i  gruppi  o  i  si&temi 
di  sostituzioni  coniugate  di  10  oggetli, 
od  almeno  accrescere  la  serie  di  quelli 
già  conosciuti  (Premio  di  .HOO  fiorini,  cm 
gli  interessi  dal  15  Maggio  1886  ]• 
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INDICE    DELLE    MATERIE 

Franz  Meyer  -  Rapporto    sullo  stato  presente  della  Teoria   degli  invarianti 

(Coni.  V.  Voi.  XXXIII,  pag.  319  e  voi.  XXXIV,  pag.  290)   .        .  Pag.  305 
Francesco  Caldarera  -  Suirequazioni  lineari  ricorrenti  trinomie,  ed  applica- 
zione alla  moltiplicazione  e  divisione  degli  archi  di  cerchio  ,  e   conse- 
guente iscrizione  dei  polinomi  regolari »  333 

Guglielmo  Giordano-Sulla  Jacobiana  d'una  biquadratica  e  d'una  quadratica  »  349 

Errata -Corrige »  353 

Alfredo  Capelli  -  Sulle  generatrici  del  gruppo  simmetrico   delle  sostituzioni 

di  n  elementi »  354 

Per  tutto  quanto  concerne  la  stampa  degli  articoli  già  in- 
viati al  Direttore  del  Giornale  ed  accolti  per  rinserzione ,  gli 
Autori  sono  pregati  di  rivolgersi  direttamente  al  prof.  Alberto 
Brambilla:  R,  Liceo  Vittorio  Emanuele  —  Napoli. 

OOIVOIZIOINI 

La  pubblicazione  del  Giornale  è  cominciata  con  Gennaio  1863.  Ogni  due  mesi 

si  pubblica  un  fascicolo  di  pagine  64  in-S^  grande. 
Non  si  ricevono  abbonamenti  che  per  un  anno  con  pagamento  anticipato  : 

Prezzo  per  Napoli  un  «inno  o  volume L.  42 

»      pel  resto  d'Iltilia  idem        (franco) »  14 

»      per  gli  Stali  deir  Unione  postale  idem  (franco)     ...»  48 

))      deir  intera -collezione  (r  Serie  completa)  t863-t»9o,  voi.  34      ))  340 

»      della  Nuova  serie,  anni  I  a  IV  (4894-4897)  4  voi.     ...»  48 

Le  associazioni  si  ricevono  presso  T  Editore  Benedetto  Pellerano  y  Via  Gennaro 
Serra  20  in  Napoli ,  al  quale  dovranno  dirigersi  le  lettere  affrancate  con 
vaglia  postale  e  le  cartoline-vaglia. 


Nuove  pubblicazioni  vendibili  nella  libreria  Pellerano  in  Napoli. 

CONNAISSANCE  DES  TEMPS  ou  des  Mouvements  célestes  pour  le  me- 
ridien  de  Paris  à  Tu^age  des  Astronomes  et  des  Navigateurs  pour 
Tan  1900  publié  par  le  Bureau  des  longitudes,  1  voi.  in  8»  gr.  1897  L.     4,25 

F.  J.  Eléments  de  Mécanique  avec  de  nombreux  exercices.  Quatrième  édì- 
tion,  répondant  aux  programmes  des  classes  de  mathématiques  élé- 
mentaires  et  de  première-sciences,  1  voi.  in  12°  leg.  1897      .        »     4,50 

LAISANT  C.  A.    La  Mathématique.  Philosophie.  —  Enseignement.  1  voi.  in 

8o.  leg.  1898 5,50 

NICOL  J.  Cours  de  Geometrie  còtée  ,  à  1'  usage   des  candidats  à  V  École 

navale,  1  voi.  in  8o.  1897 »     4,50 

POINCARÉ  H.  Lcs  métbodes  nouvelJes  de  la  Mécanique  Celeste.  Tome  IIL 

Premier  fascicule  :  Invariants  intégraux,  in  8^.  {prezzo  del  volume)  »    12,75 

Tip.  A.  Tran!,  Strada  Medina ,  25. 
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I  Bollettino  di  Storia  e  Bibliografia  Matematica  del  Loria,  conrìe  da 
un  N."  di  saggio  qui  annesso,  si  pubblica  a  Torino  dalla  Libreria  Clausen. 
Quei  Signori  abbonati  al  nostro  Giornale  di  Matennatiche  che  lo  volessero,  di- 
rigendosi a  noi,  godranno  del  benefìcio  di  pagarlo  L.  4  Panno  invece  di  L,  6. 
I  nostri  annunzi  bibliografici  si  pubblicheranno  nel  corpo  stesso  del  fìiornale,| 
come  per  il  passato.  Digitized  by  VjOOg IC 
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'X   Ee  molti PLICITÀ 
NELLE  INTERSEZlo/l  DELLE  CURVE  PIANE  ALGEBRICHE 

CON  ALCUNE  APPLICAZIONI  AI  PRINCIPII  DELLA  TEORIA 
DI  TALI  CURVE. 


MEMORIA  ESTBATTA  DA  AL.OUNE  LEZIONI 

di  CORRADO  SEGRE;  a  Torino. 


Le  dimostrazioni  classiche  delle  forinole  di  Plùoker  tra  i  caratteri  di  una 
curva  piana  algebrica  consistono  nel  considerare  le  intersezioni  di  questa  curva 
con  la  1»  polare  di  un  punto  generico  del  piano,  e  con  la  curva  Hessiana;  e  sì 
riducono  a  vedere  quante  di  queste  intersezioni  cadano  nei  punti  singolari  della 
curva  fondamentale.  Perciò,  volendole  esporre  con  rigore,  ed  anche  con  riguardo 
a  singolarità  superiori  di  quelle  solite,  occorre  da  prima  studiare  la  moltiplicità 
d'intersezione  di  due  curve  piane  in  un  loro  punto  comune.  Questa  moltiplicità 
d' intersezione  si  può  determinare  in  più  modi:  o  direttamente,  per  mezzo  del 
risultante  delle  due  curve,  dalle  cui  equazioni  si  elimini  una  variabile;  oppure 
sciogliendo  le  singolarità  che  le  due  curve  hanno  nel  punto  comune,  per  mezzo 
di  trasformazioni  Cremoniane  (quadratiche,  ad  esempio)  ;  od  ancora  separando  i 
vari  rami  o  cicli  dell'una  curva  che  passano  pel  punto,  e  sostituendo  le  serie  di 
potenze  con  cui  essi  vengon  rappresentati  analiticamente  nell'equazione  dell'altra 
curva  ;  ecc.  Questi  ultimi  metodi  sembrano  i  più  rapidi  e  sicuri  ;  specialmente  in 
casi  un  po'  complicati,  nei  quali  l'uso  del  primo  metodo  porterebbe  a  calcoli  di 
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Una  lunghezza  eccessiva.  Airopposto  il  1»  metodo  è  più  diretto,  ed  esige  minor 
numero  di  cognizioni  analitiche  e  geometriche;  sicché  sembra  il  più  opportuno 
per  una  prima  trattazione,  in  scuola,  deirordinaria  teoria  delle  curve  piane  al- 
gebriche. 

In  un  corso  sulle  singolarità  superiori  delle  curve  piane  algebriche  svolto 
neir  anno  1894-95,  io  ho  appunto  proceduto  così  :  dopo  d'aver  studiate,  per  mezzo 
del  risultante,  le  moltiplicità  d' intersezione  di  due  curve,  ne  ho  profittato  per 
ricavare  le  ordinarie  formole  di  PlCcker;  poi  son  passato  alle  trasformazioni 
Cremoniane  del  piano,  alla  separazione  dei  rami  o  cicli  per  mezzo  di  esse,  ed 
alla  rappresentazione  analitica  dei  rami  stessi  ;  ed  applicando  infine  quelle  tra- 
sformazioni e  gli  sviluppi  in  serie  che  rappresentano  i  rami  ho  dimostrato  le 
formole  che  estendono  quelle  di  PlITcker  a  singolarità  qualunque. 

Qui  riproduco,  con  qualche  aggiunta  e  modificazione,  la  prima  parte  di  quel 
corso.  Ho  solo  soppresso  alcuni  sviluppi  pei  quali  posso  rimandare,  senz'  altro, 
ai  classici  trattati  di  Sàlmon,  Cremona,  Clebsch-Lindbmann,  ecc.  ;  mentre  ne  ho 
conservati  altri,  sebbene  si  riferiscano  a  cose  notissime  ed  elementari,  perche 
mi  pajono  essenziali  per  ottenere  un  vero  rigore  nella  trattazione,  una  piena 
esattezza  nei  risultati. 

Torino,  settembre  1897. 

I. 

intersezioni  di  due  curve  piane.  Moltiplicità  d'intersezione  (*). 

1.  Abbiansi  in  un  piano  due  curve  f,  ^,  degli  ordini  n  ^m,  rappresentate 
in  coordinate  omogenee  di  punti  xyz  dalle  equazioni 

f^  ao  +  a^y  +  a^y^  4-  .  .  .  +  a.^y''  =  0 

ove  «f  indica  una  forma  di  x  ^  z  d'ordine  n-t,  e  ^j  una  forma  delle  stesse  va- 
riabili d'ordine  m— J. 

Eliminando  y  fra  quelle  equazioni  si  ha 


R  = 
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(*)  Cfr.  Noether:  Rationale  Ausfùhrung  der  Operationen  in    der  Theorie   der 
algebraischen  Functionen  (1883,  Mathem.  Annalen  t.  23). 
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ove  le  linee  (orizzontali)  composte  con  le  a  sono  in  numero  dì  m,  e  quelle  com- 
poste con  le  p  sono  n.  Si  sa  che  la  B  =  0  è  condizione  necessaria  e  sufficiente 
per  l'esistenza  di  (almeno)  un  valore  di  y  (finito  od  infinito)  che  soddisfi  le  due 
equazioni  f=0  ,  ^=0.  Suppongasi,  qui  e  nel  seguito,  che  le  soluzioni  (xyz)  comuni 
a  queste  equazioni  siano  in  numero  finito,  cioè  che  le  due  curve  / ,  g  non  ab- 
biano comune  una  parte  (curva).  In  tale  ipotesi,  intendiamo  che  il  punto  fonda- 
mentale x=z=0  sia  preso  fuori  dei  punti  comuni  ad  f  e  g,  e  anche  fuori  delle 
rette  che  congiungono  questi  punti  a  due  a  due.  Allora  ogni  punto  comune  ad  f  e  g 
avrà  le  coordinate  x ,  z  soddisfacienti  requazione  R=0  ;  e  viceversa  ogni  solu- 
zione ixz)  di  quest'equazione  (diversa,  s'intende,  dalla  soluzione  ac=2f-0),  od  in 
altri  termini  ogni  fattor  lineare  di  R,  corrisponderà  ad  un  solo  punto  comune 
s,  f ,  g.  Quindi  i  punti  distinti  comuni  ad  f ,  g  saranno  tanti  quanti  sono  i  fattori 
lineari  distinti  di  R,  cioè  le  soluzioni  distinte  deirequazione  R=0. 

Per  determinare  Tordine  di  R,  si  consideri  un  termine  qualunque  (non  nullo) 
dello  sviluppo  del  determinante  che  rappresenta  R:  quello  che  proviene  dal  pren- 
dere dalle  successive  linee  1»,  2*  ,  ... ,  (m-hl)a  ^  (m-h2)a  ,  ...  gli  elementi  di  posti 
1*1  ;  tj  ,  ...  ,^1 ,  Jg  ,  ...  ,  (ove  i^i^  •••  Jiia  •••  sarà  una  permutazione  dei  primi  m  ^  n 
numeri  naturali),  cioè  gli  elementi 

L'ordine  di  questo  termine  sarà 

(n  -  t\  +  1)  4-  (w  -  1,  -f  2)  +  .  .  .  -f  (n  -  i^  +  m) 

+  (w-  /i  +  1)  +  (m- jg  +  2)  T  .  .  .  +  (wi-;„  +  n) 

m(m  -f  1)               n(n  -f- 1)      (m  -f  n)(m  +  «  +  1  ) 
=  mn  -h  -^— +  m»  + 

=  mn. 

E  dunque  mn  Tordine  di  R. 

In  conseguenza  il  numero  delle  intersezioni  {distinte)  dì  f ,  g  sarà  mn,  op- 
pure minore  di  mn  :  ciò  a  seconda  che  R  ha  mn  radici  o  fattori  lineari  distinti, 
oppur  no.— Invece  di  esprimersi  cosi,  si  suol  dire  che  le  curve  f ,  g  hanno  sem- 
pre mn  intersezionij  come  R  ha  sempre  mn  fattori  lineari  :  basterà,  per  potersi 
esprimere  in  tal  modo,  contare  ogni  punto  0  comune  ad  f ,  g  un  conveniente 
numero  I  di  volte,  dicendo  che  I  intersezioni  delle  due  curve  cadono  in  0.  La 
scelta  che  subito  si  presenta  per  questo  numero  I,  cioè  per  la  moltiplicità  d'in- 
tersezione dì  f ,  g  in  vLii  punto  comune  0,  consiste  nell'  assumerla  uguale  alla 
moltiplicità  che  ha  per  R  la  corrispondente  radice  (x ,  2),  cioè  all'  esponente   a 
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cui  compare  in  R  il  corrispondente  fjittore  lineare.  Quella  sarà  per  noi  la  defi- 
nizione della  moltiplicità  d'intersezione  I.  Diremo  pure  che  le  due  curve  hanno 
in  0  un  incontro  1— punto. 

2.  Per  avere  la  moltìplicità  d'intersezione  di  due  date  curve  f ,  g ,  prive  di 
parti  comuni,  in  un  loro  punto  0,  occorre  dunque  fissare  nel  piano  un  punto  A 
che  non  sia  comune  ad  /^ ,  ^r,  né  sia  su  alcuna  retta  congiungente  due  punti  co- 
muni ;  ed  assunto  A  come  punto  fondamentale  delle  coordinate  x=z=0,  formare 
la  risultante  R  delle  equazioni  dì  f  e  g,  proveniente  daireliminazione  di  y:  ossia, 
in  termini  meno  precisi,  determinare  nel  fascio  A  il  gruppo  R=0  delle  rette  che 
projettano  le  intersezioni  di  /  e  ^.  La  moltìplicità  in  R  di  quel  fattore  lineare 
che  rappresenta  la  retta  AO  dà  la  moltìplicità  d'intersezione  in  0  di  /  e  ^. 

È  facile  vedere,  e  risulterà  indirettamente  da  quanto  diremo  fra  poco,  che 
quella  definizione  è  invariantiva,  non  conduce  a  risultati  diversi  se  si  muta  il 
sistema  di  riferimento,  e  quindi  anche  il  punto  A:  purché  sempre  A  soddisfi  le 
condizioni  che  abbiam  dette. 

Si  ottiene  spesso  qualche  abbreviazione  nella  scrittura  togliendo  Tomogeneità 
alle  formolo,  ponendo  cioè  z=ì,  il  che  equivale  a  scrivere  x  e  y  al  posto  dei 
rapporti  (coordinate  non  omogenee)  x:  z  e  y  :z.  Allora  R  diventa  un  polinomio 
nella  sola  variabile  x.  E  la  moltìplicità  d'intersezione  di  f,  g  nel  punto  0,  esterno 
alla  retta  «=0  ed  avente  le  coordinate  (non  omogenee)  x^y^^ ,  sarà  la  moltìplicità 
della  soluzione  x^Xq  neirequazione  R=0.  Cosi  se  0  viene  assunto  come  punto 
fondamentale  {origine)  x=y=0,  la  moltìplicità  d'intersezione  di  f  e  ^  in  0  sarà 
l'esponente  a  cui  compare  la  variabile  x  come  fattore  in  R,  cioè  l'esponente  del 
termine  di  grado  più  basso  del  polinomio  R. 

Una  delle  due  linee  date  sia  una  retta  ;  sicché  si  tratti  della  moltìplicità  di 
intersezione  nel  punto  0,  origine,  di  una  retta  y  =  'kx  con  una  curva  f,  la  cui 
equazione  abbia  come  termini  del  minimo  ordine  in  xy  termini  d'ordine  8  (>1), 
cioè 

f=  tf,{xy)  +  9,+i(aJy)  +  . .  .  +  ^n(P^y) 

ove  le  9  sono  forme  binarie  degli  ordini  indicati  dai  loro  indici.  In  questo  caso 
si  otterrà  R  con  la  semplice  sostituzione  di  y=lx  in  f.  Si  vede  così  che  la  mol- 
tìplicità d'intersezione  in  0  di  /"  con  una  retta  generica  passante  per  0  è  s\  ed 
è  maggiore  di  s  solo  per  quelle  rette  che  verificano  1'  equazione  ^g{xy)  =  0.  Si 
dice  che  0  è  s^-plo  per  f,  e  che  le  rette  9,  ne  son  le  tangenti, 

3.  Alcune  proprietà  del  risultante  di  due  forme  binarie  danno  utili  propo- 
sizioni sulle  moltìplicità  d'intersezione  delle  curve. 

Per  ottenere  rapidamente  quelle  proprietà  conviene  adoperare  l'espressione 
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del  risultante,  non  in  funzione  dei  soli  coefficienti,  bensì  in  funzione  delle  radici 
di  una  delle  due  forme  binarie  (♦).  Conservando  le  notazioni  del  n.  1,  cioè 

f  =  a^^a^y^  ...  +  a^y^ 

e  chiamando  f/i  ,  y^  ,  »  -  »  y^  ^e  n  radici  y  dell'equazione  f-  0,  si  ha  pel  risul- 
tante R  dì  f  e  g  l'espressione 

R  =  (-  ir'*  a^- ^ (y,)  ^  (y,)  .  .  .  ^  (y  J. 

Ciò  posto,  se  questa  si  applica,  supponendo  che  g  sia  il  prodotto  di  due  o  più 
forme  g' ,  <;"  ,  ... ,  essa  dà  subito  che  :  «  il  risultante  di  /  e  del  prodotto  ^y... 
è  uguale  al  prodotto  dei  risultanti  di  /"  e  gr',  di  /"  e  ^r"  ,  .  .  ,  ».  Se  invece  la  si 
applica  a  formare  il  risultante  di  f  e  Xf+pi^,  dove  X,  jjl  sono  polinomi  in  y  di 
ordini  p  —  n  ,  p  —  m,  si  ottiene  che  questo  risultante  è 

(-ir  a/[;.(y,)^(y,)...iji(yj^(y„) 

=  (-1)»"-  an'^giy,) . .  .g(y^)  X  (-l)(^-J-  a^^-'^  jx (yj  . . .  |x(yj  , 

cioè  :  «  il  risultante  dì  f  g  If  ■{- \Lg  è  uguale  al  prodotto  del  risultante  di  f  e  g 
pel  risultante  di  /"  e  jjl  ». 

Kitornando  ora  alle  curve,  e  basandoci  sulla  definizione  data  della  molti- 
plicità  d'intersezione,  deduciamo  le  proposizioni  seguenti  : 

In  un  punto  comune  a  due  curve  f ,  g ,  Vuna  delle  quali,  per  esempio  g,  si 
componga  di  due  o  pili  parti  {distinte  o  no),  la  moltiplicità  d^ intersezione  di  f 
e  g  è  ugnale  alla  somma  delle  moltiplicità  d'intersezione,  in  quel  punto,  di  f  C07i 
le  singole  parti  nominate  di  g  (**). 

Se  f ,  g  ,  X  ,  JJL  sono  forme  qualunque  in  coordinate  di  punti,  tali  che  i  pro- 
dotti Xf  e  jJLg  sian  dello  stesso  ordine,  la  moltiplicità  d'intersezione  delle  due  curve 
f ,  g  in  un  punto  comune  è  uguale  alla  differenza  fra  le  moltiplicità  d*  interse- 
zione, nel  medesimo  punto,  di  f  con  la  curva  Xf  +  |Jtg ,  e  di  f  con  la  curva  [a. 


(*)  Dimostrazioni  razionali  (cioè  senza  ricorrere  alle  radici)  delle  proprietà  me- 
desime si  posson  vedere  nel  §  11  delle  Vorlesiingen  iiber  Invariantentheorìe,  I  Band, 
del  sig.  GORDAN. 

(**)  S*  intende  che  la  moltiplicità  d' intersezione  di  due  e  urve  in  un  punto  che 
non  sia  comune  ad  entrambe  va  posta  aguale  a  zero. — E  cosi  pure,  nel  seguito,  la 
moltiplicità  d'intersezione  di  due  forme  di  cui  una  si  riduca  ad  una  costante  non 
nulla  sarà  da  porsi  uguale  a  zero. 
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In  particolare:  se  f  j  g  sono  curve  di  ordini  u,  m,  ove  in>n,  e  X  è  una 
forma  d*ordine  m  —  u,  la  moltiplicità  dHntersezione  rfi  f ,  g  in  un  dato  punto  è 
uguale  alla  moltiplicità  d'intersezione^  nel  medesimo  punto,  di  f  e  g-^  Xf. 

4.  Consideriamo,  insieme  con  la  curva  f  d'  ordine  n,  un  sistema  lineare  di 
curve  d'ordine  m  :  X^  +  X^  ^^  +  .  .  . ,  ove  X  ,  X^  ,  .  .  .  sono  1  parametri  del  siste- 
ma. Sia  0  un  punto  di  ^  pel  quale  passino  le  curve  g,g^, , .  ,:  per  0  passerà 
pure  ogni  altra  curva  di  quel  sistema.  Supporremo  che  né  f  né  una  sua  parte 
sia  contenuta  in  tutte  le  curve  del  sistema.  Formiamo  la  risultante,  rispetto  alla 
variabile  y,  delle  due  forme  /  e  X^r  +  X,^,  +  .  .  .  ;  la  indicheremo  ancora  per 
brevità  con  R.  Sarà  evidentemente  una  forma  d'ordine  mn  delle  variabili  a,  «, 
nella  quale  ì  coefficienti  saranno  a  loro  volta  forme  di  grado  n  dei  parametri 
X  ,  Xj ,  .  .  .  Se  il  punto  0  è  Torigine ,  x  =  0  sarà  una  soluzione  dell*  equazione 
R  =  0 ,  qualunque  siano  X  ,  Xj  ,  .  .  .  ;  per  conseguenza  nella  forma  R  il  termine 
che  contiene  x  coll'esponente  più  basso  lo  conterrà  con  un  esponente  I  >  0,  sarà 

I    mn — ^I 

X  t  moltiplicato  per  una  certa  forma  9  di  grado  n  di  X  ,  X^  ,  .  .  .  .  La  mol- 
tiplicità d'intersezione,  in  un  punto  0,  della  curva  f  con  la  curva  generica  di 
un  dato  sistema  lineare  X^  +  Xj  ^^  +  .  .  .  ha  un  valore  I  ben  determinato  :  sì  avrà 
in  0  una  moltiplicità  d'intersezione  con  i  maggiore  di  I  solo  per  quelle  curve 
del  sistema  lineare  i  cui  parametri  annullano  una  certa  forma, — Non  sono  tutte 
le  curve  che  annullano  0  quelle  che  danno  una  moltiplicità  d'intersezione  >  I. 
Se  0  è  «-pio  per  /,  e  Tasse  oc  =  0  è  stato  scelto  in  modo  che  tagli  /  fuori  di 
0  in  n  ~  8  punti  distinti,  i  quali  non  siano  punti  base  pel  sistema  lineare  dato, 
la  0  è  anche  annullata  da  quelle  curve  del  sistema  le  quali  passano  per  uno 
di  quegli  n  —  «  punti.  Solo  dividendo  h  per  le  n  —  «  forme  lineari  di  X  ,  X^ , . . . 
che  col  loro  annullarsi  esprimono  questi  passaggi  si  ottiene  la  forma,  che,  ugua- 
gliata a  zero,  dà  le  curve  del  sistema  aventi  in  0  con  /  più  che  I  intersezioni. — 
Il  sistema  lineare  d'ordine  m  sia  un  fascio:  lo  rappresenteremo  (togliendo, 
per  brevità  di  scrittura,  V  omogeneità,  nelle  coordinate  e  nei  parametri)  con 
^-|-;j^i.  L*  equazione  R=0  è  divisibile  per  x  :  fatta  la  divisione,  rimane  come  ter- 
mine indipendente  da  ce  un  polinomio  in  [i.  Consideriamo  una  di  quelle  curve  del 
fascio  che  annullano  questo  polinomio  senza  passare  per  altri  punti  comuni  ad  f 
e  alla  retta  x=0:  una  curva  cioè  che  abbia  con  f  in  0  più  che  I  intercezioni. 
Possiamo,  per  brevità  ancora,  supporre  che  sia  la  curva  g,  cioè  la  curva  del 
fascio  per  cui  y.zzO.  Per  questo  valore  di  [jl  la  funzione  R:x  verrà  ad  esser  di- 
visibile  ancora  per  una  certa  potenza  aj*  di  x  :  sicché  R  è  divisibile  per  x  ,  sono 
I+i  le  intersezioni  in  0  ài  f  e  g.  Ora  un  noto  teorema  di  Cauchy  (della  conti- 
nuità delle  funzioni  algebriche)  (*)  applicato  all'equazione  R  :  a?  =0  fra  a:  e  jx,  la 


(*)  Cfr.  ad  esempio  Briot  et  Bouquet:  Théorie  des  f aneti dns  elliptiques,  2*  ed., 
pag.  31  ;  Jordan:  Cours  d'analyse,  2®  ed.,  t.  I,  pag.  342. 
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qaale  per  jjl=:0  ammette  a5=0  come  soluzione  t— pia  ci  dice,  che,  se  |x  si  prende 
convenientemente  piccola  in  valor  assoluto  (modulo),  quell'equazione  ammettere 
delle  soluzioni  x  piccole  in  valor  assoluto  quanto  si  vuole.  Queste  soluzioni  cor- 
rispondono a  punti  comuni  ad  Z'  e  ^  f  |jl^i  ,  i  quali  tenderanno  verso  0  col  dimi- 
nuire di  [JL  :  giacché  per  ipotesi  f  e  g  non  hanno  altri  punti  in  comune  sulla  retta 
05=0.  Dunque:  se  le  curve  generiche  di  un  fascio  hanno  con  f  in  0  la  moltipli' 
cita  cC intersezione  I,  mentre  una  curva  particolare  g  del  fascio  ha  in  0  con  f 
moltipUcità  d'intersezione  maggiore  di  I,  una  curva  del  fascio  abbastanza  pros- 
sima a  g  avrà  una  o  piti  intersezioni  con  f  diverse  da  0  ma  prossime  quanto 
si  vuole  ad  0.  In  questo  enunciato,  col  dire  che  due  curve  dello  stesso  ordine 
sono  abbastanza  vicine  intendiamo  dire  che,  dopo  moltiplicata,  se  occorre,  Tuna 
di  esse  per  un  conveniente  fattore,  le  differenze  tra  i  coefficienti  omologhi  delle 
due  equazioni  hanno  i  moduli  minori  di  un  conveniente  limite.  —  Ponendo  una 
certa  condizione,  possiamo  precisare  meglio.  Supponiamo  che,  dopo  tolti  da  R, 
mediante  divisione,  tutti  i  fattori  che  dipendono  dalla  sola  (c  e  non  da  [jl  (rap- 
presentanti quei  punti  che  stanno  su  f  e  su  tutte  le  curve  del  fascio),  il  discri- 
minante della  nuova  funzione  di  x  non  sìa  nullo  identicamente:  basterà  perciò 
che  vi  sia  una  curva  del  fascio,  la  quale^  fuori  dei  punti  base,  incontri  f  in 
punti  tutti  distinti  (*).  Allora  il  teorema  sulle  funzioni  algebriche  già  adoperato 
dà  un  risultato  più  preciso:  poiché  per  jjl  =  0  T  equazione  che  noi  consideriamo 
ha  la  soluzione  ac=0  come  i-pla,  per  \k  abbastanza  piccola  in  valor  assoluto  essa 
ammetterà  esattamente  i  diverse  radici  x  di  modulo  minore  di  un  limite  dato  ad 
arbitrio,  purché  convenientemente  piccolo.  Dunque,  nella  fatta  ipotesi,  potremo 
dire  che:  se  la  curva  particolare  g  del  fascio  ha  in  0  con  f  la  moltipUcità  dHn- 
tersezione  I+i ,  una  curva  del  fascio  abbastanza  prossima  a  g  avrà  precisamente 
i  intersezioni  con  f,  distinte  fra  loro  e  da  0,  prossime  quanto  si  vuole  ad  0. 

Tutto  ciò  vale  anche  se  1=0.  Ne  possiamo  trarre  una  nuova  definizione  per 
la  moltipUcità  d'intersezione  i  di  due  curve,  f  d'ordine  n,  e  g  d'ordine  m,  in  un 
punto  comune  0:  nell'ipotesi  che  l'una  di  esse,  ad  esempio  f  sia  priva  di  parti 
multiple,  e  non  abbia  alcuna  parte  comune  con  1'  altra.  Un  fascio  generico  di 
curve  d'ordine  m,  nel  quale  stia  ^,  sarà  tale  che  la  curva  generica  del  fascio 
taglierà  f  in  mn  punti,  tutti  distinti  e  variabili:  invero  f  é  così  incontrata ,  ad 
esempio,  da  una  curva  d'ordine  m  composta  di  m  rette  convenienti  (non  passanti 
pei  punti  multipli  di  f,  né  tangenti  ad  f,  né  incrociantisi  su  f).  Quel  fascio  d'or- 
dine m  é  dunque  nelle  condizioni  dianzi  supposte.  Inoltre  é  qui  1=0,  perchè  0 
non  é  punto  base  del  fascio.  Abbiamo  dunque  la  proposizione  seguente  :  Sia  ì 
la  moltipUcità  d'intersezione  in  un  punto  0  di  due  curve  f ,  g  degli  ordini  n ,  m, 
tali  che  f,  ad  esempio,  non  contenga  parti  multiple,  né  abbia  parti  comuni  con  g 


(*)  Sì  potrebbe  dimostrare,  ma  ciò  esigerebbe  qualche  considerazione  uu  po'  piìi 
lunga  —  e  d'altronde  non  ci  occorre  qui  —  ,  che  questa  condizione  è  sempre  soddi* 
sfatta  se  f  non  ha  componenti  multiple. 
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una  curva  dfordine  m,  abbastanza  prossima  a  gj  e  generica,  vale  a  dire  tale  che 
tagli  f  in  mn  punti  distinti  fra  loro  e  distinti  dai  punti  comuni  ad  f  e  g,  avrà 
precisamente  i  di  queste  intersezioni  con  f  prossime  quanto  sì  vuole  ad  0.  — 
Questa  proposizione  inette  bene  in  chiaro  la  natura  geometrica,  invariantiva,  di 
quel  numero  che  abbiam  chiamato  «  moltiplicità  d'intersezione  »  ;  e  dà  ragione 
di  questo  nome. 

IL 
Determinazione  della  moltiplicità  d'intersezione  in  alcuni  casi. 

5.  Occupiamoci  della  moltiplicità  d'intersezione  delle  due  curve  f,g  nel 
punto  0,  supponendo  che  questo  sia  s— pio  per  f  ed  r— pio  per  g.  Assunto  0  come 
origine,  dovranno  tutti  i  termini  di  f  contenere  x  ,  y  almeno  a  grado  s  ;  per 
conseguenza  la  a,-  del  n.  1  quando  i<s  conterrà  il  fattore  a;*"*.  Similmente  la  &j 
per  j<r  conterrà  il  fattore  x''-'.  La  moltiplicità  d'intersezione  in  0  dì  f  e  g  è 
data  dall'esponente  della  potenza  di  x  che  entra  come  fattore  nel  determinante 
R  del  detto  n.  l.  Per  ottenerla  moltiplichiamo  le  prime  r— 1  linee  (orizzontali) 
di  quel  determinante  rispettivamente  per  x^"^  ;  se'*""* ,  ...  ,  a?,  e  le  s—\  linee  di 
posti  (m+ì)  ,  (m+2) ,  ...  rispettivamente  per  x*~^ ,  x*'*  ,  ...  ,  X.  Con  ciò  la  I»  co- 
lonna (linea  verticale)  diventerà  divisibile  per  x'*"*'*"  ",  la  2»  colonna  per  x*"**'*,..., 
la  (r+«— 1}°^  per  a.  Ne  segue  che  R  contiene  x  a  potenza  almeno  uguale  a 

(r-f  g)(r  +  g-l)  _r(r--l)      s{8-l)__  ^ 
2  2  ~2~  ■"*'*• 

Dunque:  la  moltiplicità  d'intersezione  in  un  punto  è  maggiore  od  uguale  al  prò - 
dotto  delle  moltiplicità  che  nel  punto  hanno  le  due  curve. 

6.  Importa  stabilire  in  quali  casi  quella  moltiplicità  d'intersezione  dì  f  e  g 
sarà  maggiore  del  prodotto  rs.  A  tal  fine  ci  serviremo  di  un  procedimento  do- 
vuto al  sig.  Voss  (*). 

La  detta  moltiplicità  d'intersezione  è  maggiore  di  rs  quando  nel  polinomio  R 
è  nullo  il  coefficiente  del  termine  in  x'*'.  La  questione  si  riduce  dunque  a  calco- 
lare questo  coefficiente.  Ora  ciò  si  può  fare  nel  seguente  modo.  Si  operino  nel 
determinante  R'  le  moltiplicazioni  e  divisioni,  indicate  dianzi  (n.  6),  di  linee  e 
colonne  per  potenze  di  x,  il  cui  effetto  sarà  di  dividere  R  per  x''*  ;  indi  si  ponga 
nel  risultato  x=0:  si  avrà  così  il  coefficiente  cercato. 


(*)  V.  a  pag.  533  del  t.  27  (1886)  dei  Mathem.  Annalen.  (Tengo  conto  anche 
di  una  piccola  semplificazione  indicata  dal  sig.  NoÈther  a  pag.  144  del  t.  40  degli 
stessi  Annali). 
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Riscriviamo  il  determinante  R,  separandone  le  linee  in  quattro  gruppi,  (1) 
di  r  linee,  (2)  di  m-r,  (3)  di  s,  (4)  di  w— »  ;  e  le  colonne  in  due  ginippì,  cioè 
(I)  di  r+«,  (II)  di  min-^r—s'^  così: 


(I) 

(li) 

R  = 

«0 

«1 

•     •     • 

^r^t'ì 

«r+, 

«r+i+l 

.  .  .  0 

0 

«0 

^r^t'i 

«r+i-1 

^r+j 

.  .  .  0 

(1) 

• 

• 

•            • 

•                      • 

• 

•              • 

0 

0 

•     •     • 

«. 

«5+1 

«,+» 

.  .  .  0 

0 

0 

.  .  . 

«.-1 

«. 

«.M 

.  .  .  0 

0 

0 

.  .  . 

«.-» 

«.-1 

«. 

...  0 

(2) 

. 

• 

• 

. 

• 

•              • 

0 

0 

•             • 

• 

• 

•    «« 

Po 

p, 

.  .  . 

Pr4.«-i 

■Pr.. 

Pr+.+l 

.  .  .  0 

0 

Po 

^  .  . 

6r+«-« 

Pr+»-l 

Pr*. 

.  .  .  0 

(8) 

. 

• 

•           • 

• 

• 

•              • 

0 

0 

•     •     • 

Pr 

Pr« 

Pr 

.  .  .  0 

0 

0 

•     •     • 

Pr-l 

Pr 

Pr« 

.  .  .  0 

0 

0 

•     •     • 

Pr-, 

Pr-l 

Pr 

.  .  .  0 

(4) 

0 

• 

0 

•                     • 

•                     • 

• 

•                 • 

.    Pm 

scriveildo  a^^., ,,..  sMntende  che  quando  venisse  una  a  con  indice  >n,  sarebbe  un 
simbolo  che  sostituisce  lo  zero  ;  e  analogamente  per  le  ^.  —  Mettiamo  ora  in  evi- 
denza nelle  a  e  g  i  termini  più  bassi  rispetto  ad  x  ;  sia  cioè,  ordinando  secondo 
le  potenze  crescenti  di  x  (e  ponendo  per  brevità  i  =  1), 


a,-  ^  a, -f  .  .  . 


per    i<8  f 
i>8  , 

j>r  , 

e  vediamo  che  cosa  diventano  queste  quantità  nei  singoli  posti  che  occupano  nel 
determinante  R,  quando  su  questo  si  facciano  le  operazioni  che  abbiam  dette. 
Là  a^  (dove  i  si  prende  ad  arbitrio)  sta  in  ogni  linea  dei  gruppi  (l)  e  (2).  Con-' 

TOL.    XXXVI.  2 
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sideriamola  nella  A;— esima  linea  di  R  :  sarà  evidentemente  neirincontro  di  questa 
con  la  colonna  (i+fc) -esima.  Supponiamo  da  prima  che  questa  faccia  parte  del 
gruppo  di  colonne  (I)  :  sarà  dunque  «+A:<r+«.  Allora  se  fe>r,  cioè  se  Telemento  ol^ 
si  prende  nella  regione  (12)  del  determinante  R,  sarà  i<s  ;  e  poiché  queir  ele- 
mento non  subisce  allora  altre  operazioni  che  la  divisione  per  af"*^*'''*^,  dopo  di 
questa  conterrà  ancora  x  a  potenza  («— i)—(r+«—i— &)=*;— r,  che  è  per  ipotesi  >0: 
dunque  facendo  poi  (C^O  esso  svanirà.  Svaniscono  dunque  tutti  gli  elementi  della 
regione  (12).  —Invece  se  A:<r,  cioè  se  a^-  si  prende  nella  regione  (II),  essa  viene 
prima  moltiplicata  per  af'^  e  poi  divìsa  per  as'"'*"*"''**  :  in  conclusione  rimane  di- 
visa per  re*"*.  Quindi,  se  i<8,  posto  ac=0,  rimarrà  in  quel  posto  a^  ;  e  se  invece 
i>8  la  divisione  per  af'^  fa  sì  che,  ponendo  poi  ac=0,  queirelemento  si  annulle- 
rà. —  Analogamente  :  nella  regione  (14)  tutti  gli  elementi  svaniranno;  e  nella  (13) 
rimarranno  solo,  e  saran  da  sostituirsi  con  bj,  quelle  ^j  che  hanno  l'indice  j'<r 
(al  posto  delle  altre  si  metteranno  degli  zeri).  — Venendo  al  gruppo  di  colonne  II, 
e  più  precisamente  alle  regioni  (112)  ,  (114),  i  cui  elementi  non  hanno  subito  né 
moltiplicazioni  né  divisioni  per  potenze  di  x,  quando  vi  si  ponga  x=0  le  a,-  di- 
verranno 0  se  t  <  «  e  si  ridurranno  ad  a,  se  i>s\  ed  analogamente  per  le  ^j. — 
Sviluppando  ora  il  determinante  R  così  modificato,  secondo  i  determinanti  d'or- 
dine r+«  e  m-^-n-r-a  estratti  rispettivamente  dai  gruppi  di  colonne  (I)  e  (II), 
runico  determinante  non  nullo  che  si  avrà  dalle  (I)  sarà  quello  che  proviene 
dalle  linee  (1)  e  (3)  :  o  si  conclude  che  il  coeflBciente  del  termine  in  x''*  nel  po- 
linomio R  di  2C  è 


«0 

a,     . 

.  .     a,      0     .  . 

.     0 

X 

», 

«.+1 

• 

•  «» 

0    . 

.  .  0 

0 

"o     • 

•  •    «t-i  «.    •  • 

.    0 

0 

a,      • 

• 

•   ««-1 

rt„  . 

.  .  0 

0 

0 

•                      ■                      • 

«. 

0 

0 

. 

. 

. 

*                 • 

6o 

bt 

. 

0 

K 

^.x 

. 

• 

• 

0 

0 

bo 

a                     •                          • 

0 

0 

K 

• 

• 

• 

0 

0 

0 

.                     .                     • 

K 

0 

0 

a 

• 

•              • 

Ora  il  lo  di  questi  determinanti  è  il  risultante  delle  equazioni 
9,  =  aoX'  +  a^X^'^y  +  .  .  .  +  n,y*  =  0 
if^  =  feoX''  +  hypf'hj  +  .  .  .  -f  t^y''  =  0 , 

le  quali  rappresentano  (n.  2)  i  gruppi  delle  «  ed  r  tangenti  in  0  ad  /"  e  g:  il 
suo  annullarsi  significherebbe  dunque  che  queste  curve  hanno  una  tangente  co» 
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mane  in  0.  Ed  il  2o  determinante  è  il  risaltante  delle  equazioni 

«.  +  «.+iy+  •  •  •  +«^y'*"*=o 
K  +  W^iy-^  •  .  .  +&my'""''  =  o, 

le  quali  determinano  le  intersezioni  di  f  e  ^  con  la  retta  aj  =  0,  dalle,  quali  sia 
tolto  il  punto  0  contato  rispettivamente  s  ed  r  volte.  Per  l'ipotesi  (n.  1)  che  il 
punto  fondamentale  A  non  stia  su  alcuna  retta  congiungente  due  punti  comuni 
Sid  f  e  g,  quest'ultima  coppia  di  equazioni  non  può  ammettere  una  soluzione  y 
comune;  airinfaori  eventualmente  della  soluzione  y~0,  che  si  avrebbe  nel  caso 
che  la  retta  a?  =  0  fosse  tangente  in  0  ad  ambo  le  curve.  Del  resto,  per  poter 
d'or  innanzi  dire  che  quel  2^  determinante  è  essenzialmente  diverso  da  zero , 
converremo  che  il  punto  fondamentale  A  sìa  preso  fuori  delle  tangenti  comuni 
ad  f  e  ^  in  0  :  sicché  la  retta  «=0  non  sarà  mai  fra  queste  tangenti.— Conclu- 
diamo finalmente:  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  la  moltiplicità 
d'intersezione  delle  due  curve  nel  punto  O,  r— pZo  ed  s^plo  per  esse^  sia  maggiore 
del  prodotto  rs,  è  che  le  curve  abbiano  ivi  almeno  una  tangente  comune. 

7.  Poniamo  ora  che  effettivamente  f  e  g  abbiano  comune  una  tangente  t  in  0. 
Si  tratterà,  in  questo  n.«  e  nei  seguenti  fino  al  n.  12,  di  applicare  procedimenti 
simili  a  quelli  dei  n.»  5  e  6  alla  determinazione  della  moltiplicità  d'intersezione 
di  Z'  e  ^  in  0,  in  vari  casi. 

Da  prima  introduciamo  solo  la  considerazione  di  un  numero  /i>l,  tale  che 
la  tangente  t  abbia  in  0  con  f  e  con  g  delle  moltiplicità  d'intersezione  rispetti- 
vamente '>s\-h  e  >r+h.  Assunta  la  t  come  asse  y=0,  quell'ipotesi  equivarrà  a  dire 
che  Oo  contiene  come  divisore  non  solo  05*  ma  a?*^^ ,  e  che  similmente  fo  contiene 
il  fattore  x'^^^  •,  ossia  che  son  nulle  le  costanti  ao  e  bo,  e  sì  ha 

«0  =  ax'+''  +  .  .  . 
Po  =  baf'"-^  +... 

Operando  allora  sul  determinante  R  come  s'è  fatto  al  n.  5  si  ottiene  negli  eie- 
menti  della  1»  colonna  la  x  elevata  a  potenza  superiore  di  h  a  quella  che  si 
veva  allora.  Dunque  :  la  moltiplicità  d'intersezione  di  due  curve  in  un  punto 
T^plo  ed  Q—plo  per  esse,  con  una  tangente  comune  ad  incontro  almeno  (r+h)-pttn<o 
ed  (s-\^ì\)'puntOy  è  maggiore  od  uguale  a  rs  4- h. 

Per  vedere  poi  quando  è  che  quella  moltiplicità  è  maggiore  di  rs-^h,  ope- 
riamo come  al  n.  6,  con  la  sola  modificazione  di  dividere  la  1*  colonna  per 
3P'+«+A-i  j^^2i  che  per  sc'*^*"*.  Allora  come  coeflficiente  di  x^'^^  nel  polinomio  R 
si  ottiene  quello  stesso  prodotto  di  due  determinanti  che  nel  n.  6  si  era  trovato 
come  coefficiente  di  x'*;  con  la  diff'ercnza  che  ora  nella  1»  colonna   del   lo  dc- 
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terminante  in  luogo  di  o^  e  ^o  ^^  dovrà  scrivere  a  e  b  (mentre  nelle  altre  a,  e 
60  assumono  il  valore  zero).  Il  !<>  determinante  é  dunque 


a 

«i 

«2 

«j  . .  .  0 

0 

0 

«1 

Oj  .  .  .  0 

0 

0 

0 

ai  ...  0 

0 

0 

0 

0    ...  a. 

6 

^ 

b. 

6,  ...  0 

0 

0 

bx 

6,  ...  0 

0 

0 

0 

61  ...  0 

•          •          • 

ì  «1 

Oj  .  .  .  0 

1  0 

Oj  .  .  .  0 

0 

0  ...  a, 

*1 

6,  ...  0 

0 

&i  .  .  .  0 

0 

0    ...  6, 

0     0     0      0  ...  6^ 

ossia  è  uguale  al  prodotto  di  (ab^  -  a^b)  pel  risultante  di 

ai  X*"*  +  a^  x'-«  y  4-  .  .  .  +  a,  y*"^  =  0  , 

òi  «'•'1  +  6,x'-2  2/+  .  .  .  +6^/-i=0  , 

cioè  dei  due  gruppi  di  «—1  ed  r— 1  tangenti  in  0  ad  f  e  ^,  che  rimangono  to- 
gliendo (una  volta)  la  t  dai  gruppi  9,  e  <j/^  di  «  ed  r  tangenti.  Quanto  al  2»  dei 
determinanti  su  nominati  esso  rimane  quale  era  nel  n.  prec.  ;  e  quindi ,  come 
vi  si  disse,  essenzialmente  diverso  da  zero.  Concludiamo  che  :  la  móltipìicità 
d'intersezione  è  superiore  ad  rs  +  h  :  lo)  quando  coincidono  una  delle  s-1  tan- 
genti in  0  ad  f  che  rimangono  oltre  alla  t  ed  una  delle  r— 1  tangenti  in  0  a  g 
che  rimangono  oltre  alla  t  ;  2^)  quando,  assumendo  0  come  origine  e  la  tangente 
t  come  retta  y=0,  cosicché  le  equazioni  delle  due  curve ^  ordinate  secondo  le  po- 
tenze crescenti  delle  variabili,  siano 


si  abbia 


f  =  ax*-^'^  +  .  .  .  +  y(aix*-*  +  ...)  + 
g  =  bx''^'»4-...-f  y(bix'-i  +  ...)4- 

ab,  -  ajb  =  0.    (*) 


(*)  Questa  relazione  tra  i  coefficienti  delle  due  curve,  e  cosi  altre  che  incon- 
treremo poi,  esprimono  dei  contatti  superiori  (osculazioni)  che  hanno  luogo  fra  quei 
rami  (0  cicli)  delle  curve  f  e  g  i  quali  son  tangenti  in  0  a  ^. 
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Merita  di  esser  rilevato  il  caso  seguente;  che  ci  si  presenterà  n^lle  applica- 
zioni. Se  a  =  0  e  6  non  è  0 ,  la  condizione  ab^  —  0^0  =  0  si  riduce  ad  a^  =  0.  Ora 
a  =  0  significa  che  f  e  i  hanno  in  O  moltiplicità  d'intersezione  maggiore  di  8-\-h  ; 
mentre  a^  =  0  significa  che  t  assorbe  due  (almeno)  delle  a  tangenti  in  0  ad  f. 
Dunque  :  se  0  è  B^-plo  per  f,  r-plo  per  g,  e  t  ha  in  0  moltiplicità  d'intersezione 
r  +  h  con  g,  e  >  s  +  h  con  f,  la  moltiplicità  d^ntersezione  in  0  di  f  con  g  è 
maggiore  di  rs  +  h  solo  quando  una  delle  s  —  1  tangenti  in  0  ad  f  che  rimangono 
oltre  alla  t  sia  pur  tangente  in  0  a  g  :  in  particolare  quando  t  assorbe  due 
almeno)  delle  s  tangenti  in  0  ad  f. 

Cosi  se  «  =  1;  /  avrà  come  unica  tangente  la  t,  e  la  moltiplicità  d' interse- 
zione di  f  e  g  nelle  fatte  ipotesi  non  potrà  essere  maggiore  di  r  +  ^.  Ponendo 
r  +  h  =  k,  l'ipotesi  che  la  moltiplicità  d'intersezione  in  0  di  /  e  t  sia  >  s  +  h 
risulterà  certo  soddisfatta,  se  supporremo  che  la  detta  moltiplicità  d'intersezione 
sia  >  k.  Adunque  :  se  la  curva  g  passa  per  0  con  moltiplicità  qualunque,  aven- 
dovi incontro  ÌL-punto  con  la  retta  tj  mentre  la  curva  f  passa  semplicemente  per 
0,  avendovi  incontro  piti  che  ìi—punto  con  la  tangente  t,  la  moltiplicità  d'inter- 
sezione di  g  ,f  in  0  sarà  esattamente  k. 

8.  Abbiamo  osservato  or  ora  che  :  se  la  tangente  comune  t  a,d  f  e  g  nel 
punto  0  «-pio ,  r— pio,  ha  ivi  incontro  (r  +  /i)-punto  con  ^,  ma  più  che  {s  +  h)- 
punto  con  /,  ed  inoltre  assorbe  almeno  due  delle  s  tangenti  ad  /"  in  0  ,  allora 
le  intersezioni  in  0  di  /  e  ^  saranno  almeno  r«f?^+l.  Esaminiamo  ora  in  quali 
casi  queste  intersezioni  in  0  siano  in  numero  maggiore  di  quello. 

Le  ipotesi  fatte  per  la  tangente  ^  di  /  equivalgono  a  mettere  nel  no  preced. 
a  =  0  ;  rtj  =  0.  In  conseguenza  poniamo  : 

ao  ^  a'  x*'*'^'*'^  +  .  .  .     ,    a,  =  a'i  x'  -f  .  .  .  , 

conservando  pel  resto  le  notazioni  di  prima.  Si  facciano  ora  nel  determinante 
R  le  stesse  moltiplicazioni  di  linee  per  potenze  di  x  che  si  fecero  al  n.5  :  col 
solo  divario,  che  la  linea  di  posto  m  + 1  si  moltiplichi  ora  per  x'  anzi  che  per 
a*"^  Diventerà  allora  la  1»  colonna  divisibile  per  x''""'"*"'*  (anzi  che  per  as*""*"*"*) , 
la  2»  per  x"^^*"^  (anzi  che  per  a:'*"*'*''*),  e  poi  le  altre  colonne  per  le  stesse  po- 
tenze di  X  come  al  n.5.  Eseguite  quelle  divisioni,  e  posto  poi  a  =  0,  si  ha,  ope- 
rando come  ai  n.i  6 ,  7 ,  che  il  coefficiente  di  a;'**+'*+*  in  R  è  il  prodotto  di  un 
determinante  essenzialmente  diverso  da  zero  pel  seguente  determinante  (d'  or- 
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dine  r +  «f  : 
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a. 
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a. 
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0 

0 

0 
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0 
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fri 

h 
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\ 
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0 

0 

&l 

b. 

K 

0 

0 

0 

0 

h 

h 

0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 


0         0  0  0  0  0  ...         6^ 

Questo,  sviluppato  secondo  le  prime  tre  colonne,  risulta  u^ale  al  prodotto  di 

pel  determinante  risultante  di 

a,  se*"*  4-  «3  a*"»  y  +  . .  .  +  a,  y'"*  ~  0  , 

6i  «'•-^  +  6,  x'-^y  +  .  .  .  +  «>r  y"-^  =0  , 

cioè  risultante  dei  due  gruppi  di  «  -  2  ed  r  —  1  tangenti  in  0  ad  /  e  ^,  che  ri- 
mangono togliendo  t  due  volte  dal  gruppo  delle  «  tangenti  ad  f ,  e  una  volta 
dal  gruppo  delle  r  tangenti  a  g.  Dunque  :  Se  le  due  curve  t,  g  hanno  comune , 
nel  punto  s-plo  ,  v—plo  0 ,  una  tangente  t,  la  quale  abbia  con  g  in  0  incontro 
(r  +  h)'punto  e  conti  fra  le  r  tangenti  di  g  in  0  solo  una  volta,  mentre  abbia  in 
0  con  f  incontro  più,  che  (s  +  hypunto,  ed  inoltre  conti  due  volte  almeno  fra  le 
s  tangenti  ad  f  ;  la  moltiplicità  d'intersezione  di  f  e  g  in  0  sarà  almeno  uguale 
a  rs  +  h  +  1.  E  sarà  maggiore  solo  nei  casi  seguenti  :  1^)  quando  f  e  g  abbiano 
comune  un'ulteriore  tangente  in  0.  2o)  se  h  =  1,  sicché 

f  =  a'x*+«+  ...  +  y(a'ix*+  ...)  +  y2(a,  x''-*  +  ...)  + 


g  =  bx''+i    +...-f-y(biX'- 


.)  + 


quando  sia  soddisfatta  la  condizione 

agb»-  a',  bbj  I  a'b/^0. 
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3o)  se  h  >  1 ,  sicché 

f  =  a'  x'*-'*+i  +  . .  .  +  y(a\  x»  +  .  .  .)  -f 

g  =  bx'-^'»       -f  . . .  f  y(bi  x'-^  -f  .  .  .)  + » 

quando  sia 

a'  bj  -  a'i  b  =  0. 

9.  Possiamo,  sempre  segaendo  lo  stesso  metodo,  ottenere  una  proposizione 
più  generale  di  quelle  stabilite  al  n.  7.  Supponiamo  cioè,  non  solo,  come  ivi 
s'era  fatto,  che  le  due  curve  f,g  abbiano  comune  la  tangente  t  (j/  =  0),  per 
modo  che  le  moltiplicità  d'intersezione  in  0  di  /  e  ^  con  t  siano  maggiori  od 
uguali  a  S'k-h  ed  r-hh\  ma,  di  più,  che  t  conti  fra  le  s  tangenti  di  f  in  0  e  fra 
le  r  tangenti  di  ^  in  0  un  certo  numero  di  volte,  maggiore  od  uguale  a  t  :  sic- 
che  le  forme  <p,  e  ^^  siano  divisibili  per  y  (ed  è  x  <  r  ,  «).  Sarà  allora  da  porre 
nel  n.  6 

fl.^  z=  flj  t=  .  .  ,  =  a      =  0 

ossia,  oltre  alle  ipotesi  del  n.  7 

ao  =  aaj'+'*  +  .  .  . 

avremo  ora,  se  si  esclude  il  caso  di  x  =:  1  già  trattato  nel  n.  7  , 

per  0  <  I  <  t  a,  =  a',,  ac'-'"***  -h  .  .  . 

per  0  <  j  <  X  fij=^'j  ^'^^^  +  . . .  , 

mentre  poi  per  i  valori  di  i  e  j  che  sono  >x  adoperiamo  ancora  le  espressioni 
(primi  termini)  di  a^  e  gj  date  nel  n.  6.  Nel  primitivo  determinante  R  si  avrà 
cosi  la  prima  colonna  col  fattore  x  a  potenza  superiore  di  h  unità,  e  poi  le  suc- 
cessive colonne  fino  alla  x~esima  (inclusa)  col  fattore  x  a  potenza  superiore  di 
un'unità ,  rispetto  a  quelle  che  si  avevano  ai  numeri  5  e  6.  In  conseguenza , 
mentre  allora  si  trovava  in  R  il  fattore  a?**',  ora  si  vede  che  vi  sarà  x  elevato 
almeno  alla  potenza  r«  +  7r  +  x  -  1. 
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Ma  è  facile  riconoscere  che  se,  oltre  ad  essere  "  >  1,  è  anche  /i  >  1,  come 
per  ora  supporremo,  in  R  entrerà  x  a  potenza  rs  -f-  ^  4-  t.  Basta  perciò  modifi- 
care lievemente  le  moltiplicazioni  adoperate  nel  n.  5  delle  linee  di  R  :  molti- 
plicare cioè  le  prime  r  —  l  linee  rispettivamente  per  x*" ,  x*^^ ,  a;*^'  , . . . ,  x  e  le 
s  —  1  linee  di  posti  (m  +1)  ,  (w  +  2) , . . .  per  ce* ,  x*"^ ,  a?""^  , ... ,  x.  In  tal  modo 
la  1»  colonna  diventa  divisibile  per  »''+*+'*,  la  2»  per  ac'"***  (mercè   V  ipotesi   che 

V-¥8  — T-f-l 

sia  /i>l),  la  3»  per  x''+***'^, . . . ,  la  T-esima  per  x  ,  la  (i  +  1)— esima  per 

X  ;e  poi  la  (t  +  2)— esima  |Solo  ipiù  per  x  ,  la  (-  -f-  3)  —  esima    per 

x  ^  , . . . ,   la  (r  +  «  —  1)— esima  per  ce.  Si  vede  cosi   che  eflfóttivamente  R 

nel  ca§o  attuale  è  divisibile  per  x 

Per  determinare  poi  il  coefficiente  del  termine  di  grado  rs+^+T  in  R,  fac- 
ciamo le  moltiplicazioni  di  linee  e  divisioni  di  colonne  per  potenze  di  x ,  ora 
indicate  ;  indi  poniamo  05=0.  Accadrà  anche  questa  volta ,  come  al  n.  6 ,  che 
tutti  gli  elementi  delle  regioni  (12;  e  (14)  svaniranno.  Per  conseguenza  il  coef- 
ficiente cercato  risulterà  ancora  come  prodotto  di  due  determinanti:  di  cui  l'uno, 
composto  con  le  due  regioni  (112) ,  (114),  i  cui  elementi  non  hanno  subito  modi- 
ficazioni di  sorta,  non  può  annullarsi  (come  si  disse  al  n.  6);  e  V  altro,  d'  ordine 
r  +  «  ,  sarà  :- 


a    a\ 


0      0       0. 


0    aocf"'^  a\     a\    a\ 
0    0  0       a',     a'j 

0    0         0       0       a', 


0  0  0  0  0 

b  b\  0  0  0 

0  to'-»  h\  b\  ò'a 

0  0  0  b\  b\ 

0  0  0  0  b\ 

•  •  •  •  • 

0  0  0  0  0 


a         0 

T 

0 

0 

.  .  0 

Vi 

\V2  • 

.  .  0 

«;-2  « 

a 

Vi- 

.  .  0 

«;-8  0 

0 

«. 

,  .  .  0 

6.         0      0        0 

.  .  0 

K-1    ^    ^+1    ^+2 

.  .  .  0 

b',_2   0     \        6,+i 

.  .  0 

^'-_8  0     0          f>.        . 

.  .  0 
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Per  sviluppare  questo  determinante  occorre  distinguere  due  casi,   secondo  che 
T  è  maggiore  od  uguale  a  2. 

Sia  T  >  2.  Allora,  sviluppando  anzitutto  secondo  i  determinanti  estratti  dalle 
colonne  1*,  2»,  3*,  (•:+2)  -  esima,  si  ha  (astraendo  dal  segno)  : 


(ab\-a\b){a\b::^-a^h\)X     a\    a\    a\ 


T— 2         T  T+1  T+2 


a\     a\ 


"'.-8<>        \ 


T-4 


^+1 


T-2      T        -J-l-l        ^4-2 


T+1 


.  .0 
.  .0 
.  .0 

.  .a, 
.  .0 

.  .0 

.  .0 

Si  sviluppi  poi  questo  nuovo  determinante  secondo  i  determinanti  di  2©  ordine 
estratti  dalle  colonne  la  e  (t— l)-esima,  il  che  dà  il  fattore  {a\b^  -«T^'f)>  P^i 
secondo  quelli  estratti  dalle  attuali  colonne  2»  e  x-esima,  il  che  dà  una  seconda 
volta  quel  fattore;  poi  secondo  quelli  estratti  dalle  colonne  3*  e  (i  +  1)— esima; 
e  così  via,  fino  allo  sviluppo  secondo  le  attuali  colonne  di  posti  ("-2)  e  2(t— 2), 
il  che  dà  una  (t— 2)— esima  volta  quello  stesso  fattore  {a\  &t~«t^'«)-  ^^  ottiene 

così  (ab\-'a\b)X(a\  b^  —  a^  ^'i)^""^  moltiplicato  pel  determinante  d'ordine  r+*-2T 


0  0  0 

h\  b\  ò'a 

0  b\  b\ 

0  0  6' 


ò'  0       b 

0  0 


a  a 

T+l  T+2 


Tfl 


T+l 


T+2 


T-H 


0 
0 


0 
0 
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ohe  è  il  risultante  dei  due  gruppi  dif(«-i)fed  (r-i)  tangenti  a,d  f  e  g  ìnO,  che 
rimangono  togliendo  la  t  contata  t  volte  dai  gruppi  9,  e  4^  di  *  ed  r  tangenti. 
Sia  invece  i  =  2.  Allora  lo  sviluppo  del  determinante  primitivo   secondo  le 
prime  quattro  colonne  risulta  uguale  al  prodotto  di 

03*-»  (àb^  -  a,6)*  -  {ab\  -  a\  h)  {a\  6,  -  a^  b\) 

pel  determinante  risultante  ora  scritto  (nel  quale  si  ponga  -  =  2).  Quindi  :  se  è 
^  >  2  non  si  avrà  nessuna  modificazione  essenziale  nel  coefficiente  che  si  tratta 
di  esaminare  in  R,  lo  si  otterrà  cioè  dal  caso  precedente  ponendovi  t  =  2  -,  ma 
se  invece  è  Ti  =  2 ,  si  ottiene  in  quel  coefficiente  il  seguente  fattore,  al  posto  di 
quelli  che  si  avevan  prima: 

(a&2  —  a^by  —  (ab\  —  a\b)  {a\b^  -  a^b\). 

Concludiamo  la  seguente  proposizione  : 
Le  due  curve  f ,  g  abbiano  nel  punto  s— pZo,  v^plo  0  una  tangente  comune 
t,  la  quale  nel  numero  complessivo^  b  od  r  y  delle  tangenti  in  0  conti  almeno  - 
volte y  essendo  t  >  1  ;  e  la  quale  inoltre  abbia  con  f  e  g,  nel  punto  0,  moltiplicità 
dHntersezione  almeno  uguale  ad  s-fb,  ed  r-f-h,  essendo  ìl>1.  La  moltiplicità  d' in- 
tersezione di  f  e  g  in  0  sarà  maggiore  od  uguale  a  rs  4-  h  4- 1.  Sarà  maggiore 
solo  nei  casi  seguenti  :  1^)  Quando  si  abbia  un*ulteriore  coincidenza  di  una  tan- 
gente in  0  ad  f  con  una  tangente  in  0  a  g. — 2°)  Quando,  assunto  0  come  origine 
e  t  come  retta  y  =  0,  sicché  le  equazioni  delle  due  curve,  ordinate  secondo  le  po- 
tenze crescenti  di  y  e  {subordinatamente)  di  x ,  siano 

f  =  ax»-»-'^  +  . . .  +  y  (a^x*  +  ...)  +  y*  (a',x'-i  -h . . .)  + 

-hy^-^(a^^,   x—^^'-^ +....)  +  yM' a, x'-^ +  ...)+ 

g  =  bx'-+'»  +  . . .  +  y  (b'.x'-  +...)  +  y'  (b'srx''-*  +  ••.)+ 

+  /-NbV^,x^-^+^...)  +  /(b,x^-"^ +  ...)  + , 

risulti  verificata  o  Vuna  0  l'altra  delle  relazioni  seguenti  : 

ab',  -  a',  b  =  0 

a',b^-a^b'i  =  0, 

purché  però  non  siano  in  pari  tempo  x  ed  h  uguali  a  2.  —  3°)  Quando  i  =  h  =  2 
ed  inoltre,  conservando  le  notazioni  precedenti,  ha  luogo  la  relazione  : 

(ab^  -  agb)»  -  (ab\  -  a\b)  {a.\  b^  -  sl^  h\)  =  0. 
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10.  Esaminiamo  ora  il  caso  che  sia  A=l,  con  i  qualunque.  Facendo  le  stesse 
moltiplicazioni  che  si  sono  adoperate  nel  precedente  no  9  di  linee  di  R  per  po- 
tenze di  Xf  diventa  la  1»  colonna  divisibile  per  af"^*"^^,  la  2*  per  ac'"'*"*"^  (anzi  che 
per  x^*),  e  poi  la  3»  per  a*""*^*"*  e  cosi  via,  come  nel  n.  9.  Eseguendo  queste  di- 
visioni, indi  ponendo  x  =  0,  si  ha  che  il  coefficiente  del  tei*mine  più  basso  in  R, 

cioè  del  termine  in  05***"^^,  è  uguale  al  prodotto  di  un  determinante,  non  nullo, 
proveniente  dalle  colonne  (II),  per  quest'altro  determinante  : 


a  0  0  0     0 

0  a  a\  a\   a\ 

0  0  a  a\    a\ 

0  0  0  a      a'i 

0  0  0  0      0 

&  0  0  0      0 

0  h  h\  h\    b\ 

0  0  b  b\    b\ 

0  0  0  6      Vj 

0  0  0  0      0 


T-1 


«;-2  0 


a'  0 


O 


T+1  T+2 


T+l 


6'     ,    b 

T-1         T 


V 


V 


T-8 


0 
0 


T  +  1  T+2 


T+1 


..0 
.  0 
.  0 
.  0 

• .«. 

.  0 

.  0 

.  0 

.  0 


E  questo,  sviluppato  secondo  i  determinanti  di  2°  ordine  estratti  dalle  linee  1» 
e  (T-!-l)-esima,  poi  secondo  quelli  estratti  dalle  attuali  colonne  2*  e  (T+2)-esima, 
3»  e  (t  +  3)-esiraa, --esima   e   (2T)-e8ima ,  risulta  uguale   al  prodotto   di 

[ab  —  ab)^  pel  determinante  risultante  dei  due  gruppi  di  «  —  t  ,  r  —  i  tangenti 

dì  f  e  g  ìli  0  che  rimangono  oltre  alla  t  contata  t  volte.  Dunque  : 

Se  le  due  curve  f ,  g  hanno  nel  piente  s  -pio  ,  r—plo  0  una  tangente  comune, 
la  quale  conti  un  certo  numero  di  volte  >  i  fra  Zc  s  ,  r  tangenti  di  f ,  g  in  0,  la 
moltiplicità  d'intersezione  delle  due  curve  in  questo  punto  sarà  almeno  uguale 
ad  rs  +  T  ;  e  sarà  maggiore  :  !<>)  quando  si  abbia  un'ulteriore  coincidenza  di  una 
tangente  in  0  ad  f  con  una  tangente  in  0  a  g;  2o)  quando,  assunto  0  come  ori- 
gine e  t  come  retta  y  =  0^  sicché  le  equazioni  delle  due  curve ,  ordinate  secondo 
le  potenze  ascendenti  delle  variabili,  siano 

f  =  ax'+^  +  .  .  .  +  y^a^x'"''  +...)+... 

g  ^bx*-^^  +  . . .  +  y\\  x"*"^  +. . .)  +  ..., 
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risulti  verificata  la  condizione 

ab^-  a-fb  =  0. 

11.  In  particolare,  se  a  =  0 ,  a^  =  0,  cioè  se  la  tangente  t  ha  con  f  in  0  in- 
contro pid  che  (s  4- 1)— punto,  ed  in  pari  tempo  conta  più  che  t  volte  fra  le  tan- 
genti di  /  in  0 ,  la  condizione  precedente  è  soddisfatta  ;  e  però  la  moltiplicità 
d'intersezione  di  f  y  g  in  0  sarà  almeno  uguale  ad  rs  4-  t  +  1. 

Importa ,  per  qualche  applicazione ,  esaminare  ancora  quando  è  che  quella 
moltiplicità  sarà  maggiore  di  questo  numero  :  al  n.  8  s'  era  fatta  la  ricerca  ana- 
loga per  T  =  1  ed  À  qualunque.  Poniamo,  oltre  alle  nouzioni  già  introdotte  , 


ao  =  a'a?'+^-h 


.    ^      ^f     ^»— Tfl     . 


Moltiplichiamo  poi  le  prime  r  —  1  linee  di  R  rispettivamente  per  x^"'^  (non  più  af)^ 
x'""* ,  ...  oc,  e  le  «  —  1  linee  di  posti  (m  +  1) ,  (m  -f  2)  . . .  ancora  per  x* ,  x*"*  , 
0?*"* , . .  .  a?.  Si  potrà ,  dopo  ciò ,  dividere  la  1»  colonna  per  x'^*^ ,  la  2*  per 
x^'+'-S  la  3»  per  x'*+"*,  . .  .  ,  la  (i  4-  l)-esima  per  aD^+'"~^  la  (i  -r  2)-esima  per 
^r+«-T-2^  la  (i  4-  3)-e8ima  per  a?*""*"'""^""^,  . . .  Ponendo  nel   determinante  cosi 

ottenuto  a;  =  0,  si  ottiene  per  coefficiente  di  x^'  ,  nel  termine  più  basso  di  R, 
il  prodotto  del  solito  determinante  estratto  dal  gruppo  II  di  colonne  pel  deter- 
minante seguente  : 
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0  6  6',  6',  6'j 
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Svilappiamo  questo  determinante  secondo  i  determinanti  di  3°  ordine  estratti 
dalle  colonne  1»,  2»,  (i  +  2)-esima.  Se  i  =  1,  il  solo  determinante  non  nullo  che 
si  estrae  da  esse  vale  (a^  6*  —  a',  hb^  +  a'  6,*).  Se  invece  t  >  1  ,  esso  vale 
—  6  (a',  6  —ah)]  e  proseguendo  in  tal  caso  lo  sviluppo,  secondo  i  determi- 
nanti del  20  ordine  estratti  dalle  colonne  3*  e  (t  f  3)-esima,  4*  e  (T+4)-esima  ,  . . .  , 
(T-f-l)-esima  e  (2x-f  l)-esima,  si  ottiene  ogni  volta  un  nuovo  fattore  (a',  &  —  a  ,  ,  ^)» 

In  conclusione  il  determinante  primitivo  risulta  uguale  al  prodotto  di 
(ajfe'  -  a\bb^  +  a'  b^^)  se  1  =  1,  oppure  di  —  b{a\  b  -  a  by  se  z  >  1 ,  pel  de- 
terminante d'ordine  r  +  «  —  2t  -  1  : 


T  +  1 


-T+2       ^-fS 


T-hl 


T+2 


.  0 
.  0 


0 
b 


^fl  ^.2---^ 


6t 


Tfl 


3  0  0  ...  6^ 

Questo  determinante  non  è  nullo  se  le  due  curve  / ,  g  hanno  comune  in  0  sol- 
tanto la  tangente  y  =  0,  e  se  questa  fra  le  tangenti  di  g  conta  soltanto  t  volte. 
Concludiamo  : 

Se  le  due  curve  f ,  g  hanno  nel  punto  apio ,  r-plo  0  una  tangente  comune 
t,  la  quale  abbia  con  g  in  0  incontro  {r^l)'punto  soltanto,  e  conti  fra  le  tan- 
genti di  g  in  0  esattamente  i  volte,  mentre  fra  le  tangenti  di  f  in  '0  conti  un 
numero  di  volte  maggiore  di  ",  ed  abbia  con  f  in  0  incontro  piii  che  (s+l)-/?wn^o, 
la  moltiplicità  d'intersezione  in  0  delle  due  curve  sarà  almeno  uguale  a  rs+T+l. 
E  sarà  maggiore  di  questo  numero  solo  nei  casi  seguenti  :  1°)  quando  f  e  g  ab- 
biano comune  un^ulteriore  tangente  in  0.  2o)  nel  caso  29  dell'enunciato  del  n.  8, 
cioè  quando  1  =  1  ed  è 

f  =  a'x*+«  +  .  .  .  -h  y  (a\x'  +...)  +  y*  (^ì  x*-*  +  ...)+ i 

g  =  bx'"+i  +  . .  .  +  y(b,  x^-i  +  ...)+ 


dove 


a,  b*  —  a',  bb|  +  a'  b,^  =  0  ; 
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So)  se  -:>  1 ,  ed  è: 

f  =  .  .  .  +  y  (a'i  X*  +  ...)  +  •••+  y       (ft       X  +...)+ 

T  +  1 

g  =  bx        4 +  y  (b  X        +  .  .  .W , 


quando  si  abbia 


'''•^-^+l^=o 


12.  In  casi  speciali  il  procedimento  seguito  negli  articoli  precedenti  potrà 
dare  risultati  anche  più  precisi  per  la  moltiplicità  d'intersezione  di  due  curve. 
Cosi  tratteremo  ora  espressamente  il  caso  che  il  punto  comune  0  sia  semplice 
per  una  curva,  e  multiplo  comunque  per  V  altra. 

La  curva  g  abbia  0  semplice,  con  la  tangente  y  =  0  ad  incontro  t— punto. 
La  curva  f  abbia  in  0  moltiplicità  qualunque  (>  1)  ;  e  indichiamo  con  k  la  mol- 
tiplicità d'intersezione  in  0  di  /  con  la  tangente  y  =  0,  e  con  l  l'esponente  più 
basso  a  cui  compaja  la  x  nei  termini  di  /  che  contengono  y  al  primo  grado  (*). 
È  per  mezzo  dei  tre  caratteri  i  ^k  ,  l  che  noi  esprimeremo  (quando  ciò  risulterà 
possibile)  la  moltiplicità  d'intersezione  di  ^  e  y  in  0. 

Le  equazioni  di  f  e  g,  ordinate  secondo  le  potenze  crescenti  di  y,  e  subor- 
dinatamente secondo  le  potenze  crescenti  di  x,  saranno  : 

/=  (ox*  +...)  +  y  (a'x'  +...)+  y*  («»+...)  +  y'  (aa  +•..)  + 

^  =  (te'  +...)+  y  («>,  +  ..  .)     +  y*  (*a  +  •  •  )  +  ^'(«'s  +  •  •  •)  + 

ove  i  coefficienti  a ,  a' ,  6  ,  6,  sono  essenzialmente  diversi  da  zero.  Formiamo  la 
risultante  R  di  ^  e  ^  rispetto  ad  y  ;  e ,  poiché  si  tratta  solo  di  conoscere  quel 
termine  di  R  che  è  più  basso  rispetto  ad  ac,  limitiamoci   a  scrivere  in  ciascun 


(^)  Si  può  dare  di  questo  carattere  l  un  significato  geometrico,  proiettivo,  ri- 
correndo alla  teoria  della  polarità  (sulla  quale  ritorneremo  in  seguito).  Prima  si  os- 
servi che,  con  una  trasformazione  della  sola  coordinata  x^  si  può  sempre  ottenere 
che  sia  l  <k.  Dopo  ciò  si  potrà  dire  che  l  è  la  moltiplicità  d'intersezione  in  0  della 
retta  y  =  0  con  le  curve  prime  polari  generiche  rispetto  ad  f. 


Digitized  by 


Google 


)(  23  )( 


rUJJU£kULC 

a'x' 

11     WM.U11 

a. 

uo    più    Ul 

aoBV  iispi 
«4 

«6             •       • 

0 

ax" 

a'x' 

a, 

«» 

«4             •       • 

0 

0 

ox» 

o'a' 

«2 

a,         .     . 

0 

0 

0 

ax» 

a'x' 

a,          .     . 

• 

. 

. 

• 

• 

.     . 

6x' 

b, 

h 

h 

h 

h         '     ' 

0 

bx' 

b\ 

6, 

h 

b,         .    . 

0 

0 

bx' 

6| 

h 

b,         .    . 

0 

0 

0 

6«* 

». 

b,         .    . 

, 

. 

. 

, 

, 

•                     •        • 

Abbiamo  cosi  ; 


Sviluppando  secondo  le  prime  due  colonne,  si  vede  che  al  detto  termine  di  R 
d'ordine  minimo  rispetto  ad  x  contribuiranno  quelle  due  colonne  col  più  basso, 
0  coi  più.  bassi^  tra  i  seguenti  fattori 

ox*  •  òi  ,  bx^  •  a'x' ,  bx*  •  bx^ , 

pnrchè  però  dalle  rimanenti  colonne  si  possa  estrarre  un  fattore  (complemento 
algebrico)  non  nullo,  per  formare  quel  termine  di  R.  Se  supponiamo  inoltre  che 
quest'ultimo  fattore  sia  indipendente  da  x,  -  ipotesi  che  poi  riescirà  giustificata 
in  certi  casi  determinati,  —  esso  non  muterà  ponendo  «  =  0  nelle  dette  colonne 
3» ,  4* ,  . . .  Dunque  il  termine  cercato  di  R  entrerà  tutto  in  questo  nuovo  deter- 
minante, ottenuto  dal  precedente  con  la  modificazione  ora  detta,  e  con  un'altra 
ovvia  : 


0 
0 
0 

bx* 


a!x^ 


0 
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0 
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«3 

a, 
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K      h 
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bx' 
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0 
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Sviloppìamolo  secondo  le  prime  tre  colonne;  e  tralasciamo  nel  determinante  del 
terz'ordine  fornito  da  esse  il  termine  in  ac'^*,  che  non  può  contribuire  a  dare  il 
termine  più  basso  di  R ,  perchè  è  più  elevato  che  quello  in  a?*.  Otteniamo  il  pro- 
dotto del  trinomio 

per  un  nuovo  determinante ,  che  è  il  risultante  dei  gruppi  di  punti  d' incontro 
della  retta  ac  =  0  con  le  curve  f  e  g,  dai  quali  si  tolga  il  punto  0  contato  ri- 
spettivamente 2  volte  ed  1  volta:  questo  risultante  si  può  supporre  essenzial- 
mente diverso  da  zero.  Dobbiamo  ora  distinguere  due  casi ,  secondo  che  a,  è 
diversa  da  zero^  oppure  è  nulla;  cioè  secondo  che*0  ha  per /^ multiplicità  uguale 
a  2,  oppure  maggiore.  Se  è  ag-j^O,  esisteranno  effettivamente  nel  determinante 
R  dei  termini  di  ordini  k ,  i\-ly  2i ,  i  quali  saranno  dati  dal  trinomio  scritto  , 
moltiplicato  per  una  costante  ;  ed  è  qui  che  bisognerà  cercare  il  termine  d*  or- 
dine minimo  di  R.  Se  invece  è  a^  =  0 ,  mancherà  il  termine  in  «•*  di  quel  tri- 
nomio :  e  ciò  dimostra  che  quando,  nello  sviluppare  il  determinante  primitivo 
secondo  le  prime  due  colonne ,  abbiam  preso  da  un  termine  dello  sviluppo  il 
fattore  bx^'bx^y  il  complemento  algebrico  di  questo  non  conteneva  termine  co- 
stante ;  nascevano  cioè  termini  di  R  di  grado  >  2i.  Per  conseguenza  se  nel  bi- 
nomio 

(a  cui  si  riduce  il  trinomio  precedente  per  a2  =  0,  diviso  per  b^)  il  termine  più 
basso  è  di  grado  <  '2i ,  esso  darà  certo,  a  mono  di  un  fattor  costante  non  nullo, 
il  termine  più  basso  di  R.  Ma  se  accade  il  fatto  opposto ,  vale  a  dire  se  k  >  2i 
ed  l  >  ij  allora  non  si  potrà  più  assegnare  immediatamente  il  termine  più  basso 
di  R  :  e  solo  potremo  dire  che  il  suo  grado  è  >  2L  -  Concludiamo  la  proposi- 
zione seguente  : 

Il  punto  0  sia  doppio  per  la  curva  f.  Allora  se  uno  dei  tre  numeri 

k    ,    i  +  1     ,     2i 

è  minore  degli  altri  due,  esso  darà  la  moltiplicità  d* intersezione  in  0  delle  due 
curve.  Se  due  di  quei  tre  numeri  sono  uguali  fra  loro  e  minori  del  rimanente , 
essi  daranno  ancora  la  moltiplicità  d'intersezione^  in  generale  ;  e  solo  la  molti- 
plicità d'intersezione  riescirà  maggiore  nei  casi  particolari  seguenti  : 

lo)  i  =  1        ,  k  >  2i     ,     a%  =  a^b 

20)  k  =  2i      ,  1  >  i      ,     aòi*  +  a^b^  =  0 

30)  k  =  i  H- 1  ,  l  <  i       ,     a&i   =  a'b. 

Infine  se  i  =  1  ,  k  =  2i,  vale  a  dire  se  i  tre  numeri  k  ,  i  +  1  ,  2i  sono  tutti  uguali, 
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la  moUipIicità  dUntersezione  sarà  in  generale  uguale  ad  es5i;  e  sarà  maggiore 
solo  quando 

40)  i  ---  1  ,  k  =  2i     ,     ab^*      a'  &6,  -^0^1^  =  0. 

//  punto  0  sia  più  che  doppio  per  la  curva  f.  Allora ,  se  é  k  >  2i  ed  1  >  i, 
la  moltiplicità  d^ intersezione  in  0  delle  due  curve  sarà  maggiore  di  2ì.  Quando 
invece  quelle  due  condizioni  non  si  verifichino  entrambe^  vale  a  dire  quando  quello 
fra  i  due  numeri 

k     ,     i  +  1 

che  non  supera  Vallilo  è  <  2ìy  quel  numero  darà  la  moltiplicità  éC  intersezione 
delle  due  curve  in  0 ,  in  generale  ;  e  solo  questa  moltiplicità  d'intersezione  rie- 
scirà  maggiore  nel  caso  particolare 

k  =  i  +  l     ,    l<i    ,     a6,  =  a'6.     O 

13.  Ci  slamo  limitati  finora  ad  esaminare  la  moltiplicità  d*  intersezione  di 
due  curve  f ,  g,  in  un  punto  0,  in  casi  in  cui  vi  è  una  sola  tangente  comune. 
Volendo  esaminare  la  moltiplicità  d' intersezione  quando  vi  siano  più  tangenti 
comuni,  il  metodo  che  abbiamo  seguito  in  quei  casi  dà  origine^  pare,  ad  una 
complicazione  eccessiva.  Invece  possiamo  ottenere  qualche  risultato  relativo  a 
ciò,  applicando  convenientemente  una  proposizione  del  n.  3. 

Rappresentiamo  con  9;  -  0  l'equazione  del  gruppo  di  tangenti  (distinte  o  no) 
comuni  ad  Z'  e  ^  nel  punto  0  ;  cioè  con  9^  il  massimo  comun  divisore  delle 
forme  e,  e  if^  che  rappresentano  i  gruppi  di  s  ed  r  tangenti  ad  ^  e  ^  nel  punto 
0  «-pio,  r-plo.  Sarà  dunque 

/'  =  9/9,w  +  ?i+i  +  ••• 

In  forza  del  citato  n.  3  la  moltiplicità  d'intersezione  in  0  di  ^  e  ^  sarà  ugnale 
a  quella  di  /  e 

diminuita  della  moltiplicità  d'intersezione  in  0  di  f  e  9,_|.  Ora  quest'ultima,  se 
poniamo  l'ipotesi  che  ogni  retta  o,,;  abbia  incontro  («  +  l)-punto  (soltanto)  con 


(*)  Si  può  osservare  che  il  calcolo  fatto  in  questo  n.  12  era  pure  applicabile 
al  caso  che  0  sia  semplice  per  /,  ma  non  conduce  allora  che  ad  un  risultato  con- 
tenuto nel  n.  7.  Cosi  pure  la  proposizione  con  cui  finisce  quel  n.  7  è  contenuta  in 
quella  ora  stabilita:  basta  porre  qui  la  condizione  k<i. 
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f  in  0,  vale  {%-1)(b^\).  Osserviamo  poi  che  la  g^  ha  in  0  raoltiplicità  rfs-/-hl 
e  per  tangenti  le  rette 

Fra  queste  rette  non  può  trovarsi  una  delle  tangenti  :p^j  di  f\  giacché  se 
un  fattor  lineare  di  (p,_j  dividesse  il  binomio  if  dovrebbe  pur  dividere  <p,^,  op- 
pure cpr-/  •  il  che  è  escluso  dall'ipotesi  che  le  tangenti  ?,_,  di  f  abbiano  incontro 
solo  («  +  l)-punto,  e  che  9,_j  ,  (p^_^  siano  primi  fra  loro.  Con  ciò  rimane  anche 
stabilito  che  ^'  non  è  identicamente  nullo,  cioè  che  g^  non  ha  in  0  moUiplicità 
superiore  a  quella  indicata.  Supposto  dunque  che  nessuna  delle  ^j  divida  d''  »  e 
solo  in  tale  supposizione,  la  raoltiplicità  d'intersezione  in  0  di  Z'  e  ^'  varrà  esat- 
tamente «(r  +  «  — Z  +  l);  e  quindi  quella  di  /"  e  ^  risulta  uguale  a 

«  (r  +  «  -  i  +  1)  -  («  —  0  («  +  1)  =  ♦•«  +  '• 

Dunque  :  Due  curve  f ,  g  abbiano  nel  punto  s—plo  ,  r—plo  0  un  certo  numero  1 
(esattamente)  di  tangenti  comuni ,  distinte  o  no ,  cosicché  indicando  il  gruppo 
da  esse  costituito  con  <fi  sia 

f  =  ?«?•-{  +  ?..!+•  •• 

e  suppongasi  che  le  tangenti  residue  ?,_|  di  f  abbiano  con  questa  curva  in  0 
incontro  (s  -I-  l)-punto  soltanto.  La  moUiplicità  d* intersezione  in  0  di  f  e  g  sarà 
maggiore  od  uguale  a  rs  -f  1  ;  6  sarà  maggiore  solo  quando  una  delle  tangenti 
comuni  9j  verifica  l'equazione 

Se  in  particolare  consideriamo  il  caso  che  un  fattore  lineare  di  <p,  divida 
anche,  ad  esempio,  9,.^ ,  esso  non  potrà  dividere  il  binomio  ^'  se  non  divide 
c,^,.  Così  pure  se  un  fattore  lineare  di  <pj  divide  <p,^., ,  esso  non  potrà  dividere 
^'  se  non  divide  <p,_^  oppure  4^^.,.  Otteniamo  cosi  i  seguenti  corollari  : 

Se  tutte  le  tangenti  di  f  in  0  sono  ad  incontro  (s  +  l)-punto  soltanto,  e  se 
ognuna  di  quelle  che  sono  anche  tangenti  in  0  a  g  conta  fra  ìe  tangenti  di  f 
piii  volte  che  fra  le  tangenti  di  g,  la  moUiplicità  d' intersezione  in  0  di  f  e  g 
sarà  esattamente  rs  +  1. 

Se  ognuna  delle  1  tangenti  comuni  ha  con  f  in  0  incontro  piU  che  (s^Ì)'punto, 
mentre  le  rimanenti  s  -  1  tangenti  di  f  in  0  sono  ben  distinte  da  quelle  ed  hanno 
incontro  soltanto  {^ '\- Vj-punto  con  f,  la  moUiplicità  d'intersezione  di  f  e  g  sarà 
maggiore  di  rs  + 1  solo  quando  una  tangente  comune  abbia  anche  con  g  incontro 
pivi  che  (r  f  \)'punto. 
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III. 

Le  tangenti  alle  curve. 
Classe.  Le  curve  come  inviluppi. 

14.  Alla  fine  del  n.  2  abbiamo  definito  le  rette  tangenti  ad  una  curva  f  in 
un  punto  «—pio  come  quelle  rette  che  hanno  ivi  con  f  moltiplicità  d'intersezione 
>  5  :  e  ne  abbiam  trovata  l'equazione  nel  caso  che  il  punto  sia  Torigine  delle 
coordinate.  Se  invece  sì  trattasse  di  un  punto  qualunque  di  /,  si  otterrebbe  si- 
milmente pel  gruppo  delle  s  tangenti  la  seguente  equazione  in  coordinate  omo- 
genee, indicando  con  x^  x^  x^  le  coordinate  di  quel  punto,  e  con  y^ , ...  le  coor- 
dinate di  punti  variabili 


^  dXi  dXf, ... 
e  se  X  è  punto  semplice  per  f 

^^  cx^ 

Si  verìfica  subito  che  le  tangenti  cosi  definite  coincidono  con  quelle  che  son 
date  dalla  nota  definizione  del  calcolo  diff*erenziale ,  cioè  :  le  tangenti  ad  f  in 
un  punto  0  sono  i  limiti  delle  rette  che  congiungono  0  a  punti  di  f  che  s'  av- 
vicinano indefinitamente  ad  0.  Ne  deriva  che  :  quando  un  punto  semplice  di  / 
s'  avvicina  indefinitamente  al  punto  0  di  fy  la  tangente  in  esso  ad  f  ha  per  li 
mite  una  tangente  di  /^  in  0  (cioè  quella  vei'so  cui  tende  la  retta  congiungente 
0  al  punto  mobile). 

È  evidente  che  una  tangente  ad  f  in  un  punto  che  varii  su  una  parte  non 
rettilinea  di  f  non  potrà  esser  fissa:  varierà  con  quel  punto.  Quindi  le  tangenti 
ad  una  curva  sono  in  numero  infinito,  se  si  toglie  il  caso  che  la  curva  si  com- 
ponga tutta  di  rette. 

15.  L'equazione  ricordata  del  gruppo  delle  tangenti  conduce  naturalmente  a 
considerare,  per  lo  studio  delle  tangenti,  le  curve  polari  rispetto  alla  curva  data 
A  Nel  seguito  noi  supporremo  nota  la  teoria  della  polarità,  sì  nel  campo  binario 
che  nel  campo  ternario  (').  Rileviamo  da  essa  le  proposizioni  seguenti. 


(^)  V.  i  trattati  classici  già  citati. 
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La  polarità  è  invariantiva  (proìettiva\ 

La  curva  polare  r— esima  di  un  punto  y  rispetto  alla  curva  f  d'  ordine  «  è 
una  curva  d'ordine  n--  r,  rappresentata  in  coordinate  omogenee  di  punti  varia- 
bili X  dall'equazione 


dx^  dx^,. 


Essa  è  il  luogo  dei  gruppi  di  punti  polari  r— esirai  di  y  rispetto  ai  grappi  di  s 
punti  d'incontro  di  f  con  le  rette  passanti  per  y. 

La  polare  r—esima  di  un  punto  P  rispetto  alla  curva,  che  è  polare  «-esima 
dello  stesso  punto  P  rispetto  ad  ^  coincide  colla  polare  (r  -|-  s)— esima  di  P  ri- 
spetto ad  f. 

Se  la  polare  r-esima  di  un  punto  (rispetto  ad  f)  passa  per  un  secondo 
punto,  la  polare  d'ordine  r  di  questo  passa  pel  primo  punto. 

La  polare  r— esìma  di  un  punto  P  rispetto  alla  curva,  che  è  polare  s— esima 
di  un  altro  punto  Q  (rispetto  ad  f),  coincide  colla  polare  s— esima  di  Q  rispetto 
alla  polare  r— esima  di  P. 

Se  il  punto  0  è  «-pio  per  f,  s'annullano  identicamente,  ossia  sono  indeter- 
minate ,  le  polari  di  0  degli  ordini  minori  di  s  ;  quella  d'  ordine  «  è  il  gruppo 
delle  8  tangenti  ad  /"  in  0  ;  e  le  polari  di  0  d'ordine  maggiore  di  s  hanno  pure 
0  s  pio,  con  quel  medesimo  gruppo  di  tangenti. — Le  condizioni  perchè  un  punto 
0  sia  s— pio  per  f  (esattamente)  si  possono  esprimere  dicendo  che  è  indetermi- 
nata la  polare  d'ordine  s  —  1  di  0  rispetto  ad  f  (non  una  polare  d'ordine  mag- 
gioro). 

La  prima  polare  di  un  punto  P  diverso  dal  punto  0,  «—pio  per  /,  ha  in  0 
moltiplicità  uguale  ad  «  -  1  in  generale  ;  e  maggiore  nel  solo  caso  che  le  «  tan- 
genti di  /  in  0  coincidano  in  una  retta  passante  per  P.  Escludendo  questo  caso^, 
le  éf  -  1  tangenti  in  0  alla  prima  polare  d]  P  costituiscono ,  nel  fascio  di  rette 
per  0  (come  campo  binario),  il  primo  gruppo  polare  della  retta  OP  rispetto  al 
gruppo  delle  s  tangenti  ad  f  in  0. 

16.  Ritorniamo  alle  tangenti  della  curva.  Definiamo  come  classe  dì  una  curva 
f:  il  numero  delle  tangenti  di  f,  in  punti  semplici  od  in  punti  multipli,  le  quali 
passano  per  un  punto  qualunque  P  del  piano  ;  con  la  condizione  che  ognuna  di 
quelle  tangenti  si  conti  in  certi  casi,  non  solo  una,  ma  più  volte,  come  ora  fis- 
seremo. La  classe,  così  definita,  risulterà  indipendente  dal  punto  P. 

Per  avere  le  nominate  tangenti  di  f  passanti  per  P ,  si  consideri  la  curva 
l.a  polare  di  P  rispetto  ad  ^  che  indicheremo  per  brevità  con  A(P).  In  causa 
delle  proposizioni  ricordate  (n.  15),  questa  curva  passa  per  tutti  i  punti  multipli 
di  f,  ed  incontra  f  ulteriormente  in  quei  suoi  punti  semplici  le  cui  tangenti  (os- 
sia polari  di  1."  ordine)  passano  per  P.  Il  numero  complessivo  delle  intersezioni 


Digitized  by 


Google 


X  29  X 

cii  /  o  A(P),  o,  più  precisamente,  la  somma  delle  loro  moltiplicità  d'intersezione 
"Kiei  punti  comuni,  è  espressa  da  n(n  —  1).  Conveniamo,  anzitutto,  che  una  tan- 
gente ad  f  in  uno  o  più  punti  semplici  conti  fra  le  tangenti  tirate  da  un  suo 
jf>unto  P  tante  volte  quante  sono  le  intersezioni  di  f  colla  ì,*' polare  di  P  che  ca- 
<iono  in  quei  punti  semplici.  Ne  seguirà,  intanto,  che  :  se  f  non  ha  punti  multi' 
X>li^  il  numero  delle  sue  tangenti  passanti  per  un  punto  qualunque  è  espresso  da 
^1(7»  —  1).  Ossia  :  la  classe  di  una  curva  piana  d' ordine  n  priva  di  punti  multi- 
jpli  è  n(n  —  1). 

Supponiamo  ora  che  f  abbia  dei  punti  multipli.  Le  prime  polari  dei  punti 
del  piano  rispetto  ad  f  formano  un  sistema  lineare  doppiamente  infinito,  o  rete, 
che  avrà  per  punti  base  i  punti  multipli  di  f,  e  nessun  altro  punto.  Una  curva 
generica  della  rete,  la  1  »  polare  di  un  punto  generico  P,  taglia  f,  come  già  si 
disse,  nei  punti  multipli  di  f  e  nei  punti  semplici  di  f  di  contatto  con  le  tan- 
genti tirate  da  P.  Se  f  non  è  tutta  composta  di  parti  multiple^  e  di  rette,  questi 
punti  semplici  esistono  certamente  (n.  14)  ;  di  più ,  essi  sono  fra  loro  distinti , 
poiché,  come  vedremo  (n.*  18,  25)  sono  solo  in  numero  finito  quei  punti  semplici 
di  f^  non  situati  su  componenti  rettilinee,  i  quali  contano  più  di  una  volta  fra 
le  intersezioni  di  f  con  prime  polari. 

In  un  punto  multiplo  0  di  /  le  curve  generiche  della  rete  di  prime  polari 
avranno  tutte  (n.  4)  una  stessa  moltiplicità  d'intersezione  I  con  f\  ma  vi  saranno 
dei  punti  eccezionali  le  cui  prime  polari  avranno  con  f  in  0  moltiplicità  d' in- 
tersezione maggiore  di  I.  È  facile  dimostrare  che  quei  punti  eccezionali  sono 
solo  i  punti  delle  tangenti  ad  f  in  0.  In  fatti  supponiamo  che  il  punto  P  abbia 
Tina  1*  polare  A(P),  la  cui  moltiplicità  d'intersezione  con  /in  0  sia  I  +  i ,  ove 
i  >  0.  Nella  rete  delle  le  polari  consideriamo  un  fascio,  che  comprenda  la  curva 
A(P),  ma  abbia  come  moltiplicità  d'intersezione  generica  con  /  in  0  il  numero 
!•  Potremo  applicare  a  questo  fascio  una  proposizione  del  n.  4  :  secondo  la  quale 
una  curva  del  fascio  la  quale  sia  abbastanza  prossima  alla  A(P)  avrà  un  certo 
numero  d'intersezioni  con  f  prossime  quanto  si  vuole  ad  0,  pur  essendo  diverse 
da  0.  Anzi,  se  supponiamo  che  f  non  sia  tutta  composta  di  parti  multiple  e  di 
rette ,  cosicché ,  come  s' è  osservato  poc'  anzi,  le  intersezioni  variabili  di  f  con 
una  curva  generica  del  fascio  siano  distinte  fra  loro,  potremo  applicare  una  propo- 
sizione più  precisa  contenuta  nel  detto  n.  4;  e  dire  che  una  curva  del  fascio,  la 
quale  sia  abbastanza  vicina  alla  A(P),  avrà  precisamente  i  intersezioni  con|  /, 
distinte  fra  loro  e  da  0,  prossime  quanto  si  vuole  ad  0  .  Indicando  con  A(Q) 
quella  curva,  cioè  con  Q  il  suo  polo,  avremo  che  quando  il  punto  Q  è  abba- 
stanza prossimo  a  P,  per  Q  passano  le  tangenti  ad  /  in  i  diversi  punti  sem- 
plici, prossimi  quanto  si  vuole  ad  0.  Al  limite,  quando  Q  tende  verso  P,  e  cia- 
scuno di  quegli  i  punti  di  f  tende  verso  0 ,  la  tangente  in  esso  deve  tendere 
verso  una  tangente  ad  /"  in  0  (n.  14).  Dunque  P  è  su  una  tangente  di  f  in  0. 
Viceversa,  se  P  è  su  una  tangente  di  f  in  0,  lo  si  potrà  riguardare  come  limite 
di  un  punto  Q  situato  su  una  tangente  ad  f  in  un  punto  semplice   che   s'  avvi- 
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Cini  indefinitamente  ad  0.  La  A(Q)  passa  per  questo  punto  semplice  ed  ha  m 
0  con  f  moltiplicità  d'intersezione  I  (almeno).  Quindi  A(P)  avrà  con  /  in  O  mi^ 
tiplicità  d'intersezione  maggiore  di  I. 

Possiamo  ora  enunciare  la  proposizione  seguente  :  la  classe  dì  una  ciura 
qualunque  f  d'ordine  n  è  espressa  dal  numero  n(n  —  1)  diminuito  delle  tnoltipli- 
cita  d'intersezione  T,  che  nei  punti  multipli  di  f  ha  questa  curva  con  la  1.*  po- 
lare di  un  punto  generico,  vale  a  dire  con  la  1.»  polare  di  un  punto  non  sitnaU 
sulle  tangenti  ad  f  in  quei  punti  multipli.  Effettivamente,  se  P  è  un  punto  cbe 
non  stia  su  tangenti  ad  f  in  punti  multipli,  la  differenza  nominata  è  la  somma 
delle  moltiplicità  d'intersezione  di  /"  e  A(P)  in  punti  semplici  di  f ,  ossia  il  Da- 
merò complessivo  delle  tangenti  ad  f  passanti  per  P  ,  contate  quante  volte  s'è 
già  convenuto  di  fare  (per  le  tangenti  in  punti  semplici  di  f).  Se  poi  P  sta  m 
una  tangente  ad  f  nel  punto  multiplo  0,  la  proposizione  enunciata  viene  ad  es- 
sere la  convenzione  da  farsi  per  fissare  il  numero  delle  volte  che  quella  tan- 
gente si  deve  contare  fra  le  tangenti  passanti  per  P,  almeno  in  quanto  essa  k 
tangente  in  0  (che  se  fosse  anche  tangente  in  altri  punti,  ognuno  di  questi  da- 
rebbe un  analogo  contributo)  :  quel  numero  è  la  differenza  fra  la  moltiplicità 
d'intersezione  in  0  di  /  con  A(P;  e  la  moltiplicità  d'intersezione  I  in  O  di  /  eoa 
la  l.a  polare  di  un  punto  qualunque  esterno  alle  tangenti  in  0.  Se  P  cade  in  0 
si  ha  in  questa  differenza  il  numero  complessivo  di  volte  che  contano  fra  le  tan- 
genti  uscenti  da  P  tutte  le  tangenti  nel  punto  stesso ,  prese  insieme.  Con  tali 
convenzioni  la  classe,  come  s'  è  definita  al  principio  di  questo  n.  16,  risulta  in- 
dipendente dal  punto  P. 

Il  numero  I,  che  abbiamo  ripetutamente  nominato,  dicesi  àbbassawrento  delia 
classe  prodotto  dal  punto  multiplo  0  a  cui  esso  si  riferisce.  È  evidente  che  una 
parte  di  quanto  s'  è  detto  neiripotesi  che  0  sia  multiplo  per  f  vale  anche  se  0 
è  semplice,  purché  si  ponga  allora  1  =  0. 

17.  Alle  cose  esposte  si  collega  la  nozione  di  moltiplicità  di  una  tangente^ 
Chiamiamo  cosi  il  numero  delle  volte  che  la  tangente  t  conta  fra  le  tangenti  di 
f  passanti  per  un  suo  punto  generico.  Indichiamo  con  0  un  punto  di  contatto 
di  t.  Le  1*  polari  dei  punti  di  t  passano  tutte  per  0  e  formano  un  fascio:  sia 
I,  la  moltiplicità  d'intersezione  generica  (n.  4)  delle  curve  di  questo  fascio  coUa 
f  in  0.  Sia  ancora  I  la  moltiplicità  d'intersezione  in  0  di  /^  colle  1®  polari  di 
punti  generici  del  piano.  La  differenza  I^  - 1,  se  i  ha  un  solo  punto  di  contatto, 
o,  se  no,  la  somma  di  queste  differenze  calcolate  pei  vari  punti  di  contatto  darà 
la  moltiplicità  della  tangente  t. 

Una  considerazione  fatta  nel  precedente  n.  16  prova  che  se  f  non  ha  compo- 
nenti multiple:  per  un  punto  Q  estemo  a,  t ,  ma  abbastanza  vicino  al  punto  P 
di  t,  la  cui  1»  polare  ha  con  f  in  0  moltiplicità  d'intersezione  Ij ,  passano  le  tan- 
genti ad  Z'  in  I,  -  I  punti  semplici  distinti,  vicini  quanto  si  vuole  ad  O.  Queste 
tangenti  poi  sono  fra  loro  distinte,  se  Q  è  preso  fuori  delle  rette  che   son  tan- 
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trenti  ad/  in  due  o  più  punti  distinti  (le  quali  rette  sono  in  numero  finito:  v, 
la  fine  del  n.  19).  Facendo  per  tutti  i  punti  di  contatto  di  t  l'osservazione  che 
s'  è  fatta  per  0,  e  sommando,  si  ottiene  la  proposizione  seguente  :  se  f  non  ha 
componenti  multiple,  e  una  tangente  t  di  f  è  multipla  secondo  a,  per  un  punto 
esterno  ad  essa  ma  convenientemente  prossimo  ad  un  suo  punto  generico  passano 
a   tangenti  distinte  vicine  quanto  si  vuole  a  t. 

Poiché  la  moltiplicità  di  una  tangente  è  la  somma  di  parti  (I,  —  I)  corri- 
spondenti rispettivamente  ai  punti  di  contatto  della  tangente,  per  determinarla 
basterà  aver  riguardo  separatamente  a  quei  vari  punti.  Nel  seguito  ci  accadrà, 
nel  considerare  un  punto  di  contatto,  di  chiamare  per  brevità  «  moltiplicità  della 
tangente  >  la  parte  che  riguarda  quel  solo  punto  :  ma  con  ciò  non  intenderemo 
di  escludere  l'esistenza  di  altri  punti  di  contatto,  i  quali  darebbero  altri  contri- 
buti alla  vera  moltiplicità  della  tangente. 

18.  Possiamo  determinare  subito  le  moltiplicità  delle  tangenti  ad  f  in  punti 
semplici^  quando  si  conoscano  le  moltiplicità  dello  intersezioni  delle  tangenti 
stesse  con  f.  Sia  0  un  punto  semplice  di  /*,  la  cui  tangente  t  abbia  con  /  in  0 
incontro  (e  -f  1)— punto,  essendo  o  un  numero  qualunque  >  0.  Per  determinare  la 
moltiplicità  della  tangente  t  di  /,  prendiamo  su  essa  un  punto  P  diverso  da  0, 
e  determiniamo  la  moltiplicità  d'intersezione  in  0  della  1.»  polare  A(P)  di  P  con 
f.  La  A(P)  incontra  t  nel  1°  gruppo  polare  di  P  rispetto  al  gruppo  di  punti  d'in- 
tersezione di  f  con  t  :  e  poiché  quest'ultimo  gruppo  ha,  per  ipotesi,  0  per  punto 
(o  4- 1)— pio,  e  P  è  diverso  da  0,  quel  lo  grappo  polare  avrà  0  per  punto  e— pio. 
Dunque  la  i(P)  ha  in  0  con  t  incontro  o— punto.  Per  avere  la  moltiplicità  d'in- 
tersezione in  0  di  /  e  A(P),  possiamo  applicare  una  proposizione  particolare  del 
n.  7,  ove  in  luogo  di  g  si  ha  la  curva  A(P)  :  vediamo  cosi  che  quella  moltipli- 
cità d'intersezione  sarà  a.  Dunque  (n.*  16, 17):  una  tangente  a  contatto  {a+l)~punto 
in  un  punto  semplice  0  di  f  è  una  tangente  a— pia  (rispetto  al  punto  0). 

Prendiamo  ora  il  punto  P  in  0,  aflfiine  di  vedere  quante  tangenti  condotte 
da  0  ad  /'  cadono  nella  t.  In  questo  caso  la  1»  polare  A(0)  ha,  come  Z',  il  punto 
O  per  punto  semplice,  con  t  per  tangente  ad  incontro  (e  -t  l)-punto.  Applicando 
il  teorema  generale  del  n.  7,  abbiamo  da  prima  che  la  moltiplicità  d'intersezione 
delle  due  curve  in  0  é  maggiore  od  uguale  a  a  -h  1.  Per  assicurarci  poi  che  e 
uguale  e  non  maggiore,  assumiamo  0  come  origine  delle  coordinate,  e  la  <  come 
retta  y  =  0 ,  sicché  sarà  : 

/=  ax''-^^  +  .  .  .  +  a,y  -f 

e  la  1»  polare  di  0  : 

A(0)  =  (n  -  0  -  1)  ax^^i  -f  .  .  .  +  (w  -  1)  a^y  + 

Perchè  la  moltiplicità  d'intersezione  fosse  maggiore  di  o -H  1  do vrebb' essere 

a(»  —  1)  «1  —  ai(7ì-  0  — 1)  a  =  0  , 
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ossia  e  a  rt,  =  0,  il  che  non  è.  Dunque  :  una  tangente  ad  incontro  (e  f  Vj-punU 
in  un  punto  semplice  0  di  f  assorbe  a  h  1  delle  tangenti  condotte  da  O  ad  f  (olut 
a  quelle  che  può  assorbire  pel  fatto  che  essa  sia  pure  tangente  ad  f  in  altri 
punti). 

In  particolare  :  se  un  punto  semplice  di  f  ha  la  tangente  che  incontri  iri 
due  volte  soltanto  la  curva,  senza  toccarla  altrove,  la  tangente  sarà  sempUce^t 
conterà  due  volte  fra  le  tangenti  passanti  pel  punto  di  contatto.  Se  in  un  pnctj 
semplice  di  /  la  tangente  ha  con  f  incontro  tripunto,  senz'esser  tang-ente  altro- 
ve, la  retta  stessa  sarà  tangente  doppia  per  f,  e  conterà  tre  volte  fra  le  va- 
genti passanti  pel  punto  di  contatto.  E  così  via.  —  Risulterà  in  segaito  (n.  25» 
che,  se  /  non  contiene  come  parti  delle  rette  (od  in  caso  contrarlo^  se  si  astrte 
da  tali  parti),  non  vi  può  essere  che  un  numero  finito  di  punti  semx>ltci  di  /  io 
cui  il  contatto  della  curva  con  la  tangente  sia  più  che  bipunto.  Un  punto  sem- 
plice in  cui  la  tangente  abbia  incontro  bipunto  con  la  curva  si  chiania  un  pum^ 
semplice  ordinario.  Gli  altri  punti  semplici,  con  le  tangenti  ad  incontro  tripunto, 
quadripunto,  ecc.  prendono,  com'è  noto,  il  nome  di  flessi,  punti  d' ondulazìon?, 
e  in  generale  flessi  superiori, 

19.  Consideriamo  ora  la  curva  algebrica  f  come  inviluppo,  cioè  come  insieme 
delle  sue  tangenti.  Se  /  non  si  riduce  ad  un  gruppo  di  rette,  le  tangenti  sarac- 
no  cx^  come  i  punti  di  /.  Rappresentando  con  aCj  aCg  aCg  le  coordinate  omogenee 
di  punto,  la  tangente  ad  /  nel  suo  punto  generico  (semplice)  x  avrà  coordinate 
Ci  ^2  ?3  t^^i  Gl^e  (n.   14) 

Eliminando  p  ,  ^i  ;  afj  ,  ^3  tra  queste  tre  equazioni  e 

(2)  SS.aCi^O, 

si  avrà,  come  subito  si  vede^  un'equazione  algebrica  fra  i  rapporti  delle  S,  ossia 
un'equazione  algebrica  omogenea  fra  le  S.  Quest'equazione  sarà  soddisfatta,  non 
solo  dalle  rette  |  tangenti  ad  f  nei  suoi  punti  semplici,  ma  anche  dalle  rette  ; 
che  passano  pei  punti  multipli  di  f:  poichò  se  se  è  un  punto  multiplo  di  f  le 
equazioni  (1) ,  (2)  sono  soddisfatte  da  p  --  0  e  2  5,-  ^<  =  0  ,  senz'  altra  condizione 
per  le  $.  Segue  che  l'equazione  ottenuta  si  potrà  dividere  per  certe  potenze  di 
forme  lineari  delle  E,  cioè  di  quelle  forme  lineari  che  rappresentano  i  fasci  di 
rette  uscenti  dai  punti  multipli  di  f.  Fatta  la  divisione  rimarrà  un' equazione  al- 
gebrica per  rappresentare  l'insieme  delle  tangenti  di  f:  anche  le  tangenti  in 
punti  multipli,  se  si  tien  conto  che  queste  sono  i  limiti  di  tangenti  in  punti  sem- 
plici. Dunque  :  le  tangenti  ad  una  curva  algebHca  costittiiscono  una  varietà 
algebrica. 
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Una  varietà  od^  algebrica  dì  rette  del  piano  è  ciò  che  corrisponde  per  dua- 
lità ad  una  varietà  algebrica  oo^  di  punti  del  piano ,   cioè  ad  una   curva  piana 
«.Ig-ebrica,  considerata  come  luogo  di  punti.  Sia  f  una   curva   piana  algebrica, 
non  composta  esclusivamente  di  rette,   e   che   non   abbia   componenti  multiple; 
I*    un  suo  punto  variabile  e  Ma  tangente  in  esso.   In  una  trasformazione  duale 
(reciprocità)  a  P  e  ^  corrisponderanno  una  retta  p^  ed  un  suo  punto  T',  Se  v  è 
la  classe  di  /,  cioè  il  numero  di  rette  t  uscenti  da  un  punto  generico,  v  sarà  il 
xiuinero  di  punti  T'  giacenti  su  una  retta  generica ,  cioè  l'ordine  del  luogo  dei 
punti  T'.  E  poiché  (n.  18)  su  una  data  t  il  corrispondente  punto  P  (di  contatto) 
fe    caratterizzato  dalla  proprietà  che  due  delle  v  rette  t  passanti  per  esso  cadono 
in  quella  data  ;  cosi  per  un  dato  punto  T'  la  retta  /?'  che  gli  è  associata  è  quella 
retta  che  in  esso  incontra  doppiamente  il  luogo  dei  punti  T',   cioè  la  tangente 
in  esso  a  questo  luogo.  Possiamo    quindi  invertire  V  ultima   proposizione    così  : 
Tzel  piano  una  oc^  algebrica  di  rette  si  compone,  oltre  che  di  eventìtali  fasci  di 
rette,  delle  tangenti  ad  una  curva  algebrica. 

Se,  nel  ragionamento  precedente,  t  è  una  tangente  multipla  di  /,  si  vede 
che  T'  verrà  ad  essere  un  punto  multiplo ,  di  ugual  moltiplicità  per  la  curva 
luogo  dei  punti  T'.  Così  la  legge  di  dualità  piana  muta  le  curve  in  curve ,  1 
punti  »— pli  in  tangenti  «—pie,  le  tangenti  in  quei  punti  nei  punti  di  contatto  di 
queste  tangenti,  ecc.  —  Ad  esempio  trasformando  per  dualità  i  risultati  generali 
del  preced.  n.  18  abbiamo  :  Se  un  punto  di  una  curva  ammette  una  sola  tan- 
gente, la  quale  sia  tangente  semplice,  ma  assorba  s  +  1  delle  tangenti  tirate  da 
esso  alla  curva,  il  punto  sarà  &—plo  per  la  curva;  e  questa  avrà  in  esso  in- 
contro (s  +  ì)-punto  con  la  tangente.  — 

E  facile  ora  dimostrare  che  :  una  curva  algebrica  non  può  ammettere  infi- 
nite rette  che  le  sian  tangenti  in  due  o  piit  punti  distinti.  In  fatti,  supposto  che 
esista  una  tal  curva,  alla  varietà  algebrica  f  composta  dì  quelle  tangenti  cor- 
risponderanno per  dualità  i  punti  di  una  curva  algebrica  /"'  :  e  Tipotesi  fatta  si 
trasporta  in  quest'altra,  che  nei  punti  generici  di  /'  questa  curva  ammetta  due 
o  più  tangenti  distinte.  Ora  ciò  è  assurdo  :  perchè  /"  sì  ridurrà  ad  una  o  più 
curve  semplici  da  contarsi  un  certo  numero  di  volte,  e  nel  punto  generico  di 
una  tal  curva  semplice  vi  sarà  una  sola  tangente,  la  quale  sarà  evidentemente 
Tunica  tangente  ad  /*'  in  quel  punto. 

Di  qui,  e  da  osservazioni  precedenti,  si  trae  subito  che:  se  una  curva,  priva 
di  parti  multiple,  ha  la  classe  v ,  per  un  punto  generico  passano  v  tangenti  di- 
stinte di  essa. 
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IV. 

Abbassamento  di  classe  prodotto  da  alcuni    punti  multipli.    Moltiplicità 
delle  tangenti  nei  punti  stessi.  Varie  specie  di  punti  doppi. 

20.  Sia  0  un  punto  8  —  pio  di  una  curva  algebrica  fy  con  le  s  tangenti  tane 
distinte.  L'abbassamento  di  classe  da  esso  prodotto  sarà  la  moltiplicità  d'inter- 
sezione in  0  di  Z'  con  la  1»  polare  i(P)  di  un  punto  P  non  situato  su  quelle  t 
tangenti.  La  A(P)  ha  (n.  15)  0  per  punto  (s  —  l)-plo ,  e  per  tangenti  in  esso  il 
gruppo  1°  polare  della  retta  OP  rispetto  al  gruppo  delle  s  tangenti  in  O  ad  f. 
Poiché  queste  ultime  sono  distinte  fra  loro  e  da  OP,  saranno  pure  ben  distinte 
da  quel  gruppo  polare  ;  sicché  le  due  curve  /  e  A(P)  non  hanno  in  O  alcam 
tangente  comune.  Quindi  (n.  6)  la  moltiplicità  d' intersezione  iu  O  di  /  e  A(F' 
vale  «(«  —  !)  U abbassamento  di  classe  prodotto  da  un  punto  s  —  pio  a  tangenU 
distinte  é  s  (s  —  1). 

Per  avere  la  moltiplicità  di  quelle  tangenti  di  f,  consideriamone  una,  e  sia 
t,  e  rappresentiamo  con  5  +  o  la  sua  moltiplicità  d'intersezione  con  f  in  0:  sic- 
ché; assunto  0  come  origine  e  t  come  retta  y  -  0 ,  sarà 


f=£ax'^  +  - .  .  +  y(a,  05*"^  +  ...)  + 


ove  a  ed  a,  sono  -|=  0.  Dobbiamo  calcolare  la  moltiplicità  d' intersezione  in  0 
di  /  con  la  1*  polare  di  un  punto  generico  di  t  Possiam  prendere  per  questo 
punto  y  =  0,  z  =  0,  sicché  quella  1*  polare  diventa 

df 


^^  =  («  +  0)  ax'+^-*  +  .  .  .  +  2/(5  -  1  a.a;*-*  +  ...)  + 


Applicando  il  n.  7,  ove  quest'ultima  curva  prende  il  posto  di  g,  sicché  r=«-l, 
Tespresslone  ab^  —  a^b  di  là  diventa  ora 

a'(«  —  Ij  a,  —  a,  •(«  +  0)  a  =  — (e  4- 1)  aa, , 

e  non  s'annulla;  per  conseguenza  la  moltiplicità  d'intersezione  in  O  delle  due 
curve  é  «(s-l)fo.  Se  da  questa  sottragghiamo  l'abbassamento  di  classe  pro- 
dotto da  0  avremo  (n.  17)  la  moltiplicità  della  tangente  t  (come  tangente  in  0). 
Dunque  :  una  tangente  ad  incontro  (s  +  aypunto^  in  un  punto  s  —pio  a  tangenti 
distinte,  è  una  tangente  a  —  pia, 

21.  Possiamo  abbandonare  la  restrizione  che  le  s  tangenti  ad  /nel  punto  «-pio 
0  siano  distinte,  se  mettiamo  invece  quest'altra  restrizione  :  che  ognuna  di  quelle 
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tangenti  abbia  con  /  in  0  incontro  (s  + 1)— punto ,  e  non  superiore.  Supponia- 
mo che  delle  e  tangenti  nominate  ne  coincidano  t,  ,  Tj  ,  . . .  ,  t^  ,  essendo 
x,-hTj4-. .  .+T,^=«,  cosicché  le  tangenti  distinte  siano  k  (<«),  e  le  x  siano  >1.  Allo- 
x-a  la  1»  polare  rispetto  ad  /  di  un  punto  generico  avrà  0  per  punto  (»-l)-plo, 
con  un  gruppo  di  «  —  1  tangenti  tale  che  -,  -  1  ,  Tj  —  1  ,  .  .  .  ,  t^^  —  1  cadono  ri- 
spettivamente nelle  dette  tangenti  di  f.  Per  avere  la  moltiplicità  d'intersezione 
in  0  di  questa  polare  con  f,  possiamo  dunque  applicare  quel  corollario  del  n.  13 
che  riguarda  il  caso  che  le  tangenti  ad  /abbiano  in  0  con  /incontro  {s  f  l)-punto, 
e  che  ognuna  di  esse  conti  fra  le  tangenti  di  f  più  volte  che  fra  le  tangenti 
dell'altra  curva.  Ne  segue  che  la  detta  moltiplicità  d'intersezione  vale 

Dunque  l'abbassamento  di  classe  prodotto  da  vn  punto  s—plo^  di  cui  tutte  le  tan- 
genti abbiano  con  la  curva  nel  punto  stesso  incontro  (s  -f  1)  -punto  soltanto  ,  è 
espresso  da  s^  —  k ,  indicando  con  k  il  numero  (<  s)  delie  tangenti  distinte. 

Dimostriamo  ora  che  le  dette  tangenti  nel  punto  s  —  pio  ,  ad  incontro 
(s  -h  lypuntOj  sono  tangenti  semplici  per  la  curva.  Assunto  0  come  origine,  e  la 
tangente  che  conta  ",  volte  come  asse  2/  =  0,  sarà  : 

-  Ti  To  Tq  Za 

f^y'u^v^w^...  +(?,4.,  + , 


ove  u  ,  V  ,  w  y  „.  sono  forme  lineari  di  x  ,fj ,  che  uguagliate  a  zero  rappresen- 
tano le  ulteriori  tangenti  in  0  ad  /;  e  <p,^.,  non  è  divisibile  per  nessuna  di  esse, 
e  nemmeno  per  y.  Per  avere  la  moltiplicità  della  tangente  y=0  cerchiamo,  come 
al  n.  20,  la  moltiplicità  d'intersezione  in  0  di  /  colla  1»  polare 

v/  Ti         Tq 1         *« 1  .  .  .  - 


ove  w',1?',...  (costanti),  e  9',^^  indicano  le  derivate  rispetto  ad  a;  di  m,v,  .. 
e  9,^.4.  Applicando  il  teorema  generale  del  n.  13,  dobbiamo  considerare  la  forma 
che  là  s'indicava  con  ^'  e  che  qui  diventa 

9s+i  {'^tu'vw  ...  +  Xgv'ww  ...  +  .. . .)  -  iivw  ...  9',^, , 

e  verificare  se  questa  contiene  come  fattore  una  delle  foruìe  che  rappresentano 
le  tangenti  comuni  in  0.  Quanto  ad  w  ,  v  ,  t^- , . .  . ,  è  chiaro  che  nessuna  divide 
quell'espressione.  Per  vedere  se  la  divide  y ,  poniamovi  y  =  0.  Indicando  con 
ax**^  il  termine  indipendente  da  y  in  9^^.^ ,    termine   che  non   può  mancare  ,  il 


Digitized  by 


Google 


)(  36  )( 
risultato  sarà  dato  da  aj*+*'"i  moltiplicato  per 

«.(Tg  w'y  V . . .  +  Tgtt't? V  . . .  + )  —  u'v'w* . . .  '«  f  1)  a 

=  (Tj  +  Tg  +  ...-«-  1)  au'oW  ...=:-  (t^  -f  1)  au'vW  . . . , 

e  quindi  non  è  nullo.  Dunque  nemmeno  y  non  divide  V  espressione  ò'  relatiri 
al  teorema  del  n.  13  ;  e  però,  in  base  a  questo,  potremo  dire  che  la  moltiplicÉJà 
d'intersezione  in  0  di  Z'  con  quella  1»  polare  è 

«(«  -  1)  +  T,  +  (Tj  -  1)  +  (Tg  -  1)  +  . . .  =  fi«  -  A;  +  l. 

E  siccome  per  la  moltiplicità  d' intersezione  in  0  di  /  con  una  1*  polare  jjene- 
rica  si  era  trovato  s^  —  k,  concludiamo  (n.  17)  che  effettivamente  la  tangente 
y  =  0  (in  quanto  riguarda  il  punto  di  contatto  0)  è  tangente  semplice. 

Completiamo  la  ricerca  relativa  all'  attuale  punto  «—pio  0  determinando  la 
moltiplicità  d'intersezione  in  0  di  /  con  la  1»  polare  di  0  medesimo.  Posto 

/"=?• +  ?•+!  +  ••  w 

quella  1<^  polare  sarà 

A(0)  =  (n-  «)  9,  4-  (n  -  «  -  1)  9,,,  +  .  .  . , 

e  l'espressione  ^'  del  n.  13  diventa  qui  (n  -  s)  9,^.^  -  (n  —  «  —  1)  9,^, ,  ossia  9,+^: 
che  non  è  annullata  da  nessuna  delle  tangenti  9,.  Dunque^  le  due  curve  avendo 
0  ^— pio,  con  le  stesse  tangenti,  la  moltiplicità  d'intersezione  sarà  s-  +  «.  Deda- 
cendone  s^  —  k  abbiamo  (n.  16):  se  nel  punto  s—plo  0  di  f  sono  k  U  tangenti 
distinte,  e  tutte  hanno  incontro  {Q-\-ì)'punto  con  la  curva,  esse  assorlriranno  si-k 
fra  le  tangenti  condotte  alla  curva  da  0. 

22.  Trattiamo  ora  il  caso  che  nel  punto  «-pio  0  la  curva  f  ammetta  una 
tangente  t  la  quale  presenti  simultaneamente  tutte  due  le  particolarità^  che,  stac- 
catamente, abbiamo  supposte  nei  n.»  20  e  21  :  cioè  t  abbia  con  f  in  O  incontro 
(«  4-  o)-punto,  ove  e  >  1  ;  e  f  conti  un  numero  qualunque  di  volte  t  >  1  fra  le  1 
tangenti  di  f  in  0.  Le  rimanenti  s-i  (>0)  tangenti  siano  tutte  distinte.  Pren- 
diamo 0  per  origine  e  t  per  asse  y  =  0,  sicché  : 

f=  ax'^""  +  . . .  +  y{a\  ob'  -I- . , .)  +  y*(a',  x*'^  +  . . .)  -I- . 

^  ^    I-I  ^  + . . .  0  +  ?/    («-«         +..,)+ , 
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^aggiungeremo  la  condizione  a\  =|=0.  Come  1*  polare  generica  rispetto  ad  f  pos- 
siamo prendere  quella  del  punto  flc  =  2;  =  0,  ossia  -J-^Oy  cioè 

di/ 

^  =  a',  oc'  +  . . .  +  y(2a'^  x'"^  +  ...)  + 


,     -—2, — r    ,  «-Tf2     .      ,       T-1,         «~T 

+  y        (t  — la'       a?  +"•..)■»- y       (xa^^r        +...>  + 


Questa  curva  ha  0  come  punto  («— l)-plo,  del  quale  t-1  tangenti  cadono  nella 
tj  e  questa  retta  ha  con  la  curva  in  0  incontro  8  —  punto,  in  causa  della  condi- 
zione a\  =1-0.  Per  avere  la  moltipJicità  d'intersezione,  in  0,  di  questa  curva  con 
la  f  possiamo  applicare  la  proposizione  del  n.  11.  Basterà   porre  in   quella,   al 

df 
posto  di  g.r,x  rispettivamente   ~-,  «  — 1  ,  t  — 1.  Sì  ottiene  per  la   moltiplicità 

cercata  il  valore  «(«  —  1)  +  t,  in  generale  ;  e  per  vedere  quando  sia  maggiore 
bisognerà  distinguere  due  casi.  Se  t  =  2  (che  corrisponde  al  caso  "=1  del  n.  11), 
si  ha  la  condizione  : 

«2  «'t^  —  a'i  •  «'t  2»^  -h  a'  •  éa^^  =  0  , 

ossia 

a\^  =  4a'  ag  , 

avendo  indicato,  come  nel  citato  n.  11,  con  a'  il  coefficiente  del  termine  in  ai* ""* 
della  ff  cosicché  se  o  >  2  è  a'  =  0  e  quella  condizione  è  impossibile  in  causa 
deiripotesi  a'|=|rO.  Se  invece  t  >  2,  si  ha  la  condizione 

che  non  è  possibile.  Dunque:  un  punto  ^—plo,  nel  quale  siano  t(>  1)  tangenti 
coincidenti  in  una  retta  t,  mentre  le  altre  tangenti  {se  ne  rimangono)  siano  di- 
stinte, e  tale  inoltre  che  t  vi  abbia  incontro  pìiL  che  (s  rispunto  con  la  cttrva,ma 
solo  B^punto  con  la  prima  polare  di  un  punto  generico ,  abbassa  la  classe  di 
s(8  —  1)  -f-  T  unità  :  fatta  eccezione  solo  pel  caso  che  t  assorba  due  tangenti  nel 
punto  alla  curva  ed  abbia  ivi  con  questa  incontro  (s  f  '2)-punto,  e  che  ponendo 

f  =  ax»-^«  +  . . .  4-  y(a',  x»  -i- . . .)  +  y'  (a^  x*-*  -h  ...)  +  ... . 

si  abbia 

a',*  =  4  a  a,  , 

nel  qual  caso  speciale  V abbassamento  di  classe  sarà  maggiore. 

Determiniamo  la  moltiplicità  della  tangente  t.   A   tal   fine   consideriamo  la 
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1»  polare 

cf 

^  =  {8-^  Q)a  05*+^^  -[-...  +  y{8a\  x*^^  +  . .  .^  + 

+  2/       U-T4-2a'        X  +. .  J  +  y  U-Ta  05  +  . . . j  + 

T-1  T  T 

Se  X  <  »  essa  ha  0  («  -  l)-plo,  con  t  tangenti  in  ^,  ad  incontro  («— l+a)-pnnto,  e 
lo  altre  tangenti  diverse  da  quelle  di  f.  Per  determinare  la  moltìplicità  d'inter- 
sezione con  f  applichiamo  il  n.  9  con  r=«-l:  abbiamo  che  essa  varrà  «(«— l)+i+c: 
e  solo  sarebbe  da  esaminare  il  caso  (2o  deirenunciato  del  n.  9)  che  sìa 

a*8a\  -  a'|«(«  +  o)  a  =  0, 

oppure  : 

a\  •  («  —  x)  a^  —  a  •  8a\  =  0 , 

X  X 

relazioni  impossibili  entrambe  ;  e  poi  il  caso  (3o  di  quella  proposizione)  che  si» 
X  =  0  =  2  ed  inoltre 

[a.(«^2jag-aj-(«+2)a]*-  [a.«a\-a',.(5-|-2)a][a^-(«-2)ag-a,-«a\]  =0 
cioè 

Quest'ultimo  caso  è  possibile,  e  sarà  il  solo  in  cui  la  moltiplicità  d'intersezione 

df 
superi  il  detto  valore.—  Se  poi  è  x  ~  «,  la  1»  polare  /-  ha  0  ^-plo,  con  la  retta 

vx 

y  =  0  come  tangente  ad  incontro  («  +  o  -  l)-punto,  e  le  altre  «  —  1  tangenti  ben 
diverse  da  quella,  in  causa  dell'ipotesi  a\  =[=0.  Per  averne  la  moltiplicità  d'in- 
tersezione con  /  possiamo  dunque  applicare  ora  il  risultato  del  n.  8,  ponendoTÌ 
r^ajh^G—  1.  Otteniamo  il  valore  «*  -\-  e,  che  rientra  nella  precedente  espres- 
sione «(«-l)+x+o  ponendovi  x=«.  Solo  occorre  anche  esaminare  i  casi  eccezionali 
del  detto  n,  8  :  e  si  trova  che  il  caso  3o)  (li  >  \,  cioè)  o  >  2  non  dà  una  relazione 
possibile,  e  che  il  2»)  con  o  =  2  pure  è  impossibile  se  x  =  s  >  2  (avvertendo  che 
allora  la  a^  di  quella  proposizione  viene  a  prendere  il  valore  0),  mentre  se  x=s=2 
esso  diventa  possibile  e  ci  riporta  alla  relazione  a'i^^éaa^  di  poco  fa.—  In  conclu- 
sione la  moltiplicità  d'intersezione  di  f  con  la  1»  polare  di  un  punto  generico  di  f  è 
sempre  «(«  l)+x-hc:  tranne  il  caso  che  sia  x=o=2  ,  a\^=^i:aa^,nQ\  qual  caso  essa  è 
maggiore, -Sottragghiamo  ora  da  quell'espressione  l'abbassamento  di  classe  «(s-IHt 
che  prima  s'  era  trovato,  e  concludiamo  la  seguente  notevole  proposizione:  Se  una 
tangente  ad  una  curva  in  un  punto  8— pio  ha  ivi  incontro   (s  +  cypunto   con  la 
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curva j  essa  sarà  tangente  a  -  pia.  Essa  è  dovuta  ad  Halphen  (^) ,  ed  è  valida 
senz'alcnna  restrizione.  Qui  però  essa  risulta  dimostrata  solo  sotto  le  seguenti 
condizioni  :  che  se  nel  punto  s  -  pio  0  vi  sono  tangenti  diverse  da  quella  t  che 
s'  è  considerata,  esse  siano  distinte  fra  loro;  che  la  1»  polare  di  un  punto  ge- 
nerico non  abbia  con  t  in  0  incontro  più  che  «—punto;  che  infine  non  si 
tratti  del  caso  eccezionale  rilevato  neirenunciato  precedente  (relativo  airabbas- 
samento  di  classe)  di  questo  stesso  n.o.  Nei  precedenti  iìA  18  e  20  si  erano  già 
dimostrati  dei  casi  particolari  di  quel  teorema. 

23.  Infine,  seguendo  sempre  lo  stesso  procedimento,  applichiamo  i  risultati 
del  n.  12  a  determinare  V abbassamento  di  classe  ;prodotto  da  un  punto  doppio 
a  tangenti  coincidenti.  Sia,  come  al  no  citato  , 

f={a^  +  ...)  +  y(a'a?'  t  •  •  0  +  ^^«2  +  •..)  +  y'(<»3  +  ...)  + » 


ove  supporremo  :  che  a  ,  a' ,  a^  siano  =|  -  0 ,  e  che  Z  >  1  ,  A:  >  2  ;  di  modo  che 
l'origine  0  sia  per  f  un  punto  doppio,  con  la  retta  y  =  0  come  unica  tangente. 
L'abbassamento  di  classe  prodotto  da  0  sarà  la  moltiplicità  d'intersezione  in  0 
di  f  con  la  1*  polare 

^  =  (aW  +  ...)  +  2/(2a,  4-...)+2/'(3a3  f  . . .)  + , 


la  quale  ha  in  0  un  punto  semplice,  con  la  tangente  ^^  =  0  ad  incontro  Z~  punto 
Otterremo  dunque  quella  moltiplicità  d'intersezione  dal  n.  12,  ponendovi  i  =  Z, 
6  =  a' ,  6,  =  2ag.  Avremo  che  essa  è  uguale,  in  generale ,  a  quello  dei  due  nu- 
meri k ,  21  che  non  supera  V  altro.  Ed  esaminando  i  casi  eccezionali ,  si  vede 
subito  che  i  primi  tre  non  sono  qui  possibili,  e  che  il  4o  diventa: 

A:  =  2Z        ,         a'  =  4  a  a,. 

Dunque  :  Se  un  punto  doppio  ha  una  sola  tangente ,  la  quale  abbia  in  esso  in- 
contro ìi^punto  con  la  curva  ed  incontro  impunto  con  la  1^  polare  di  un  punto 
generico^  V abbassamento  di  classe  prodotto   dal  punto   doppio    sarà  in   generale 


{})  Mémoire  sur  les  points  singuliers  des  courbes  algébriques  planes  (Mómoires 
prósentés  par  divers  savants  etc.  t.  26,  1877),  pag.  42.— Merita  di  esser  avvertito 
che  quella  proposizione  ha  servito  di  partenza  al  sig.  Zeuthen,  nella  memoria  Sur 
un  groupe  de  théorèmes  et  formules  de  la  geometrie  énumerative  (Acta  mathematica, 
t.  1,  1882),  per  stabilire  varie  formole  relative  alle  curve  con  singolarità  superiori. 


Digitized  by 


Google 


)(  40  )( 

espresso  da  quello  dei  due  nvmeri  k ,  21  che  non  supera  Valuto,  E  solo  quel f  ab- 
bassamento sarà  maggiore  quando  sia  k  =  21 ,  e ,  ponendo 


f=  (ax«'  +  ...)  +  y  (a'x'  +  ...)  +  y*(a2  +  ...)  + » 

81  abbia 

a'*  =  4  a  Hg. 

24.  Alla  questione  precedente  sì  collega  una  distinzione  dei  punti  doppi  in 
varie  specie. 

Un  punto  doppio  a  tangenti  distinte ,  o  nodo ,  abbassa  la  classe  di  2  auità 
(n.  20).  Se  le  tangenti  hanno  In  esso  incontro  trìpunto  soltanto  (nodo  ordinario^, 
esse  sono  tangenti  semplici.  Se  una  tangente  ha  incontro  (e  +  2)-punto ,  e^a  è 
tangente  o  —  pia  (n.  20).~La  singolarità  duale  al  nodo  (n.  19)  è  data  da  una  tan- 
gente doppia  con  due  diversi  punti  di  contatto.  Al  nodo  ordinario  corrisponde 
la  tangente  doppia  ordinaria ,  i  cui  punti  di  contatto  sono  punti  semplici  per 
la  curva. 

Un  punto  doppio  le  cui  tangenti  coincidano  in  una  retta  ad  incontro  tri- 
punto  dicesi  cuspide  o  regresso  ordinario,  o  di  1^  specie.  Esso  abbassa  la  classe 
di  3  unità  (n.  21).  La  tangente  in  esso  è  tangente  semplice^  ed  assorbe  tre  delle 
tangenti  condotte  dal  punto  alla  curva  (n.  21).  — Per  dualità  alla  cuspide  ordinaria 
corrisponderà  una  tangente  doppia  avente  un  solo  punto  di  contatto ,  semplice 
per  la  curva:  la  tangente  in  un  flesso  ordinario  (n.  18).  Questa  considerazione 
porta  anche  subito  a  questa  conseguenza  :  un  punto  doppio,  le  cui  tangenti  coin- 
cidano in  una  retta  che  sia  tangente  semplice  per  la  curva ,  è  una  cuspide  or- 
dinaria ;  vale  a  dire  la  sua  tangente  ha  incontro  trìpunto  con  la  curva.  In  altre 
parole  :  se  un  punto  doppio  ha  le  tangenti  coincidenti  in  una  retta  ad  incontro 
più  che  trìpunto,  questa  retta  sarà  tangente  doppia  almeno  ;  e  viceversa- 

Un  punto  doppio  con  le  tangenti  coincidenti  in  una  retta  ad  incontro  qua- 
dripunto  abbassa  la  classe  di  4  unità  almeno  (n.  22 ,  o  n.  23).  Se  V  equazione 
della  curva  si  può  porre,  con  le  solite  convenzioni,  sotto  la  forma 

aor*  -h  ...  +  y  (a' x»  +  ...)  +  y*(aa  +  ...)  + =  0 , 

ed  è  a'  =|=4aag  Tabbassamento  di  classe  prodotto  dal  punto  sarà  precisamente 
di  4  unità  ;  se  invece  d'^  =  4  a  a^  V  abbassamento  di  classe  sarà  almeno  di  5 
unità.  Nel  lo  caso  il  punto  doppio  dicesi  tacnodo.  Esso  costituisce  il  caso  più 
generale  di  punto  doppio  con  una  sola  tangente  la  quale  sia  tangente  doppia 
(n.  22^.  Per  dualità  dà  origine  alla  stessa  singolarità.  —  Nel  caso  che  a'*=4aa, 
si  ha,  in  generale,  la  cosi  detta  cuspide  o  regresso  di  2*  specie.  Ma  non  ci  fer- 
miamo su  questa  singolarità  e  sulla  condizione  (diseguaglianza)  che  devon  ve- 
rificare 1  coefficienti  perchè  si  abbia  realmente  quella,  e  non  una  singolarità  che 
produca  un  abbassamento  di  classe  maggiore  di  5. 
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Hessìana  di  una  curva  piana,  e  nunnero  dei  flessi*  Singolarità  della 
Hessiana  ,  ed  abbassannento  del  nunnero  dei  flessi  prodotto  da  punti 
rnultlpii. 

25.  Si  chiama  Hessiana  della  curva  piana  f  d'  ordine  n  il  luogo  di  quei 
punti  le  cui  coniche  polari  si  spezzano.  Essa  vien  rappresentata  uguagliando  a 
zero  il  determinante  delle  seconde  derivate  di  f  rispetto  alle  tre  coordinate  omo- 
g'enee.  Si  sa,  e  si  dimostra  subito  ricorrendo  alla  detta  definizione  ed  alla  teoria 
della  polarità  (n.  15),  che  la  Hessiana  passa  per  tutti  i  punti  multipli  di  /",  ed 
inoltre  incontra  f  solo  in  quei  punti  semplici  ognun  dei  quali  è  tale  che  la  tan- 
gente ad  f  nel  punto  abbia  ivi  incontro  più  che  bipunto  con  f.  Ne  segue  che 
se  di  f  fa  parte  una  retta,  oppure  una  linea  multipla,  la  retta  stessa,  o  la  linea 
staranno  pure  nella  Hessiana  di  /.  Dimostreremo  ora  che  solo  in  questi  casi  f 
tta,  comuni  infiniti  punti  colla  Hessiana. 

Indichiamo  con  0  un  punto  semplice  di  /,  il  quale  non  stia  su  una  retta 
che  faccia  parte  di  f  :  cosicché  la  tangente  Mn  0  ad  /"  avrà  ivi  con  f  una  mol- 
tiplicità  d'intersezione  finita  (<  n)  che  rappresenteremo  con  o-f  1.  Preso  0  come 
origine  e  quella  tangente  t  come  asse  j^  =  0,  avremo  : 


f=  aaP^^  +  ...  +  3/(«i  +  ^»  +  •••)  +  yM«2  -^-  •••)  + 


dove,  per  le  ipotesi  fatte  su  ^  e  su  0  (punto  semplice),  saranno  a  ed  a^  diverse 
da  zero.  Cerchiamo,  nella  Hessiana  H  di  f,  quello  fra  i  termini  privi  della  va- 
riabile y  che  è  del  minimo  grado  rispetto  ad  x.  A  tal  fine,  nello  scrivere  il  de- 
*terminante  H  basterà  prender  solo  in  ciascun  elemento  il  termine  privo  della  y 
e  più  basso  rispetto  ad  x.  Abbiamo  cosi  : 

o(o-i-l)ajc^*^*  6  (a+l)^n-a-l)ax* 

h  2aj  (n-l)a, 

(a  f  lKn-a-1)  ax^        (7i~l)  a^        (n-  a-l)(ii-c-2)aac^+^ 

Ne  deriva  che  in  H  il  termine  più  basso  fra  quelli  privi  di  y  sarà 

-  e  (o  +  1)  (n  -  1;«  aa^^ .  oj^-i  : 
poiché,  questo  termine  esiste  certo,  essendo,  come  s'  é  detto,  a  e*  a^  non  nulli. 
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Ciò  posto,  se  Y  è  ^nft  parte  di  f  (che  può  essere  anche  tutta  f)  contenente 
il  punto  0,  non  potrà  y  stare  anche  in  H.  Invero,  poich^.  0  è  semplice  per  /, 
0  non  sarà  contenuto  dalla  residua  parte  di  f\  e  quindi  il  termine  di  y  più  basso 
fra  quelli  privi  della  y  sarà  di  grado  e  -f  1  come  l'analogo  termine  di  f.  Ora 
se  la  funzione  7  fosse  un  divisore  di  H,  il  termine  di  H  più  basso  fra  quelli  che 
non  contengono  y  dovrebbe  essere  almeno  del  grado  del  termine  analogo  di  7, 
cioè  almeno  del  grado  0  +  1.  Invece  abbiamo  trovato  che  il  suo  grado  è  <;  —  1. 
Giungiamo  cosi  alla  seguente  proposizione  :  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  la  curva  f,  od  una  sua  parte,  sia  contenuta  nella  Hessiana  di  f,  è  che  f, 
0  quella  sua  parte,  si  componga  tutta  di  linee^  multiple  per  f,  o  rette. 

26.  Il  fatto  che ,  uelle  ipotesi  poste  prima ,  il  termine  di  H  più  basso  fra 
quelli  che  non  contengono  y  sia  di  grado  o  -  1 ,  cioè  che  o  —  1  sia  la  moltipli- 
cità  d'intersezione  in  0  di  <  con  H,  permette  di  assegnare  subito  la  moltipUcità 
d'intersezione  in  0  di  /  ed  H.  Basta  applicare  la  proposizione  finale  del  n.  7, 
e  si  ottiene  cosi  che  quest'ultima  moltiplicità  vale  e  —  1.  In  un  flesso  ordinario 
di  f  cade  una  sola  intersezione  di  f  colla  Hessiana  ;  mentre  in  un  punto  sem- 
plice tale  che  la  tangente  vi  abbia  contatto  {c-{-\)-punto  (o>l)  con  f  ccuiono  c-\ 
intersezioni  di  f  colla  Hessiana.  Possiamo  anche  esprimere  ciò,  in  modo  conven- 
zionale, dicendo  che  un  tal  punto  semplice  di  f  equivale  a  0  —  I  flessi  ordinari^ 
assorbe  0  —  1  flessi  ordinari. 

Se  la  curva  /  non  ha  componenti  multiple,  né  componenti  rettilinee,  il  nu- 
mero delle  sue  intersezioni  con  la  curva  Hessiana,  d'ordine  3  (71 -2),  sarà  finito 
fn.  25),  ed  uguale  a  3n(n  —  2),  Quelle  intersezioni  che  cadono  in  punti  semplici 
di  f  daranno  i  flessi  di  questa  curva,  contando  ogni  punto  nel  modo  detto  come 
equivalente  ad  un  certo  numero  di  flessi  ordinari.  Se  f  non  ha  punti  multipli , 
si  ha  così  che  il  numero  dei  flessi  (ordinari)  di  f  ò  uguale  a  3n(n  — 2):  il  che 
sarà  un  modo  abbreviato  dì  enunciare  che  l(o—  l)  =  .3n(n  — 2),  estendendo  la 
somma  a  tutti  i  punti  di  f,  oppure  a  quelli  soltanto  pei  quali  0  >  1.  Se  invece/" 
ha  punti  multipli,  diremo  abbassamento  nel  numero  dei  flessi  di  {prodotto  da  un 
punto  multiplo  la  moltiplicità  d'intersezione,  in  quel  punto,  di  /  colla  sua  Hes- 
siana. Ed  avremo  allora  che  il  numero  dei  flessi  (ordinari),  vale  a  dire  la  somma 
l(c—  1)  calcolata  pei  punti  semplici  di  f,  è  uguale  a  3n(n  -  2;  diminuito  degli 
abbassamenti  prodotti  dai  vari  punti  multipli. 

Volendo  occuparci  di  questi  abbassamenti  del  numero  dei  flessi ,  conviene 
che  esaminiamo  ora  il  comportamento  della  Hessiana  di  f  in  un  punto  multiplo 
di  questa  curva. 

27;  Supponiamo  dunque  che  il  punt:)  0  sia  s  pio,  con  s  >  1,  per  la  curva/ 
d'ordine  71  {>  1).  Se  s=n  la  conica  polare  di  un  punto  qualunque  ha  sempre  un 
punto  doppio  in  0 ,  e  però  la  Hessiana  è  in  questo  caso  identicamente  nulla. 
Possiamo  dunque  limitarci  ai  casi  in  cui  s  <n.  Assumenio  0  come  origine,  po- 


Digitized  by 


Google 


)(43)( 
tremo  scrivere 

ove  le  9  sono  forme  ài  x  ^  y  degli  ordini  indicati  dai  loro  indici.  Per  vedere 
oome  si  comporta  in  0  la  Hessiana  H  di  f,  cercheremo  quali  sono  i  suoi  tcr- 
inini  degli  ordini  più  bassi  (').  Indichiamo  cogli  apici  superiori  1  e  2  apposti 
ad  una  9  le  derivazioni  di  questa  funzione  rispetto  ad  a;  e  ^ ,  rispettivamente^ 

sicché  <f>S  ^^  7  *P^^  ì  'F^*  >  9^*   indichino  tt^  ,   ~  ,   ;rT  >  v"-^  ?   ^  •  L' Hessiana  li 

ox      dy      cx^  '   oxoy      cy^ 

eli  f  sarà  rappresentata  da 

9."  +  ?",+!  +  ■ . .  ,  . . .  ,  (n-«)?,i  f  (n-«~l)9i,,,  +  . .  . 

ove  la  2»  colonna;  che  non  s'è  scritta,  si. ricaverà  dalla  l»  mutando  nelle  o  il 
primo  apice,  che  è  1 ,  in  un  2.  Trasformiamo  quel  determinante ,  moltiplicando 
la  3»  colonna  per  -  »  +  1  -(che  è  _  |-  0)  ed  aggiungendole  poi  le  prime  due  co- 
lonne moltiplicate  rispettivamente  per  {n  -  8)a;  ,  {n  —  8)y.  La  3»  colonna  diverrà: 

(n  -  1)  9V1  +  2  (n  -  1)  9^2  +  3  (w  -  1)  9^,3  4-  .  .  . 

(^-l)?^+i  +  2(n~l)9V2  +  3(n-l)92,^3-l-  ... 

(n-l)(«-«)93  +  2(n-.l)(w-8-l)  9,+,  -h  3(n-.l)(n-s-.2)  9,^^  +  •  •  •  , 

Dividiamola  per  w— 1  (che  è  =|-0).  Poi  aggiungiamo  alla  3*  linea,  moltiplicata 
per  —8+1,  le  prime  due  moltiplicate  rispettivamente  per  {n  -  8)x  ,  {n  -  s)y.  I 
primi  due  elementi  della  3*  linea  diverranno  ciò  che  prima  eran  diventati  i  primi 
due  elementi  della  3*^  colonna  ;  e  V  ultimo  elemento  verrà   ad  essere  la  somma 


(^)  Il  sig.  Brill  {Ueber  die  Hesse'sche  Curve,  Math.  Ann.  t.  13,  1877-78)  ha 
calcolato  il  1^  termine  di  H,  deducendone  le  conseguenze  che  vedremo.  Il  calcolo 
che  noi  qui  facciamo  di  più  termini  è  stato  adoperato  più  tardi ,  per  le  Hessiane 
di  superficie,  dal  sig.  Rohn  {Das  Verhalten  der  Hesse'schen  Fldche  in  den  vielfa- 
chen  Punkten  und  vielfachen  Curven  einer  gegehenen  Fldche  ,  Math.  Ann.  t.  23 , 
1883-84). — Alcune  osservazioni  singolari  sui  contattìt  delle  angenti  di  f  con  la  Hes- 
siana si  possono  trovare  nella  mia  Nota  :  Sulla  forma  Hessiana  (Rend.  R.  Accad. 
Lincei  ser,  5,  t.  4,  1895). 
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delle  ff,^.j  (per  **  =  0,  1,  2  ,  .  .  .)  moltiplicate  rispettivamente  per 

(i  +  1)  (n  -  «  -  «)  (-  «  -h  1)  +  (n  -  8)  i  (8  4- 1)  =  -«  (»  -  1)  (n  -  «)  +  i{i  4- 1)  (n-h. 

Se,  per  riavere  un  determinante  Bimmetrico,  dividiamo  la  3»  linea  per  «  — l^e 
poniamo,  per  brevità , 

(8 —  Din-  8) 
n-l         --'' 

(n  -  1\* 
)    per 

9."  W\.^W\^^  +  ...,...,  ?^^rf  2(pV«  +3(pS^.8  +  • . .  I 

28.  Prima  di  procedere  allo  sviluppo  di  questo  determinante  conviene  ^ 
servare  che  il  breve  calcolo  ora  fatto  vale  senza  modificazioni ,  nemmeno  nei 
coefficienti,  quando  in  luogo  delle  due  variabili  ce  ,  y  si  abbia  un  numero  qua- 
lunque di  variabili.  Se  queste  sono  più  di  due ,  si  dovrà  solo  scrivere  nei  de- 
terminanti, dopo  le  linee  e  colonne  1»  e  2»  caratterizzate  dall'avere  le  «p  per 
primo  apice  superiore  rispettivamente  1  e  2,  altre  linee  e  colonne  col  primo  apice 
superiore  3  ,.4  ,  .  • .  Se  invece  si  vuole  applicare  il  calcolo  fatto  al  campo  bi- 
nario, cioè  al  caso  di  una  sola  variabile  ac,  dovremo  cancellare  la  2»  linea  e 
la  2»  colonna.  Dunque  in  questo  caso ,  che  appunto  e'  importa  considerare  pel 
seguito,  THessiana  di  f  è 


-  1\* 
X 


C^ò 


9."    +?".+! +  ....    ?S+.  +  2?V,  +  .  .  .       I 
?',M  +  2?!,^.,  +  .  . . ,    -p?,  -(p-2)(p,^.,  -  ...   I 


Essa    ha   quindi  come   termine   più  basso  —  p  (  r  )  ?«^^  ?,  ;    ossia ,  ponendo 

cp^^ajc*  con  a-\-0  se  il  punto  0  (ac  -  0)  ò  esattamente  «  —  pio  per  f: 


%  «.2«-2 


-  «  (ti  —  1)  (n  —  «)  a.*  X 

Dunque  :  un  punto  s—plo  per  una  forma  binaria  d'ordine  >  s  é  mtiltiplo  secondo 
2s  —  2  per  la  forvia  //<e<i)'«?*a?ia.— Notiamo  subito  che,  quantunque  ciò  risulti  dimo- 
strato solo  neir  ipotesi  «  >  1 ,  pure  rimane  vero  anche  se  5  =  1;   cioè  un  pnnw 
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che  sia  semplice  per  la  forma  binaria  non  può  far  parte  dell'Hessiana,  giacché 
la  sua  polare  di  2»  ordine  ha  in  esso  un  punto  semplice,  non  ha  punto  doppio. 
Possiamo  ora  risolvere  subito  la  questione  di  vedere  in  quali  casi  V  Hes- 
siana  di  una  forma  binaria  svanisce  identicamente.  Se  0  è  un  punto  di  una  for- 
ma siffatta,  esso  non  può  esser  semplice;  se  no  non  annulla  l'Hessiana,  come 
ora  s'  è  detto.  Sia  dunque  «—pio,  con  «  >  1.  Allora  nell'espressione  dell'Hessiana 
il  termine  più  basso  è  quello  dianzi  scritto.  Perchè  esso  svanisca,  essendo  n>l, 
ar|-0,  occorre  che  sia  8=^  n.  D'altronde  se  la  forma  binaria  d'  ordine  n  ha  il 
punto  0  per  n— pio  la  forma  Hessiana  sarà  indeterminata.  Dunque:  la  condizione 
necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  Hessiana  di  una  forma  binaria  d'ordine  n  sva- 
nisca  identicamente  è  che  la  forma  si  riduca  ad  un  elemento  n—plo  {}). 

29.  Dopo  questa  digressione,  ritorniamo  al  determinante  ottenuto  alla  fine 
del  n.  27  come  Hessiana  (a  meno  di  un  fattor  costante)  della  curva  f.  Svilup- 
piamo quel  determinante,  cambiato  di  segno,  scrivendo  in  una  stessa  lìnea,  op- 
pure collegando  mediante  t  j ,  i  termini  di  uno  stesso  ordine,  a  partire  dall'  or- 
dine minimo.  Indicando  per  brevità  con  A(<p)  la  Hessiana  nel  campo  binario  di 
una  forma  binaria  <p  di  x,y ,  cioè  l'espressione  <p^^  <p"  -  (9*-}*,  otteniamo  che  H  è 

-\   moltiplicato  per 

P  ?•  ^(?,) 

+  i(p-6)?,.2%J+(p-2)9,^i(9,"cp^%^i+9."?^^.,-29/»?'%,0+P?.'^^?^ 

+  termini  d'ordine  superiore. 

lì  lo  termine,  il  più  basso,  è  d'ordine  3s  -  4.  La  forma  9,  che  vi  compare 
rappresenta,  come  sappiamo,  le  tangenti  in  0  ad  f.  Quel  lo  termine  manca  solo: 
quando  p  =  0,  cioè  j?  =  »,  nel  qual  caso  l'Hessiana  è  identicamente  nulla  ;  e  quan- 
do h{o^  ^  0 ,  cioè  (n.  28)  9,  è  la  potenza  s  —  esima  di  una  forma  lineare ,  le  s 
tangenti  in  0  ad  f  coincidono.  Dunque  :  la  Hessiana  di  una  curva  f  d'ordine  n 


(*)  Hesse  ha  dato  nel  t.  42  (1851)  del  Journal  dì  Creile  il  teorema  più  gene- 
rale, che  le  forme  ad  un  numero  qualunque  di  variabili,  il  cui  determinante  Hes- 
siano  svanisce  identicamente,  sono  le  forme  d'ordine  n  con  un  punto  n-plo.  Invece 
GoRDAN  e  NOther,  trattando  più  completamente  la  questione  nella  Memoria  Ueher  die 
algebraischen  Formen  ,  deren  Hesse' sche  Determinante  identisch  verschwindet  (Math. 
Ann.  t.  10,  1876),  hanno  dimostrato  che  il  teorema  di  Hesse  è  vero  solo  se  il  nu- 
mero delle  variabili  è  2  ,  3 ,  4. 
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con  punto  s—plo  0,  quando  q  <  n  e  le  s  tangenti  ad  f  in  O  non  coincidono  tette 
in  unaf  ha  in  0  la  moltiplicità  Ss  —  4  e  per  tangenti  quelle  s  tangenti  di  f  ed 
il  gruppo  di  23-4  rette  che  ne  è  VHessiano.  Qaeste  tangenti  in  O  alla  Hessiana 
di  /  saranno  tutte  distinte  fra  loro,  se  tali  sono  le  tangenti  ad  f]  ma  (per  la 
prima  proposizione  del  n.  28)  se  s'  (<.  s)  tangenti  di  f  in  O  coincidono  in  unoj 
in  questa  coincideranno  s'  +  (2s'  —  2)  cioè  3s'  -  2  tangenti  alV  Hessiana. 

La  Hessiana  di  f  avrà  in  0  moltiplicità  maggiore  di  3s  —  4  solo  quando  le 
8  tangenti  in  0  ad  f  coincidano  tutte.  In  tal  caso,  ponendo 

lo  sviluppo  deirJIessiana ,  a  meno  del  fattore  -  ( j  ,  diventa  : 

H?'2)s{s-'ì)y*'^^^,^y',^,h9y'h(^s^,)^os[8-i)f^^^^^ 
+  termini  superiori 

L'attuale  primo  termine  non  può,  nelle  nostre  ipotesi  («  >  1  ,  «  <  ?ij ,  svanire  se 
non  quando  ?",+!  =  0,  cioè  quando  9,^.j  contiene  x  solo  al  !<>  grado.  Tolto  queste» 
caso,  avremo  che  :  se  le  s  tangenti  in  O  ad  f  coincidono  in  una,  il  punto  O  ha 
moltiplicità  3s  —  3  per  la  Hessiana,  e  2s  —  2  tangenti  in  esso  a  questa  coincidono 
nella  tangente  di  f.  Quanto  alle  rimanenti  «  —  1  tangenti  dell'  Uessiana ,  cioè 
9*^,^j  =  0,  esse  si  possono  ottenere  così.  Si  consideri  la  polare  d'ordine  «  +  1  di 
0  rispetto  ad  /,  cioè  (n  —  s)  y*  +  9,^.^  -  0  -,  quel  gruppo  di  «  -  1  rette  <?",^.i  è  la 
2*  polare  di  un  punto  qualunque  della  tangente  in  0  ad  /",  y  =  0 ,  rispetto  alla 
curva  d'ordine  8  +  1  ;  oppure  anche,  osservando  che  la  Hessiana  di  questa  si  ri- 
duce (come  segue  anche  dalle  cose  precedenti)  a  y^*~^ -9*^^1  =  0,  il  gruppo  delle 
s  -  i  rette  9^\+i  è  il  gruppo  delle  rette  che  congiungono  0  ai  flessi  delia  detta 
polare  d'ordine  8  +  1  di  0  rispetto  ad  f. 

La  Hessiana  di  f  avrà  in  0  moltiplicità  almeno  uguale  a  3s— 2  quando  U  s 
tangenti  in  0  ad  f  coincidono,  in  una  retta  la  quale,  contata  s  volte,  faccia  parte 
della  polare  d'ordine  s  +  1  di  0  rispetto  ad  f.  Si  possono  anche  esprimere  qaeste 
condizioni  cosi  :  il  punto  0  («—pio  per  f)  è  tale  che  la  sua  polare  d'ordine  s  +  l 
ha  un  punto  {s  +  l)-plo  P.  Ciò  equivale,  per  la  teoria  della  polarità,  a  dire  che: 
il  punto  0  {Q-plo  per  f )  é  (s  +  i)-plo  per  la  1*  polare  di  un  certo  punto  P.  Se 
si  pone  ancora 
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l'ulteriore  condizione  perchè  0  sia  multiplo  almeno  secondo  3«  -  2  per  THessiana 
^,  come  abbiamo  trovato  : 

essendo  a,  b  costanti.  Sostituendo  nello  sviluppo  dell'Hessiana  si  trova  ora  come 
1^  termine,  a  meno  di  un  fattor  costante  non  nullo, 

Dunque  :  se  Tespressione  fra  [  ]  non  svanisce,  la  Hessiana  avrà  in  0  esattamente 
la  moltiplicità  3«  —  2,  e  di  nuovo  come  nel  caso  precedente  2s  —  2  tangenti  in  0 
€zlla  Heasiana  cadono  nella  tangente  di  f  (^). 

La  Hessiana  avrà  in  0  moltiplicità  almeno   ugnale  a  3*  —  1  se  ,    olire  alle 
condizioni  già  poste  per  9,  e  9,+,  si  ha 

(n  -  s)  9",^3  -  (n  -  ir  -  1)  a»  y«  =  0. 

donde,  con  una  doppia  integrazione,  si  ricava 

71— «—1 


^«+2- 


2{n-s) 


a-  ac*  y'  -+■  e  a?y'+*  +  dy**^ , 


essendo  c,d  nuove  costanti.  L'equazione  della  curva  /,  quando    si   prenda   0 
come  origine  e  la  tangente  come  asse  y  =  0,  deve  dunque  avere  la  forma  : 

[fi ^— 1  T 

30.  Ponendo  «  =  2  nei  risultati  precedenti  troviamo  la  moltiplicità  delV  Hes- 
siana in  un  punto  doppio  di  f. 

Se  0  è  un  nodo  per  f  THessiana  avrà  pure  in  0  un  punto  doppio,  e  preci- 
samente un  nodo  con  le  stesse  tangenti  di  f. 

Se  0  è  una  cuspide  ordinaria  0  di  1»  specie  per  f,  V  Hessiana  avrà  0  per 


(*)  Nella  Memoria  del  sig.  E.  KOtter:  Die  Hesse'sche  Curve  in  rein  geome- 
trischer  Behandlung,  1888  (Math.  Ann.  t.  34)  è  stabilito  un  teorema  molto  generale 
sulla  moltiplicità  e  sulle  tangenti  deir  Hessiana  in  un  punto  singolare  di  f  :  esso 
contiene  in  so  tutti  i  casi  qui  considerati  (veggasi  l'enunciato  alla  fine  di  quella 
Memoria,  dove  in  luogo  di  v  +  e  <  p  si  deve  leggere  v  +  0  <  2p). 
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punto  triplo,  e  due  delle  sue  tangenti  in  questo  ponto  coiBcideranoo  con  la  tan- 
gente ad  f. 

Se  0  è  un  tacnodo  di  /",  THessiana  avrà  ancora  in  generale  questo  punto 
per  pnnto  triplo  (^);  con  la  sola  particolarità  che  la  3^  tangente  ad  essa  in  0, 
la  quale  è  rappresentata  in  generale  da  «pj^^^O,  nel  caso  attuale  che  <f,  contiene 
il  fattore  y  viene  a  coincidere  anch'essa  con  la  tangente  y  -  0  di  f:  vale  adiie 
tutte  tre  le  tangenti  dell'Hessiana  in  0  coincidono  con  la  tangente  ad  f. — L'H^- 
siana  avrà  in  0  moltiplicità  maggiore  di  3  solo  quando  9,  contiene  il  fattore  y*. 
sicché 

/  =  y*  (1  +  aa;  4-  i'y)  -f  «4  +  •  •  •  • 

Allora  f  ha  in  0  un  tacnodo  particolare,  che  per  certe  ragioni  si  potrebbe  chia 
mare  tacnodo  simmetrico  od  armonico  :  THessiana  di  f  vi  ha  in  generale  un  punto 
quadruplo,  di  cui  due  tangenti  cadono  nella  tangente  ad  f  (^. 

L'Hessiana  ha  un  punto  quintuplo  in  0  se  questo  punto  ha  per  f  singolarìd 
(una  particolare  cuspide  superiore)  tale  che 

f  =  y»(l  +  oaj  +  òy  +  2n^1  ^^ ^*  *"  ^ajy  -f  dy^)  +  ^fg  +  . . . 


31.  Veniamo  finalmente  all'abbassamento  prodotto  nel  numero  dei  flessi  dellt 
curva  f  d'ordino  n  dai  suoi  punti  multipli;  vale  a  dire  (n.  26)  alla  moltiplicità 
d' intersezione ,  in  questi  punti ,  di  f  colla  Hessiana.  Dovremo  limitarci  ad  al- 
cuni casi. 

Sia  anzitutto  0  «—pio  per  /,  sicché 

f  =<F«   +   <f>8+l   +    <fj^2  +   •   •   •    7 

e  lo  sviluppo  dell'Hessiana  sarà  quello  scritto  sul  principio  del  n.  29.  La  mol- 


(^)  Non  quadruplo ,  in  generale ,  come  dicono  il  Brill  (loc.  cit. ,  in  nota  a 
pag.  178),  ed  il  Kotter  (loc.  cit.  ,  nota  a  pag.  147-  8). 

(*)  Il  sig.  WoLFFlNG,  nella  Memoria  Ueher  die  Hesse^scke  Covariante  einer  gan- 
zen  rationalen  Function  von  ternCiren  Formen  (Math.  Ann.  t.  36  ,  1889),  ha  incon- 
trato pel  primo,  sembra,  questa  specie  particolare  di  tacnodi,  e  la  particolarità  che 
essi  presentano  por  PHessiana. — Veggasi  anche  una  mia  Nota  Su  alcuni  punti  sin- 
golari delle  curve  algebriche,  e  sulla  linea  parabolica  di  una  superficie,  nei  Bendi- 
conti  della  E.  Accad.  dei  Lincei,  ser.  5,  t.  60,  settembre  1897. 
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tiplìcità  d'intersezione  in  0  per  le  due  curve  non  muterà  (n.  3)  C)  se  si  altera 
1'  equazione  della  seconda ,  sottraendone  la  prima  moltiplicata  per  p  '*(9,)  :  con 
che  si  ottiene  : 

-  2?.«  A(9.)  +  P9.  («(>."  «P«...  +  ?."  9"..i  -  2<F."  <p".+i) 
-f  termini  superiori. 

Ora  questa  nuova  curva  ha  in  0  moltiplicità  3«-3,  almeno.  Se  supponiamo  che 
le  tangenti  di  /  in  0,  cioè  le  rette  9, ,  sian  distinte  ed  abbiano  con  f  incontro 
(«  4-  l)-punto  soltanto,  nessuna  di  esse  potrà  annullare  l'insieme  dei  termini  scritti, 
d'ordine  Ss -3,  della  nuova  curva;  poiché  non  annullerà  né  T  Hessiano  /i(9,), 
uè  la  forma  9,^.1.  In  quell'ipotesi  dunque  ha  luo^o  effettivamente  la  moltiplicità 
3«  -  3,  e  di  piti  le  tangenti  in  0  a  quella  curva  saran  diverse  dalle  tangenti  ad 
/.  Quindi  (n.  6)  la  moltiplicitii  d'intersezione  cercata  varrà  s  {Ss  —  3).  Un  punto 
s  -pio  di  f  abbassa  in  generale  di  3s(s  —  1)  unità  il  numero  dei  flessi  ;  V abbassa- 
Tìiento  è  maggiore  solo  quando:  0  le  s  tangenti  ad  f  in  quel  punto  non  sono  tutte 
distinte,  oppure  una  di  esse  ha  ivi  incontro  pia  che  (s  -1-  Impunto  con  f. 

In  particolare  il  numero  di  flessi  assorbiti  da  un  nodo  ordinario  è  6.  Un 
punto  doppio  assorbe  piti  che  6  flessi  :  quando  una  tangente  ha  in  esso  incontro 
piti  che  tripunto,  e  quando  le  due  tangenti  coincidono. 

Esaminiamo  appunto  il  caso  del  punto  doppio  a  tangenti  coincidenti  : 

L'equazione  trovata  per  l'Hessiana  (n.  29)  nel  caso  che  .  9,  ^  y*  si  riduce ,  per 
«  =  2,  a 

P  y*  93"  +  |(P  -  2)  93  93"  +  p2/*  [  2  '^(©s)  +  ?4^^  J  +  (98^)^  I  +  termini  superiori. 

La  moltiplicità  d' intersezione  di  questa  curva  con   ^  in   0  non  muterà   se   da 
questa  curva  si  sottrae  f  moltiplicata  per  p(p^^^  :  sicché  essa  diventa 

(9^)*  -  293  93"  +  P2^*  [  2  ^^^^^  "^  ^4*^  J  "^  termini  superiori. 


(•)  Invece  di  applicare,  qui  e  poco  dopo  (pel  caso  di  0  doppio  a  tangenti  coin- 
cidenti), il  n.  3,  si  potrebbe  profittare  del  n.  13  :  ma  con  ciò  non  si  avrebbe  tilcun 
vantaggio  sensìbile. 


VOL.  xzxvi. 
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I  termini  scritti  sono  del  4^  ordine.  Perchè  la  retta  ^  =  0  annulli  il  loro  Inaìeme. 
cioè  annulli  (^,»)*  —  29g  Sg",  dovrà  annullare  qpj  :  invero  se  si  indica  con  as?  f: 
termine  di  93  indipendente  da  y,  l'analogo  termine  in  (^%)*  —  29,  «j**  sari 
(3acc*)*  —  2ax*-6ax  =  -  3a*  a;*,  e  svanisce  solo  se  a  =  0,  cioè  se  93  contiene  il  fat- 
tore y.  Se  ciò  non  accade,  la  curva  considerata  ha  in  0  un  punto  quadruplo, 
con  le  tangenti  diverse  dalla  y  =  0  :  e  però  la  moltiplicità  d' intersezione  c4}d  / 
in  0  sarà  8.  Se  invece  «pg  è  divisibile  per  y ,  quella  curva  avrà  in  O  un  punto 
quadruplo  con  la  y  =  0  come  tangente,  oppure  avrà  in  0  moltiplicità  maggiore 
di  4  :  in  ogni  modo  le  sue  intersezioni  con  /  che  cadono  in  0  saranno  più  d; 
8.  Dunque  :  una  cuspide  ordinaria  abbassa  il  numero  dei  flessi  di  8  unità;  ogni 
altro  punto  doppio  a  tangenti  coincidenti  (tale  cioè  che  la  tangente  unica  abbia 
incontro  piii  che  tHpunto)  produce  nel  numero  dei  flessi  un  abbassamento  ma^ 
giore  di  8. 


ERRATA-CORRIGE 

Pag.  9,  nell'ultima  delle  linee  (3)  del  determinante,  dopo  p^^j,   invece  di 
Pr  SÌ  legga  p^^g. 

Pag.  15  linea  12 ,  si  raddrizzi   V  esponente  t  in  y  . 

Pag.  18  linea  4   da  sotto ,  invece  di  b    leggasi  b  . 

Pag.  19,  nella  2»  linea  dopo  il  determinante,  invece  di  (i-hl)  leggasi  (r+1). 

Pag.  35  linea  3,  invece  di  >1  leggasi  >1. 


Digitized  by 


Google 


X  51  )( 


FRANCESCO   BRiOSCHI 


CENNO  NECROLOGICO 


PER 


ALFREDO  CAPELLI 


É  doloroso  che  nelle  stesse  pagine  destinate  ad  illustrare  e  divulgare  i  pro- 
gressi della  scienza  debbano ,  ahi  !  troppo  spesso ,  esserne  constatate  anche  le 
perdite.  E  a  quanta  perdita  intenda  io  qui  di  accennare^  ben  lo  ha  compreso 
chiunque  ha  letto  nella  intestazione  di  questo  mesto  articolo  di  cronaca  il  nome 
di  Francesco  Briosohi!  Un  nome  che  è  per  sé  solo  un  capitolo  di  storia,  tanta  parte 
della  storia  delle  matematiche  in  Italia  nella  seconda  metà  di  questo  secolo,  il 
nome  del  Nestore  dei  matematici  italiani,  che  tutti,  dai  più  provetti  ai  più  gio- 
vani, abbiamo  appreso  a  venerare  appenachè  abbiamo  appreso  che  qualche  cosa 
di  veramente  venerabile  vi  è  in  questa  scienza  da  noi  prediletta.  In  questa  scienza 
che  con  passi  ora  lenti  ed  ora  rapidi ,  di  cui  le  prime  orme  si  perdono  nella 
notte  dei  tempi,  ma  sempre  avanzando,  ha  saputo  tracciarsi  attraverso  ai  secoli 
quel  cammino  che  V  ha  condotta  ad  altezze  insperate,  dalle  quali  può  ormai  do- 
minare tanti  e  cosi  svariati  orizzonti  scientifici.  In  questa  scienza  tanto  vecchia 
e  al  tempo  stesso  tanto  nuova,  così  degnamente  rappresentata  dal  Briosohi  an- 
tico per  meriti  ma  sempre  giovanissimo  per  ardimento  scientifico ,  per  V  entu- 
siasmo dell'  animo  sempre  aperto  al  fascino  di  ogni  nuova  scoperta  e  per  quel- 
la attitudine  sua  speciale  ad  assimilarsene  gli  elementi  più  essenziali.  Del 
Briosohi  che  pure  ebbe  dinanzi  a  se  un  cammino  assai  lungo  da  percor- 
rere ,  con  mete  molto  alte  e  molto  varie  da  raggiungere,  un  cammino  tracciato 
con  rigidezza  e  severità  matematica  e  percorso  con  queir  invidiabile  corredo  , 
che  a  tutti  è  ben  noto,  di  acutezza,  prontezza  e  versatilità,  d'ingegno,  di  lar- 
ghezza di  vedute ,  di  ardimento  nel  concepire ,  di  tenacia  instancabile  nell'  ese- 
cuzione. 

Francesco  Briosohi  nacque  in  Milano  il  22  dicembre  1824.  A  diciotto  anni  era 
già  dottore  in  matematiche,  a  ventisette  anni  professore  nella  Università  di  Pa- 
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via.  Nel  1861  creò  l'Istituto  Tecnico  Superiore  di  Milano  nel  quale  rifalse  poi 
sempre  come  direttore  e  come  inaegnante  dei  più  svariati  rami  di  matenuuiea 
pura  ed  applicata.  Tenne  pure  insino  agli  ultimi  suoi  giorni,  dopo  averne  trasfe- 
rita la  sede  a  Milano  nel  1867 ,  la  direzione  degli  Annali  di  Matematica  pun 
ed  applicata,  T importante  periodico  cbo  tanto  contribuì  a  mantenere  alto,  nel- 
r  ultimo  trentennio ,  il  livello  della  scienza  matematica  italiana.  L'  esuberanza 
pressoché  prodigiosa  delle  sue  forze  lo  spinse  quasi  fatalmente  a  ricercarne  uno 
sfogo  anche  in  altri  campi  estranci  a  quello  della  pura  scienza.  In  questo  però 
raccolse  i  suoi  più  belli  allori,  quegli  allori  che  gli  assicurarono  una  fama  im- 
peritura; in  questo  si  acquistò  un  diritto  incontestabile  alla  riconoscenza  del  paese 
per  essersi  sempre  ed  indefessamente  adoperato,  non  solo  come  scienziato  ed  in- 
segnante, ma  altresì  come  uomo  pubblico,  col  criterio  sicuro  della  sua  alta  in- 
telligenza, a  difendere  ed  assicurare  la  serietà  degli  studi  matematici  in  Italia 
e  procurarne  in  ogni  modo  e  sotto  tutti  i  rapporti  la  prosperità  ed  il  progresso. 

Francesco  Briosohi  si  spense  il  dì  13  dicembre  1896,  quasi  improvvisamente, 
come  soldato  sul  suo  posto  di  combattimento,  quando  la  sua  operosità  ancora 
giovanile  appariva  promettitrice  di  altri  nuovi  e  copiosi  frutti! 

L'  opera  scientifica  dei  Briosohi  non  è  di  quelle  che  si  possono  facilmente 
riassumere  (*).  Perciò  non  mi  è  possibile  di  delinearne  qui  che  due  o  tre  tratti 
più  spiccati,  fra  quelli  che  caratterizzano  la  sua  figura  di  sommo  analista.  Ana- 
lista nel  signiticato  più  completo  della  parola;  poiché,  per  quanto  riguarda  le  soe 
doti  personali ,  egli  riunì  in  se  stesso  due  qualità  che  si  trovano  in  aidri  assai 
spesso  disgiunte,  quella  di  eminente  calcolatore  e  quella  di  ricercatore  geniale 
e  profondo.  £  per  quanto  riguarda  il  campo  delle  sue  ricerche,  è  ben  difficile 
il  decidere  se  maggiori  allori  abbia  egli  raccolto  nel  campo  delle  funzioni  alge- 
briche o  in  quello  delle  funzioni  trascendenti,  due  campi  cosi  profondamente  di- 
stinti e  pur  da  lui  coltivati  con  pari  famigliarità. 

Per  quanto  riguarda  V  analisi  algebrica ,  il  nome  dei  Briosohi  va  innanzi 
tutto  collegato  alla  teoria  dei  determinanti.  Si  deve  infatti  in  buona  parte  al  sno 
notissimo  libro  sui  determinanti,  un'  originale  e  splendida  monografìa  dell'  azgo- 
mento,  la  diffusione  di  questa  teoria  in  Italia  e  Tc^so  dei  determinanti ,  oggimai 
divenuto  sistematico,  in  quasi  tutti  i  rami  dell'  analisa  matematica.  Vengono  poi 
le  sue  note  e  memorie,  numerosissime,  sulla  moderna  teoria  degli  invarianti  e 
covarianti.  Molte  di  queste  sono  della  più  alta  importanza  e  lo  palesano  degno 
collaboratore  degli  illustri  fondatori  di  questa  teoria.  In  quante  di  esse  non  ci 
sembra  infatti  di  ravvisare  la  stessa  impronta  geniale  dei  lavori  di  Cayley,  di 
Sylvester,  di  Hermite? 


(*)  Del  resto,  chiunque  desideri  di  esserne  più  ampiamente  informato,  potrà  leggere 
quanto  ne  ha  già  scritto  magistralmente  il  Bbltrami  (Vedi  il  Tomo  XXVI  degli  Annali  di 
Mate-matica  pura  ed  applicata^  1897). 


Digitized  by 


Google 


)(  53  )( 

Nel  campo  delle  funzioni  trascendenti  fu  il  Brioschi  per  una  serie  assai 
lunga  di  anni ,  insino  ad  oggi ,  il  principale  rappresentante  in  Italia  di  quegli 
studi  e  di  quelle  ricerche  che  partendo  dai  primi  fondamenti ,  ormai  classici, 
delle  funzioni  ellittiche,  mettono  capo  all'ardua  teoria  delle  funzioni  abeliane. 
Questi  studi,  già  tanto  coltivati  in  Germania,  trovarono  anche  in  Italia  molti  am- 
miratori e  cultori  appassionati.  Neanche  mancarono  ad  essi  in  Italia  ricercatori 
originali  che  trovassero  opportuno  di  dedicare  al  progresso  di  queste  difficili 
teorie  il  fiore  e  l'acume  della  loro  intelligenza,  ma  furono  pochissimi.  Di  questi 
pochissimi  fu  il  Brioschi  l'antesignano.  E  con  quanto  ardore  egli  si  studiasse  di 
diffondere  fra  noi  queste  teorie,  ce  lo  dicono  la  sua  traduzione  in  lingua  italiana 
del  libro  del  Cayley  sulle  funzioni  ellittiche  da  lui  arricchito  di  aggiunte  prege- 
volissime, e  piti  ancora  le  sue  tante  note  e  memorie,  dalle  quali  appare  chiara- 
mente come  la  tecnica  del  calcolo  delle  funzioni  ellittiche  ed  iperellittiche  fosse 
a  lui  non  meno  famigliare  di  quel  che  sia  alla  comune  dei  matematici  il  calcolo 
delle  funzioni  trigonometriche. 

La  distinzione,  cui  ho  già  pocanzi  accennato,  fra  11  campo  algebrico  ed  il 
campo  trascendente  si  va  oggidì  sempre  piti  accentuando  con  gran  vantaggio 
della  trattazione  sistematica  di  tutti  i  vari  rami  delle  matematiche.  Questa  di- 
stinzione fa  da  una  parte  risaltare  in  una  luce  tutta  speciale  l' indole  e  l'impor- 
tanza di  certe  questioni,  come  per  esempio  di  quella ,  oggimai  cosi  felicemente 
risoluta,  delia  trascendenza  dei  numeri  e  e  tc.  Dall'altra  parte  è  essa  ben  lungi 
dall'avere  per  iscopo  di  isolare  gli  uni  dagli  altri  i  cultori  dei  due  campi.  Che 
anzi  si  deve  appunto  in  essa  ricercare  la  vera  ragione  di  queir  attrazione  tutta 
particolare  che  esercitano  sullo  spirito  del  matematico  moderno  quelle  questioni 
che  hanno  per  oggetto  di  scoprire  i  legami  algebrici  delle  funzioni  trascendenti. 
A  quest'attrazione  dovette  nel  piti  alto  grado  essere  sensibile  il  Brioschi  che 
di  questo  felice  connubio  della  ricerca  algebrica  colla  ricerca  trascendente  ci  la-  ^ 
sciò  un  esempio  cosi  caratteristico  nelle  sue  memorie  magistrali  sulla  risoluzione 
delle  equazioni  del  5^  grado  per  mezzo  delle  funzioni  ellittiche.  Non  si  può  far 
menzione  di  questo  importante  argomento  senza  aggiungere  il  nome  del  Brioschi 
a  quello  dell'  Hermite  e  a  quello  del  Kronecker  che  lo  ebbero  collaboratore  nella 
risoluzione  di  questo  problema  memorabile  e  come  lui  non  si  stancarono  mai  di 
ricercare  nella  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche  ed  abeliane  nuovi  e  pre- 
ziosi elementi  da  impiegare  poi  a  vantaggio  dell'algebra.  A  questo  suo  indirizzo 
si  conservò  egli  fedele  insino  all'  ultimo.  Anche  nelle  sue  ultime  e  recentissime 
pubblicazioni  si  nota  sempre  lo  stesso  passaggio  alternativo  dalla  teoria  inva- 
riantiva  delle  forme  algebriche  alle  questioni  di  indole  trascendente.  Si  direbbe 
che  dal  cozzo  degli  elementi  eterogenei  egli  sperasse  veder  sprigionarsi  da  un 
momento  all'altro  qualche  nuova  scintilla  che  egli  si  teneva  pronto  a  cangiare 
ben  tosto  in  fiaccola  rivelatrice  di  nuovi  veri. 

È  sommamente  desiderabile  chQ  le  opere   del   Briosohi,    disperse  nei  vari 
periodici  e  nei  Rendiconti  delle  Accademie  d' Italia  e  dell'  Estero,  vengano  pre- 


Digitized  by 


Google 


)(  54  )( 

Sto  ristampate  in  un'  unica  raccolta  che  sarà  il  più  bel  monumento  alla  memo- 
ria deir  insigne  scienziato.  Anche  il  Giornale  di  Matematiche ,  che  il  Brioschi 
onorò  di  speciale  benevolenza,  possiede  di  lui  alcuni  scritti* 

Intorno  ad  una  trasformazione  delle  forme  quadratiche  (Tomo  I,  1863). 

Sopra  una  proprietà  delle  forme  binarie  (Ibid.). 

Lezioni  sulla  teoria  delle  funzioni  lacohiane  ad  un  solo  argomento  (Tomo  II. 
1864). 

Sulle  proprietà  di  una  forma  biquadratica  (Tomo  XXII,  1884). 

Da  questo  giornale,  che  è  stato  da  oltre  trent'  anni  la  palestra  nella  quale 
si  agguerrirono  le  forze  più  giovanili  della  nazione ,  parta  ora  l'estremo  salmo, 
un  saluto  affettuoso  e  riverente,  alla  memoria  venerata  del  Brioschi  che  le  forze 
dei  giovani  ingegni  seppe  così  ben  valutare,  sostenere  e  rivolgere  al  progresso 
delle  scienze  matematiche  nel  nostro  paese! 
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LE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 

A  COEFFICIENTI  ALGEBRICI  INTEGRABILI  ALGEBRICAMENTE 
STUDIATE  IN  BASE  ALLA  TEORIA 
DELLE  «  FUNZIONI  FUCHSIANE  »  DEL  POINCARÉ 

PEL 

Dott.  ADOLFO  VITERBI. 

(Continuazione  e  fine-v.  Voi,  XXXV,  pag.  150-173). 


III. 

1.  Passiamo  ora  a  considerare  un'altra  questione  quella  cioè  che  consìste 
nella  determinazione  degli  integrali  della  (a)  come  funzioni  algebriche  della  va- 
riabile indipendente  a?.  Ricorderemo  pertanto  che  come  già  si  disse  (v.  Cap.  1°,  1) 
fb  dimostrato  dal  Poincaré  che  tutte  le  funzioni  fuchsiane  relative  a  un  certo 
gruppo  appartengono  ad  uno  stesso  corpo  algebrico,  talché  ciascuna  di  queste 
funzioni  si  può  esprimere  razionalmente  mediante  due  fra  esse  costruite  nel  modo 
più  generale,  le  quali  poi  sono  legate  fra  loro  da  una  relazione  algebrica.  Ora 
la  superficie  di  Riemann  relativa  a  questa  relazione  algebrica  non  dififerisce,  dal 
punto  di  vista  della  Analysis  situs  della  superficie  chiusa  che  s'ottiene  tagliando 
fuori  dal  piano  lungo  i  suoi  lati,  il  poligono  generatore  del  gruppo  fuchsiano 
corrispondente  alle  funzioni  considerate,  indi  deformandolo  con  processo  arbi- 
trario, purché  continuo,  in  guisa  che  vengano  a  coincidere  i  punti  coniugati  se- 
condo le  sostituzioni  del  gruppo,  che  vengano  cioè  a  coincidere  i  vertici  appar- 
tenenti a  uno  stesso  ciclo,  mentre  combaceranno  due  a  due  i  lati  coniugati  fra 
loro  secondo  le  sostituzioni  fondamentali  del  gruppo. 

Ai>plichiamo  pertanto  queste  considerazioni  al  gruppo  g.  Deformando  il  suo 
poligono  generatore  P^  nel  modo  anzi  detto,  otterremo  una  superfìcie  chiusa  che 
designeremo  con  S,,^.  Le  singole  coppie  di  lati  coniugati  di  P^  forniscono  un  si- 
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Stema  di  tagli,  mediante  i  quali  la  saperflcie  stessa  vien  ricondotta   ad  essere 
semplicemente  connessa  ;  e  i  due  lati  coniugati  costituenti  una  data  coppia  sodo 
precisamente  i  due  lembi  del  taglio  corrispondente.  Naturalmente   la   superficie 
S^  è  divisa  in  m  regioni  corrispondenti  una  per  una  agli  m  poligoni  R,   costi- 
tuenti Pq.  Le  proprietà  fondamentali  di  detta  superficie  non  verranno  alterai^ 
quando  essa  si  sottoponga  ad  una  deformazione  continua^  senza  lacerarla.  E  dei 
pari  le  <  modificazioni  lecite  »  eseguite ,  nel  piano  della  variabile  %  su  P^  noa 
fanno  che  trasformare  il  primitivo  sistema  di  tagli  della  S^  fornito   dai  lati  di 
Vq  in  un  altro  sistema,  che,  al  pari  del  precedente,  la  riduce  ad  essere  semplic^ 
mente  connessa.  Per  semplicità  poi  indicheremo  le  regioni  in  cui  è  divisa  la  S, 
coi  simboli  delle  sostituzioni  mediante  le  quali   furono    ottenuti   da  R^  i  singoli 
poligoni  R,  a  cui  corrispondono  dette  regioni.  Si  ha  così  una  corrispondenza  re- 
ciprocamente univoca  fra  i  punti  di  Pq  e  quelli  della  S^.  Infatti,    detto,   colla 
solita  notazione,  £^(2)  un  certo  punto  situato  entro  là  regione  R  ottenuta  daB, 
mediante  la  sostituzione  £■{  punto  che  sarà  il  coniugato  d'  un   certo  ponto  %  à- 
tuato  entro  R^  mediante  la  sostituzione  in  parola,  è  evidente  che  a  questo  punto 
corrisponderà  un  certo  punto  della  S^  situato  entro  la  regione  designata  colFia- 
dice  £j.  Cosi  possiamo,  ponendo  una  convenzione,  la  quale  può  riguardarsi  come 
una  conseguenza  di  quella  fatta  alla  fine  del  cap.  n  riguardo  ai  gruppo  G,  sta- 
bilire una  corrispondenza  fra  Tintera  porzione  del  piano  situata  entro  il  cerchio 
fondamentale  e  la  superficie  S,,^.  La  convenzione  da  farsi  consisterà  nel  supporre 
che  tutti  i  punti  dell'accennata  porzione  di  piano,  i  quali  sono  coniugati  secondo 
una  qualsiasi  sostituzione  di  ^,  abbiano  per  punto  corrispondente,  un  unico  punto 
di  S„^.  Perciò  tutti  i  punti  ottenuti  da  Ijiz)  mediante  una  qualunque  delle  sosti- 
tuzioni di  g  si  potranno  riferire  al  punto  della  S^  che  corrisponde  a  2I|(«),  cosic- 
ché ad  un  unico  puntò  di  S^  ne  corrispondono  varii  del  piano.  Da  ciò,  in  viltà 
delle  proprietà  generali  enunciate  per  il  gruppo  G,  che  cioè  :  e  La  stessa  sosti- 
tuzione, mediante  la  quale  si  passa  da  un  punto  situato  entro  un  certo  poligono 
Rg  ad  un  uno  situato  entro  un  certo  poligono  R^, ,  fa  passare  dallo   stesso  poli- 
gono Ro  al  poligono  R^  e  che  ciascuno  dei  poligoni  R  contiene  il  coniugato  d'un 
dato  punto  situato  entro  un  altro  poligono  R  secondo  un'unica  sostituzione  di  6  > 
risulta  che  tutti  i  poligoni  R  coniugati  secondo  una  sostituzione  di  g  corrispon- 
dono ad  un'unica  regione  di  S^. 

Così,  dati  due  punti  del  piano  che  siano  coniugati  rispetto  a  </,  e  congiuntili 
mediante  una  linea  qualunque,  è  evidente  che  a  questa  linea  corrisponderà  sulla 
S„^  una  linea  chiusa,  che  i  suoi  estremi  corrispondono  ad  un  unico  punto  di 
quella  superficie.  Dal  fatto  poi  che  la  S,^  fu  ottenuta  da  P^  mediante  una  defor- 
mazione continua  senza  lacerazioni,  risulta  evidente  che  le  regioni  che  la  com- 
pongono si  succedono  nello  stesso  ordine  nel  quale  si  succedono  i  polig^oni  B 
nel  piano. 

2.  Dalle  proprietà  fondamentali  di  g  derivano  poi  proprietà  spedali  per  te 
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8^.  Cosi  si  ha  che  tutte  le  sostituzioni  di  6,  essendo  ad  esse  permutabili  le  so- 
stituzioni di  g^  trasformano  Po  in  so  stesso  prescindendo  da  modificazioni  lecite: 
quindi  esse  trasformano  la  8^  in  sé  stessa ,  che  ciascuna  delle  sostituzioni  in 
parola  non  fa  che  permutare  fira  loro  i  poligoni  R  costituenti  P^  e  quindi  pro- 
duce lo  stesso  effetto  sulle  regioni  in  cui  è  divisa  la  S^ ,  il  che  risulta  dalla  con- 
venzione fatta  nel  cap.  II^  per  G  e  in  questo  capitolo  (N^  1)  per  i  punti  della 
porzione  di  piano  suddivisa  mediante  6.  Cosi  il  fatto  che  g  sia  sottogruppo  di 
G  d'indice  m  porta  con  sé  l'altro  che  la  corrispondente  superficie  S^  venga  tra- 
sformata in  sé  stessa  in  m  modi  diversi;  senza  che  venga  alterata  la  sua  suddi- 
visione in  regioni.  Ciascuna  trasformazione  s'  ottiene  prendendo  rispettivamente 
per  punto  di  partenza,  anziché  la  regione  corrispondente  a  E^^  una  delle  altre 
«n— 1  regioni  (naturalmente  fra  queste  trasformazioni  va  compresa  anche  quella 
identica).  L'insieme  di  queste  m  trasformazioni  é  un  gruppo  d'ordine  m,  che  ha 
rispetto  a  G  identiche  proprietà  del  gruppo  G. 

Inoltre  fti  dimostrato  dal  Klein  (op.  cit.)  che  la  superficie  S,„  é  atta  al  pari 
del  poligono  L^ ,  a  definire  il  gruppo  g.  Noi  ci  limitiamo  a  enunciare  questa 
proprietà,  non  essendo  necessario,  per  il  fine  propostoci,  riprodurre  la  dimostra- 
zione del  Elein. 

3.  Ora,  presi  in  esame  Pq  e  la  superficie  chiusa  S^  a  cui  esso  si  riduce  col 
procedimento  dianzi  indicato,  supponiamo  che  a  ciascun  punto  di  P^^  sia  con- 
giunto il  corrispondente  valore  di  x  =  f(z)  e  che  lo  stesso  avvenga  sulla  S„ , 
come  se  quei  punti  fossero  oggetti  aventi  esistenza  materiale.  Allora  i  valori  di 
Xj  ì  quali  in  tal  guisa  si  trovano  a  coincidere  coi  singoli  punti  della  S^^  varie- 
ranno  continuamente  su  di  essa  per  la  sua  stessa  natura,  in  corrispondenza  alle 
variazioni  che  subisce  z  su  Pq.  Cosi  l'essere  x=f{z)  funzione  fuchsiana  di  £?,  am- 
mettente il  gruppo  G  porterà  con  sé  che,  in  generale,  un  dato  valore  complesso 
di  O)  compaia  in  m  punti  distinti  della  S^,  quando  tale  valore  di  x  sia  quello 
corrispondente  ad  un  punto  regolare,  laddove  quando  si  tratti  di  punti  singolari 
alcuni  degli  m  punti,  a  cui  corrisponde  uno  stesso  valore  di  x,  coincideranno. 
Ora  si  vede  che  il  problema  della  rappresentazione  conforme  della  S^  sul  piano 
X  coincide  col  problema  della  rappresentazione  conforme  su  detto  piano  d'una 
superficie  di  Rikmann,  mediante  una  delle  sue  funzioni  algebriche,  in  generale 
a  più  valori,  in  modo  che  ciascuna  coppia  di  valori  della  variabile  indipendente 
e  di  detta  ftmzione  sia  rappresentata  in  un  sol  punto.  Dalla  teoria  delle  ftmzioni 
abeliane  sappiamo  che  s'  otterrà  come  imagine  della  superficie  accennata ,  un 
altra  superficie  di  Riemann  a  tanti  fogli  quanti  sono  i  valori  della  funzione  im- 
piegata per  la  rappresentazione  corrispondenti  a  un  unico  valore  della  variabile 
indipendente  :  in  ciascuno  di  questi  fogli  compare  uno  dei  punti  analitici  definiti 
da  un  certo  valore  della  variabile  indipendente  e  da  uno  degli  speciali  corrispon- 
denti valori  della  funzione.  Ora  un  integrale  della  (a),  che  designeremo  (espresso 
in  funzione  di  z)  con  u(z)  può  riguardarsi  precisamente  come  una  funzione  a  m 
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valori  sulla  S,^ ,  la  quale  assume  un  valore  distinto  in  ciascuno  degli  m  punti 
della  S,^,  a  cui  corrisponde  un  dato  valore  unico  di  x=f{z);  punti  questi  che 
saranno  evidentemente  i  corrispondenti  dei  valori  : 

l,{z)  --  z   ,   l,{z) S^.iCa).     (») 

Ne  viene  che  la  rappresentazione  conforme  della  S„  sul  piano  della  varia- 
bile X  sarà  una  superfìcie  di  Kibmann  a  m  fogli,  che  potremo  indicare  con  S'.. 
Il  genere  di  quest'ultima  superficie  è  =  a  quello  di  S^  e  quindi,  in  base  a  una 
convenzione  posta  dal  Poincaré,  il  genere  di  S'„  è  =  a  quello  di  P^.  Cosi  molte 
volte  può  riuscire  più  vantaggioso  sostituire  la  considerazione  della  superficie  S. 
a  quella  della  superficie  S'^.  E  seguendo  il  Klkin  diremo  essere  la  S,,  Tina  «  su- 
perficie di  RiEMANN  >  nello  spazio.  E  ad  ogni  regione  di  questa  corrisponderi 
un  foglio  della  S'^  e  viceversa,  in  modo  che  si  possono  facilmente  applicare  alh 
S'^  le  considerazioni  che  valgono  per  la  S^^,  osservando  che  sui  fogli  della  S*^ 
riguardati  come  sostegni  di  valori  della  x=f(z)  si  può  ragionare  precisamente 
come  sulle  regioni  della  S„.  Cosi  anche  la  S'^,  come  dimostrò  il  Klein,  è  atto 
al  pari  di  P^,  e  della  S^  a  definire  il  gruppo  g.  Risulta  pertanto  da  quanto  pre- 
cede che  le  funzioni  fuchsiane  ammettenti  il  gruppo  g  saranno  funzioni  alge- 
briche di  se  a  m  valori,  ossia  saranno  funzioni  uniformi  sulla  S'„,  poiché  fissato 
nel  piano  della  z  un  certo  puntò  z  intemo  a  Rq  ,  gli  vi  punti  corrispondenti  ri- 
spettivamente a  z^  2]j(z)  ,...,  -,„«i(2)  si  distribuiranno  uno  per  foglio  sugli  m  fogli 
della  S'^ ,  in  ciascuno  dei  quali  una  funzione  fuchsiana  relativa  al  gruppo  g 
avrà  un  valore  diverso,  mentre  la  x=f(z)  avrà  per  tutti  il  medesimo  valore.  Di 
più,  se  è  0  una  sostituzione  qualunque  di  g,  il  punto  e  2,(2)  (i  =  0, 1, 2  ,..,.  «— 1) 
avrà  per  punto  corrispondente  sulla  S'^  lo  stesso  punto  di  S^(«)  e  nello  stesso 
tempo,  qualunque  funzione  fuchsiana  relativa  a  g^  ad  es.  u{z)  (^)  ha  la  proprietà: 

u\Gl,{z)\=u\l^(z)\. 

Perciò  vale  la  seguente  proposizione  : 

Fra  le  funzioni  fuchsiane  ammettenti  il  gruppo  g  vi  sono  le  stesse  reUàoni 
algebriche  che  fra  le  funzioni  algebriche  definite  sulla  S'^. 


(^)  Supporremo  d'ora  in  avanti  che  \j  1^ ,...,  S^^.^  siano  precisamente  le  sosti- 
tuzioni di  G  corrispondenti  rispettivamente  alle  regioni  R  da  riunirsi  per  formai^  P,. 

(^)  Converremo  di  rappresentare  col  simbolo  u{z)  0  semplicemente  ti  un  inte- 
grale qualunque  della  (a)  espresso  in  funzione  di  0,  il  quale  espresso  in  funzione  di 

X  sia  designato  con  u ,  cosicché  «  rappresenta  la  forma  che  assume  u  in  fonziond 
di  z. 
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E  le  funzioni  fachsiane  ammettenti  il  gruppo  g  sono  tali  ohe  fissatane  una 
co  (a)  un  dato  sistema  speciale  di  valori  ;  io  (2)  ,  x  =  f(z)  compare  in  un  unico 
punto  del  poligono  Pq  ,  sotto  la  convenzione  posta  per  i  punti  di  questo  poligono. 
Cosi  (0  ,  X  sono  legate  da  una  relazione  algebrica  irriducibile  di  grado  m  in  io: 

(2)  Ao  w*»»  +  Al  w***-!  .  .  .  +  A^,,  IO  +  A^  =  0 

ove  siano  A^  ,  A^ ,  ...  ,  A^  polinomi  razionali  interi  in  x. 

4.  Gli  integrali  della  (a)  sono  tutti,  come  s'  è  visto  (cap.  Ilo)  funzioni  fuch- 
siane  ammettenti  il  gruppo  g  :  quindi  saranno  (v,  cap.  1° .  1)  funzioni  algebriche 
appartenenti  ad  uno  stesso  corpo  algebrico.  Da  ciò  deriva  che  : 

Io  Ciascuno  di  detti  integrali  è  esprimibile  razionalmente  mediante  x  ed 
xin  altro  di  essi. 

Ilo  Le  equazioni  algebriche  a  cui  sodisfano    rispettivamente   tutti  questi 
integrali  avranno  tutte  il  medesimo  grado. 

Sì  vede  poi  che  una  determinazione  dell'  integrale  generale  deir  equazione 
(a)  si  può  assumere  come  funzione  di  2  in  w  modi  diversi  a  seconda  del  foglio 
della  superficie  di  Eiemànn  S'^  che  si  fa  corrispondere  al  poligono  R,  assunto 
come  base  d'operazione.  Infatti  a  un  dato  valore  di  x  corrispondono,  in  gene- 
rale, m  valori  per  detto  integrale,  i  quali  si  trovano  distribuiti  sugli  m  fogli 
della  S'^  :  ora  nella  corrispondenza  univoca  che  per  il  modo  stesso  con  cui  fu 
definita  la  S'^,  v'è  fra  i  fogli  di  detta  superficie  e  le  regioni  R  costituenti  P^, 
il  foglio  da  farsi  corrispondere  a  R^  si  può  scegliere  ad  arbitrio,  perchè  i  poli- 
goni di  forma  analoga  a  quella  di  Pq  che  s'ottengono  facendo  corrispondere  a 
Rq  successivamente  gli  m  diversi  fogli  in  parola ,  diflFeriranno  fra  loro  solo  por 
modificazioni  lecite.  Ne  viene  che,  come  valore  iniziale  del  nostro  integrale 
espresso  in  funzione  di  z,  si  può  assumere  ciascuno  degli  m  valori  che  esso  ha 
sui  fogli  della  S',^ ,  dovendosi  sempre  prendere  come  tale  quello  che  assume  sul 
foglio  che  si  fa  corrispondere  a  R^.  È  evidente  che  le  m  funzioni  che  s'  otten- 
gono fissando  il  valore  iniziale  d'un  dato  integrale  della  (a),  in  w  maniere  di- 
verse, nel  modo  ora  detto,  sono  funzioni  fuchsiane  di  z  ammettenti  rispettiva- 
mente come  gruppi  altrettanti  sottogruppi  equivalenti  di  G.  Infatti  detta,  al  so- 
lito, u  una  corta  determinazione  dell'integrale  generale  della  (a),  le  m  funzioni 
a  cui  esso  dà  luogo,  nel  senso  dianzi  indicato^  saranno  : 

ma  quando  n  subisce  la  sostituzione  o(e)  appartenente  a  g^  Zi{z)  (t=l,2 ...  m-1) 
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subirà  la  sostituzione  l^"^  a  2j(e)  del  gruppo  1^"^  g  £j  equivalente  a  g^  perchè 
g  è  sottogruppo  distinto. 

E  li"^  g  li  lascia  invariata  la  funzione  u\Zi{z)\. 

Ora,  essendo  (2I<,=so8t.  id.,  \  , ... ,  2,^^  un  sistema  di  sostituzioni  rappresen- 
tanti il  sottogruppo  g  rispetto  al  gruppo  principale  O  si  vede  che  : 

funzioni  che  potremo  indicare  più  semplicemente  con: 

sono  gli  m  valori  diversi  di  u  corrispondenti  ad  un  certo  valore  di  x  =  f{z)  : 
che  ogni  altra  sostituzione  di  G  si  può  (v.  cap.  Ilo,  4)  rappresentare  mediante 
il  prodotto  d'una  certa  sostituzione  di  g  per  una  certa  sostituzione  compresa  trsL 
le  Dq  y  £^  . .  .  2)^-1*  Perciò  le  (8')  sono  anche  le  radici  dell'equazione  algebrica 
irriducibile  della  forma  (7)  a  cui  sodisfa  u  y  equazione  che  rappresenteremo  per 
brevità  colla  notazione  : 

(9)  <l>\u{z)    ,    A«)1=0 

radici  che  saranno  distinte  per  tutti  i  valori  di  f(z)  che  non  siano  punti  singo- 
lari dell'equazione  stessa.  Cosi  si  può  stabilire  quali  sono  i  singoli  sottogruppi 
corrispondenti  rispettivamente  a  ciascuna  delle  (8') ,  poiché ,  come  già  si  vide, 
u,(z)  (i  =  0,  1,  2  ...  m  -  1)  rimane  inalterata  per  tutte  e  sole  le  sostituzioni  del 
sottogruppo  di  O,  D^"^  g  l^  equivalente  a  g.  Di  più  (v.  Pinohbrle  op.  cit.  p.  234 
e  segg.)  le  (8')  sono  da  considerarsi  come  gli  m  rami  della  funzione  algebrica 
ad  m  valori  u  e,  fissato  lo  sviluppo  di  una  di  esse  per  un  valore  arbitrario  della 
variabile  Xf  le  altre  m-1  si  possono  dedurre  da  essa  mediante  la  continuazione 
analitica,  quindi  (v.  Pinoherle  op.  cit.  p.  92-94)  per  la  conservazione  delle  pro- 
prietà analitiche  saranno  tutte  integrali  dell'equazione  (a).  Da  ciò  una  proposi- 
zione importante  che  si  può  enunciare  come  una  conseguenza  di  quest'  ultima 
osservazione  e  della  precedente. 

«  Che  cioè  ciascuna  radice  della  (9)  si  può  esprimere  razionalmente  me- 
diante (c  e  un'altra  radice  dell'equazione  stessa,  in  guisa  che  detta  equazione 
può  riguardarsi  come  la  risolvente  di  Oalois  di  so  medesima,  nel  senso  che  co- 
nosciutane una  radice  se  ne  possono  determinare  tutte  le  altre  mediante  opera- 
zioni razionali  ». 

Inoltre  dal  fatto  che  ciascuna  delle  (8)  si  può  (v.  Fuchs,  op.  cit.)  rappre- 
sentare come  combinazione  lineare  a  coefficienti  costanti  degli  elementi  d'un  si- 
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Sterna  fondamentale  qualunque  d'integrali  della  {a),  deriva  che  tutte  le  (8^  am- 
mettono lo  stesso  gruppo  g.  Cosi  giungiamo  di  nuovo  alla  proprietà^  in  virtù 
della  quale  i  sottogruppi  g,  Z^"^  g  2^-   si  devono   riguardare   come  equivalenti. 

È  poi  evidente  che  un  sistema  di  valori  UyXne  può  determinare  un  punto 
della  superficie  di  Rdcuann  S'^  :  di  più  la  formola  : 

(10)  ti<  =  R  (a  ,  ti) 

(B  simbolo  di  funzione  razionale;  t=:l-2...fn  — 1), 
la  quale  risulta  dalla  proposizione  dianzi  enunciata,  rappresenta  una  permuta- 
zione tra  i  rami  della  finzione  algebrica  definita  dalla  (9)  e  quindi  tra  i  fogli 
della  S'm  :  questa  permutazione  fa  passare  dal  foglio  corrispondente  al  poligono 
Rq  del  piano  z  a  quello  corrispondente  al  poligono  ottenuto  da  R^  mediante  la 
sostituzione  £{  ecc.  ecc.  Questa  permutazione  trasforma  la  S',„  stessa. 

IV. 

1.  Consideriamo  di  nuovo  V  equazione  algebrica  irriducibile  (9  cap.  Ilio)  e 
consideriamo  quella  delle  sue  radici  che  fu  designata  con  Uq(z),  che  è  quella 
che  rappresenta  il  valore  della  funzione  algebrica  u„  per  un  valore  di  z  inter- 
no a  Ro. 

Le  sostituzioni  Z^  .  . .  S^.^  che^  applicate  a  z,  trasformano  Uq{z)  rispettiva- 
mente nelle  altre  m-1  radici  della  (9  ,  Ufo)  sono  evidentemente  quelle  che  cor- 
rispondono alle  regioni  R  le  quali  aggregate  a  Rq  danno,  a  prescindere  da  modi- 
ficazioni lecite,  il  poligono  P^.  Pertanto  le  2^  Dj . .  .  l^_^  sono  colla  sostituzione 
identica  precisamente  le  sostituzioni  (3  cap.  Ilo)  e  tutte  quelle  che  s' ottengono 
aggruppando  dette  sostituzioni  nel  modo  indicato  appunto  a  cap.  Ilo,  2,  per  de- 
terminare le  regioni  da  aggregarsi  a  R^  onde  ottenere  P^  :  del  resto  il  proce- 
dimento che  stiamo  per  esporre  non  subisce  alcuna  alterazione  se  le  SqSi...S„^_i 
fossero,  anziché  le  sostituzioni  ora  accennate,  trasformate  di  queste  mediante  una 
stessa  sostituzione  di  Q  :  in  questo  soltanto  potrebbero  differire  dalle  sostituzioni 
che  abbiamo  scelto.  Nell'ipotesi  posta  saranno  dunque  le  sostituzioni  che  a  ca- 
p.  Ilo  furono  designate  con 

j/  yM'-'l 

«ij  7  \  7  \  y  \'"  \y  ' •  '\W  • .  •  *i^y  . . .  [  «i^_^ . . .  *i^ 

compreso  fì'a  le  £,£,...  Z^.,  e  saranno  comprese  fra  queste  anche  le 

8m        èm        8m       ••..«••..    «9        OCC     CCC 
1         't        '1  ■<  '1 
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Se  ora  a  z  applichiamo  la  sostitozione  :  «,   . .  .  «i    otteniamo  un'altra  radice  del- 

7  1 

la  (9  ;  Ilio).  Essa  sarà,  giusta  le  precedenti  osservazioni  rappresentabile  mediante 
un'espressione  razionale  in  x ,  u^  (is)  e  sarà,  come  risulta  dalla  teoria  delle  fun- 
zioni algebriche  di  grado  m-1  in  u^{z).  Sia: 

(1)     (pi  (a?)  Wo*^-!  iz)  +  i(,  (a?)  u^^\z) ...  +  4^«.,  (x)^o(2)  +  *«,  (x)  =  u.\9,  ...$,  {z)\ 

1  1  fl  i  9         % 

essendo  in  generale  <]/.  {oc) ...  à^  (x)  funzioni  razionali  di  X.  Se  ora  applichiamo 
I  fl 

ancora  la  sostituzione  «,    ...  8^  ,  ì  coefficienti  d/^    (i  =  1,2 ...  m)  essendo  funzioni 

9  1  I 

fuchsiane  rimarranno  inalterate,  mentre  u^  (z)  verrà  trasformata  nell'espressione 
(1).  Se  quindi,  riguardando  la  (1)  come  un'  operazione  eseguita  su  u^ ,  la  desi- 
gniamo col  simbolo  ^,  (uq)  ,  l'espressione  che  s'ottiene  dalla  (1)  applicando  una 
seconda  volta  la  sostituzione  «,  ...  «,    sarà  &,  |  3,  {u^)  \  che  potremo    rappresene 

tare  col  simbolo  ^xiu^).  Essa  è,  pertanto,  radice  della  (9,  Ilio)  distinta  dalle  due 
precedenti  e  corrisponde  appunto  al  valore  |  »,  ...  »,   l'(«)  della  variabile  ausi- 

Ilaria.  Ripetendo  questo  procedimento  si  troverà  corrispondentemente  al  valore 
I  IT,    ...  »,   |'(z)  una  nuova  radice  della  (9,  Ilio)   che  si  indicherà   col   simbolo 

Q  1 

^/(^o)  ®  ®^si  procedendo  si  troveranno  le  radici  della  (9,  Ilio) 

distinte  dalle  precedenti ,  distinte  fra  di  loro  e  corrispondenti  rispettivamente 
ai  valori 

|X(')-.l 
,^...»,  [(^)...  {  »,   ...«,.[  («) 

della  variabile  ausiliaria,  e  poscia  si  giungerà  ad  una  radice  della  (9 ,  Ilio)  cor- 
rispondente  al  valore  |  »,   ...  »,   |      {z),  che  si  designerà,  in  base  alle  notazioni 

9  fl 

adottate  col  simbolo  5,  (wy).  Questa,  per  il  modo  con  cui  fu  determinato  g 
coinciderà   con  Wq. 

x(i)+i  - 
Di  più  ripetendo  il  procedimento  iniziato,  si  trova  &,  (t«^)=&j  (uq)  .  . .  , 
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0  cosi  pure 

^1  W  =  ^i       C^o)  e<5c-  e<5c- 

Ciò  posto  prendiamo  a  considerare  un'altra  radice  della  (9 ,  Ilio)  non  com- 
presa fra  le  X^'>  radici  considerate  dianzi:  sia  essa  la  radice  corrispondente  al 
valore  8^(zì  delia  variabile  ausiliaria,  s^  essendo  una  delle  sostituzioni  Si)^2"*^m-i 
non  compresa  fra  quelle  già  prese  in  esame.  Detta  radice  sarà  essa  pure  (111,4) 
rappresentabile  mediante  un'espressione  razionale  di  x ,  Uq{z)  di  grado  m— 1  in 
t«o  deUa  forma: 

Xi  t^o"'"'  (2)  +  Xt  «*o*"'  (»)•••  Xm-l  «0  («)  -H  Xm 

i  coefficienti  x  essendo  simbolo  d'altrettante  funzioni  razionali  di  x. 

Detta  espressione  si  designerà  col  simbolo  :  t;  {ù^).  Ora  quando  si  applichi  a 
P,  la  sostituzione  s^    . . .  «^    la  quale  trasforma  z  in  s^  .  .  .  «,  («),  Uq  in  S,  (Uq) 

8i(z)  verrà,  come  si  sa  dalla  teoria  delle  sostituzioni,  trasformate  in  (a^  ...s^  )  (z) 

q      I 

e  questo  valore  della  variabile  ausiliaria  è  il  coniugato  di  8i(z)  secondo  la  so- 
stituzione :  8i  («,    ...«.)  8^"*.    Ciò   posto    quando    8Az)    subisce    la    sostituzione 

«<(«!    .  .  .  «1  )«rS  ^*  corrispondente  radice  della  (9  III»),  cioè  r^iu^)  subirà  evi- 

9  1 

dentemente  la  trasformazione  rappresentata  col  simbolo  ij  &i  r^"^  (')  poiché  la 
sostituzione  «,"*  la  trasforma  in  r^"*  |  >i(Uo)  !  =  1*0,  la  sostituzione  «,  «^  ...  «j  ap- 
plicata a  2;  trasforma  t^^  in  òi{u^)  e  quest'ultima  funzione  è  dalla  sostituzione 
8^  trasformata  in  &t^(t^o){  poiché  è  chiaro  che  la  sostituzione  8^  lascia  neirespres- 
sione  &i(Wq)  inalterati  i  coefficienti  <p,  mentre  trasforma  «©  in  13(1^0).  Cosi 
quando  u^  diviene  ^1  (t^o) ,  >]  (i/q)  diviene  &i  hC^o)!-  Nello  stesso  modo  si  prova 
che    la    sostituzione    trasformante    &|  {u^)  in  &,*  (uq)  trasformerà  ò^  |  >]  (Wq)  |  in 

&,^|y](tio)|  e  cosi  di  seguito  ripetendo  lo  stesso  ragionamento  s'ottengono  le 
radici  della  (9 ,  HIo) 

VhK.>!...a/^'^'^M>iK)| 

in  generale  distinte  da  yiìUq)  e  poscia  se  ne  trova  una  &|  |  ^3  (t^o)  !=7i(t^o)' ^^~ 
petendo  queste  considerazioni  su  un'altra  radice  qualunque  della  (9 ,  Ilio)   non 
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compresa  fra  le  2X^')  radici  trovate  dianzi,  si  vede  che^  detta  X  (y^)  questa  ri- 
dice, [((t^o),8Ìa  simbolo  d'una  certa  espressione  razionale  in  ](*  t^^i  <li  ^id&  vi- 1_ 
in  Uq]  si  trovano  fra  le  radici  della  (9,  Ilio)  le  funzioni 

-  >.(i)      —  — 

distinte  da  Hu^)  e  poscia   la  fanzione  9,      |  C  (Uq)  |  ^tiu^)  e  tali  che  i{%^}  éè.^ 
trasformata  rispettivamente  in 

dalla  stessa  sostituzione  che  trasforma  u^  rispettivamente  in 

»i  (uo)   ,    &!«  (Ho) («) 

Indi  si  ripeta  il  procedimento  iniziale  sino  ad  aver  esaurite  tutte  le  radici  ddii 
(9 .  ino).  In  primo  luogo  si  dimostra  facilmente  che  con  questo  procedimenti 
non  avviene  mai  che  si  trovi  una  radice  qualunque  d^lla  {9  y  III^)  più  é^^m 
volta.  Infatti;  supposto  che  ciò  avvenisse,  che  vi  fossero  cioè  due  radici  dellV 

quazione   in   parola  :  u^ ,  v^  tali  che  fosse  : 

(p  ,  a  essendo  due  numeri  interi  entrambi  <  X<*^),  supposto  ad  es.  a  <  ^,  sì  ^mh- 

be  :  Ui  =  9i*"'P(W/i) ,  il  che  è  in  contraddizione  col  modo  con  cui  si  presero  i 
considerare  le  radici  della  (9 ,  III»)  poiché  si  stabili  che  dopo  aver  trovato,  oitw 

—        —  )(i)-l  —  

ad  altre  radici,  le  u^  9|  (ii;^)...&i  {uJ^)  si  prendesse  la  i«^  in  modo  clienofl 


(*)  In  generale  il  simbolo  >]  S,  (w©)  rappresenta  l'operazione  J^  applicata  ill> 

spressione  9,  (uo). 

(*)  Si  noti  che  come 


cosi  anche 


&i  ! *1  («*o)  !  =  &,  j ifj  (tto)  i  ecc.  eca  •  . . 
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fosse  compresa  fra  quelle  precedentemente  trovate.  In  tal  modo  T  insieme  dello 
radici  della  (9  ,  Ilio)  si  può  rappresentare  nella  seguente  tabella  : 

r-?^--^— -  —  à(0— 1  — 


(2) 


;^i  ?«o)  ,|,  1  if^oX]  A'  i  >i  M  ! ...  s,'^'^""^  1  >i  (%)  ! 


T(w.o)'Vh(«o)!,...^,^^'^^^  \'M 


(essendo  anche  i(tto)  simbolo  d'espressione  razionale  in  x,Uq  di  grado  m-1  mo). 

E  detta  tabella  ha  la  proprietà  che  le  radici  della  (9 ,  III^)  vi  compaiono 
tutte  e  che  ciascuna  d'esse,  come  fu  dimostrato,  vi  compare  una  sola  volta. 

Inoltre  la  distribuzione  delle  radici  della  (9  ,  Ilio)  in  una  tabella  della  forma 
(2)  si  può  fare  in  tanti  modi  diversi  quanti  sono  i  punti  singolari  della  (a).  In- 
fatti nella  distribuzione  testé  eseguita  le  sostituzioni  che  fanno  passare  da  un 
elemento  d'una  data  linea  dello  schema  agli  altri  elementi  della  linea  stessa  sono 
le  sostituzioni  aventi  per  punto  doppio  un  certo  vertice  appartenente  a  quello 
dei  cicli  della  Ila  sottocategoria  nei  quali  si  distribuiscono  i  vertici  di  R^  che 
corrisponde  al  punto  singolare  a,  dell'equazione  (a).  Ora  se  invece  presa  di 
nuovo  in  esame  la  radice  ti^  della  (9  ,  Ilio),  applichiamo  a  un  certo  valore  z  la 
sostituzione  che  ha  per  punto  doppio  un  certo  vertice  di  Rq  appartenente  al  ciclo 
della  II<^  sottocategorìa  corrispondente  a  un  altro  punto  singolare  qualunque  a^ 
della  (a) ,  e  le  successive  potenze  di  questa  sostituzione ,  arrestandoci  a  quella 
potenza  che  dà  luogo  a  una  sostituzione  di  g,  potenza  che,  in  base  alla  notazione 
adottata^  avrà  per  indice  X^'^' ,  otterremo  X^'*^  radici  (w^  compresa)  distinte  della 
(9 ,  Ilio),  aventi  la  forma  : 

({jL(wJ  simbolo  d'espressione  razionale  in  x>  «o). 

Presa  quindi  ad  arbitrio  un'altra  radice  della  (9,  Ilio)  purché  non  compresa 
fra  le  X^'*^  precedentemente  trovate  e  ripetendo  successivamente  le  considerazioni 
dianzi  esposte,  si  vengono  a  distribuire  le  radici  della  (9,  Ilio)  in  uno  schema 
avente  forma  analoga  e  le  stesse  proprietà  dello  schema  (2).  Così  si  vede  che 
data  la  radice  della  (9 ,  Ilio)  da  assumersi  come  valore  iniziale  della  funzione 
algebrica  definita  dalla  (9 ,  Ilio)  la  distribuzione  delle  radici  dell'  equazione  in 
parola  si  può  fare  in  tanti  modi  diversi  quanti  sono  i  punti  singolari  della  (a), 
Se  poi  in  luogo  di  Uq  (^)  s^assumesse  come  valore  iniziale  un'  altra  radice  qual- 


0)  Ciò  equivarrebbe  come  risulta  da  precedenti  osservazioni  a  far  subire  a  Pq 
una  modificazione  lecita* 

YQL.  XXXYl.  9 
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siasi  della  (9 ,  Ilio),  le  singole  tabelle  nelle  quali  allora  si  distribuirebbero  le 
radici  di  detta  equazione  riferite  a  quelle  ottenute,  assumendo  come  valore  ini- 
ziale Uf,  in  modo  da  riguardare  come  corrispondente  alla  tabella  (2)  quella,  nella 
quale  gli  elementi  d'una  stessa  linea  s'ottengono  Y  uno  dall'  altro  colla  trasfor- 
mata d'una  data  potenza  della  sostituzione  s^  . . .  «]    mediante  una  certa  sosii- 

tuzione  di  6  (che  è  quella  che  da  ìiq  fa  passare  alla  nuova  radice,  assunta  co- 
me valore  iniziale)  e  da  riguardare  come  corrispondenti  fra  loro  due  a  due  le 
altre  tabelle  ottenute  nei  due|modi  dianzi  indicati^  le  quali  abbiano  tra,  loro  relazione 
analoga  a  quella  che  lega  la  tabella  (2)  alla  tabella  corrispondente  avranno  questa 
proprietà.  È  cioè  chiai'o  che  in  due  tabelle  corrispondenti  il  numero  degli  elementi 
che  compaiono  in  ciascuna  linea  è  il  medesimo  e  che  in  una  linea  qualunque  d'una  dì 
dette  tabelle  compaiono  solo  elementi  appartenenti  ad  un'unica  linea  dell'altra  tabel- 
la; soltanto  varierà  da  una  all'altra  tabella  l'ordine  con  cui  si  sucoedono  le  singole 
linee  e  quello  in  cui  si  succedono  gli  elementi  d'una  atessa  linea.  Infatti,  che  sia 
uguale  il  numero  degli  elementi  che  compaiono  in  ciascuna  linea  delle  due  tar 
belle  risulta  evidente  dalle  proprietà  fondamentali  di  g,  considerato  come  sotto- 
gruppo di  G.  L'  altra  proprietà  enunciata  risulta  dal  fatto  che ,  detta  E(tio)  l'al- 
tra radice  della  (9 ,  Ilio)  che  assunta  come  valore  iniziale  dà  luogo  al  secondo 
dei  modi  di  distribuzione  considerati,  (6(wo)  è  una  certa  espressione  razionale 
in  Xj  Uq)  nello  stesso  modo  con  cui  si  dimostra  che  nella  stessa  lìnea  della  (2) 

in  cui  compare  TiÌuq)  compaiono  ^|  13(^0) [  . .  .  &'  "  kC^o)!  ®  nessun  altro  ele- 
mento, si  dimostra  altresì  che  nella  tabella  corrispondente  alla  (2) ,  nella  linea 
in  cui  compare  ad  es.  1'  elemento  €  (uq)  compaiono  tutti  e  soli  gli  elementi 


&,{6K)}...&/**'"^|  e  («.)}. 


Ora  il  fatto  che  due  di  questi  comparissero  in  linee  diverse  della  tabella  (2), 
sarebbe  in  contraddizione  con  quanto  più  sopra  si  dimostrò  che  cioè  due  ele- 
menti a  ;  b  che  compaiono  in  due  linee  diverse  della  tabella  (2)  non  possono 
mal  verificare  la  relazione  : 

a  =  &(»)(&), 

i  essendo  uno  qualunque  dei  numeri  ;  1 ,  2  •  •  •  X^^^  —  1  :  quindi  tale  fatto  non  può 
verificarsi. 

Di  più  una  sostituzione  qualunque  di  G  la  quale  in  una  delle  tabelle  suac- 
cennate della  forma  (2)  muti  un  elemento  d'una  data  linea  in  quello  d'un  altra 
linea  trasformerà  elemento  per  elemento  l'intera  linea  a  cui  appartiene  il  primo 
di  detti  elementi  nella  linea  a  cui  appartiene  l'altro.  Infatti  ad  es.  la  sostituzione 


Digitized  by 


Google 


X    67  )( 
di  G   la  quale   trasforma  tf^  in  >3(«o)   trasformerà  B(uq)  in: 

Così  i  risultati  precedenti  si  possono  riassumere  nei  seguenti  teoremi  : 
Teorema  l.o  Fissata  la  radice  della  (9 ,  III»)  da  assumersi  come  valore  ini- 
zialC;  le  m  radici  di  quest'equazione  si  possono  distribuire  in  una  tabella  avente 
forma  analoga  e  le  stesse  proprietà  della  tabella  (2)  in  tanti  modi  diversi  quanti 
sono  i  punti  ringolari  dell'equazione  differenziale  (a). 

Teorema  IL©  Il  gruppo  dell'equazione  algebrica  (9 ,  HI»)  è  imprimitivo.  Esso 
è  isomorfo  al  gruppo  G  e  le  radici  della  (9 ,  Ilio)  si  possono  in  tanti  modi  di- 
versi quanti  sono  i  punti  singolari  dell'equazione  differenziale  (a),  dividere  in  si- 
stemi d' imprimitività  corrispondenti  uno  per  uno  alle  singole  linee  delle  tabelle 
della  forma  (2). 

I  due  teoremi  testé  enunciati  si  possono  riguardare  come  1'  estensione  al- 
l'equazione algebrica  da  noi  studiata  di  teoremi  analoghi  dati  dal  Netto  per 
le  equazioni  abeliane ,  .equazioni  cioè  in  cui  non  v'  è  variabile  indipendente  : 
(v.  Netto  «  Teoria  delle  sostituzioni  e  sua  applicazione  all'  algebra  »  trad.  dal 
Battaglini,  pag.  183-185). 
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ALCUNE  OSSERVAZIONI 


SOPRA  LA  CONFIGURAZIONE  DI  KUMMER 


NOTA 


DI 


EDGARDO    CIANI. 


Queste  poche  osservazioni  erano  destinato  ad  accompagnare  la  correzione  di 
una  mia  Nota  «  Sulla  cfz.  di  Kummer  »  stampata  nel  96  in  questo  medesimo  gior- 
nale. Ma  varie  ragioni,  che  qui  non  interessano,  mi  suggeriscono  di  staccare  le 
due  pubblicazioni  anticipando  questa  sull'altra  che  uscirà,  spero,  poco  più  tardi 
in  questa  stessa  raccolta  scientifica. 

Le  osservazioni  suddette  riguardano  due  punti. 

Il  lo  si  riferisce  alla  questione  seguente: 

Dati  sei  complessi  lineari  a  due  a  due  in  involuzione,  nel  modo  più  gene- 
rale possibile,  fra  le  varie  oo  '  configurazioni  di  Kummer  che  essi  individuano  ve 
ne  saranno  alcune  che  abbiano  più  di  due  punti  singolari  in  linea  retta? 

Consideriamo  una  qualunque  di  tali  oo  '  configurazioni  e  sia  P^  uno  dei  suoi 
punti  singolari.  —  È  noto  che  si  passa  da  Pj  agli  altri  15  punti  singolari  per 
mezzo  delle  15  involuzioni  gobbe  stabilite  dalle  15  coppie  di  direttrici  fonda- 
mentali. —  Se  si  esìge  che  nella  configurazione  ci  siano  due  punti  P,  ,  P3  in  linea 
retta  con  Pj ,  bisogna  evidentemente  che  da  P^  parta  una  retta  che  si  appoggi 
a  due  coppie  di  direttrici.—-  Ora  due  coppie  di  direttrici  0  appartengono  a  ano 
stesso  tetraedro  0  a  una  stessa  serie  rigata  fondamentale.— Nel  1°  caso  una  retta 
che  si  appoggi  a  entrambe  è  uno  dei  due  spigoli  rimanenti  del  tetraedro  mede- 
simo, cioè  è  una  direttrice  e  quindi  la  cfz.  nascente  da  Pj  è  degenere:  nel  2o  caso 
se  il  punto  Pi  è  sulla  quadrica  e  giace  fuori  di  qualsiasi  direttrice  fondamentale 
la  cfz.  che  nasce  è  particolare  senza  essere  degenere. 

La  quadrica  fondamentale  Q  suddetta  sulla  quale  giace  Pj,  contiene  6  coppie 
di  direttrici  appartenenti  a  tre  a  tre  alle  due  serie  rigate,  di  cui  Q  è  sostegno: 
ne  viene  che  da  Pj  partono  due  rette  ciascuna  delle  quali  contiene  altri  3  punti 
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della  cfz.  medesima.  Siano  Pg,  Ps,  P4  quelli  situati  sopra  una  di  esse  eP,,  Pg,  P^ 
quelli  suiraltra.  Le  rimanenti  9  coppie  di  direttrici  sono  rette  reciproche  rispetto 
a  Q.  —  Ciò  significa  che  anche  1  9  punti  rimanenti  della  cfz.  giacciono  sulla  Q 
medesima.  Il  costruirli  è  ovvio:  basta  ad  es.  :  giovandosi  delle  3  involuzioni 
gobbe  che  da  Pj  hanno  servito  a  determinare  Pg  ,  P3  ,  P4  ;  partire  da  P5  ,  o  Pg , 
o  P7  :  1  9  punti  che  si  trovano  si  vede  subito  che  non  solo  si  trovano  sopra  rette 
di  Q  uscenti  da  P5 ,  o  Pg ,  0  P7 ,  ma  anche  sulle  rette  di  sistema  contrario  pas- 
santi per  Pg  ,  P3  ,  P4  onde  la  cfz.  si  compone  dei  16  punti  e  16  piani  individuati 
da  4  rette  di  un  sistema  e  4  deiraltro  della  stessa  quadrica  Q. 

«  Se  8i  obbliga  una  configurazione  di  Kummer  ad  avere  3  punti  singolari  in 
linea  retta,  senza  degenerare,  essa  generalmente  viene  a  comporsi  dei  16  punti  e 
16  piani  individuati  da  4  generatrici  e  4  direttrici  di  una  stessa  quadrica.  Ogni 
piano  singolare  contiene  7  pienti  singolari,  per  ogni  punto  singolare  passano 
7  piani  singolari.  —  La  superficie  di  Kummer  si  riduce  alla  quadrica  contata 
due  volte  ». 

Dati  6  complessi  lineaH  in  involuzione  mentre  le  configurazioni  di  Kummer 
degeneri  nascono ,  come  è  ben  noto ,  dai  punti  situati  sulle  direttrici  e  le  cfz, 
traedroidali  nascono  dai  punti  situati  sulle  f accie  dei  tetraedri  fondamentali^  le 
cfz,*  della  specie  ora  stabilite  nascono  dai  punti  delle  quadriche  fondamentali  che 
^tacciono  fuori  delle  direttrici  suddette,  e  quindi  costituiscono  una  00  *  (divisibile 
in  10  classi). 

Finalmente  in  forza  di  un  teorema  recentemente  dimostrato  sulle  cfz.  di 
Kummer  (^)  si  può  anche  dire  : 

«  Se  si  assoggetta  una  {\Qq  ,  16g)  dello  spazio  ad  avere  piic  di  due  punti  in 
linea  retta,  essa  diviene  generalmente  una  (I67  ,  I67)  e  i  16  punti  e  i  16  piani 
appartengono  a  4 ,  a  4  a  8  rette  costituenti  due  quaderne  di  diverso  sistema  di 
una  stessa  quadrica  »  (*). 

1.  In  questa  seconda  parte  ci  proponiamo  in  sostanza  di  costruire  la  figura 
dei  6  punti  singolari  in  un  piano  singolare  di  una  cfz.  di  Kummer  più  volte  te- 
tracdroidale  (^)  mediante  semplicissime  considerazioni  di  geometria  piana ,  in- 
dipendentemente quindi  da  qualsiasi  processo  inerente  alle  configurazioni  di 
Kummer  medesime  e  airinsieme  della  figura  costituita  dalle  30  direttrici  relative. 
Anzi  per  questo  noi  porremo  la  questione  semplicemente  nei  termini  seguenti.— 
Sia  data  una  conica^  e  per  brevità  di  locuzione,  si  dica  che  per  6  punti  di  essa 


(*)  Martinetti.— Sopra  le  cfz.  di  Kummer  (Voi.  XXXV  di  questo  giornale). 
(«)  id.  Le  cfz.  (84  ,  84)  di  punti  e  piani  (Voi.  XXXIV  id.  N.  15). 

(*)  RoHN.— Einige  specielle  Falle  der  Kummer'  schen  Flache  (Berichte  der  k. 
sachs.  Gesellschaft  der  Wissench.  Mai  1884. 
Segre. — Sur  un  cas  particulier  de  la  surface  de  Kummer:  ibid.). 
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si  può  far  passare  un  sistema  o  quando  i  punti  medesimi  si  trovino  a  due  a  du€ 
sopra  tre  rette  passanti  per  un  medesimo  punto:  Quanti  e  quali  sistemi  e  si  pos- 
sono far  passare  per  6  punti  opportunamente  scelti  sopra  una  conica  ?  —  Come 
già  si  è  detto  risolveremo  la  questione  senza  uscire  dal  piano  delia  conica  e  pa 
questa  via  stabiliremo  che  i  casi  presentati  dai  piani  singolari  delle  configura- 
zioni di  KuMMER  più  volte  tetraedroidali  sono  effettivamente  i  soli  possibili.  Que- 
sto risulterebbe  anche  dairosservare  i  varii  modi  con  cui  6  elementi  possono 
formare  una  involuzione  (veggasi  Se  gre  loc.  cit.  pag.  133). 

Alla  locuzione  già  introdotta  relativa  ai  sistemi  o  aggiungeremo  quest'altra. 
A  seconda  che  troveremo  esistenti  uno,  due,  tre,...  sistemi  o  per  un  medesimo  esa- 
gono diremo  che  esso  è  rispettivamente  mono-esagono,  bi-esagono,  triesagono  ecc.: 
indicheremo  col  nome  di  conica  fondamentale  e  con  la  latterà  e  quella  in  cui  è 
iscritto  l'esagono  medesimo.  —  Quando  i  sistemi  o  sono  più  d'uno  vedremo  che 
le  rette  che  ne  congiungono  i  centri  (punti  di  concorso  delle  tre  rette  di  •ogni 
sistema)  si  distinguono  in  due  specie.  Alcune  di  esse  contengono  tre  di  ta!i 
punti  ;  le  altre  due  soltanto.  Le  chiameremo  rispettivamente  le  rette  l  e  le  rette 
h  della  cfz.  (^). 

2.  La  costruzione  del  mono-esagono  è  ovvia.  Un  sistema  qualsiasi  di  tre 
rette  uscenti,  da  un  punto  taglia  la  e  in  un  mono-esagono.  Andiamo  al  bi-esa- 
gono.— Per  questo  si  ricordi  che  «  se  i  lati  di  ordine  pari  di  un  esagono  ordi- 
nato passano  per  un  punto  e  i  lati  di  ordine  dispari  per  un  altro,  le  diagonali 
principali  si  tagliano  in  un  terzo  che  è  il  centro  di  coUineazione  della  proietti- 
vita  stabilita  fra  i  fasci  di  lati  pari  e  dispari.  Ciò  significa  che  due  sistemi  s 
non  aventi  alcuna  retta  comune  traggono  seco  di  conseguenza  la  esistenza  di 
un  terzo  ristema  o  non  avente  comune  alcuna  retta  coi  primi  due:  e  si  ha  cosi 
un  gruppo  di  3  sistemi  o  tali  che  uno  qualunque  di  essi  consegue  dagli  altri 
due.  —  Se  dunque  un  biesagono  esiste,  i  due  sistemi  o  debbono  avei-e  una  retta 
comune  altrimenti  il  biesagono  diviene  triesagono. 

Per  costruire  un  biesagono  si  prendano  due  punti  conjugati  rispetto  a  e 
come  centri  di  due  sistemi  o.  Sulla  congiungente  quei  due  punti  stanno  due  ver- 
tici: gli  altri  4  si  trovano  sopra  due  rette  passanti  per  uno  dei  punti  coniugati 


(^)  Klein.  —  Zar  Theorie  der  Linien  complexe  der  ersten  und  zweiten  Gra- 
des.— (Math.  Ann.  B.  2  n.  8). 

Stephanos.  —  Sur  les  systèmes  desmiques  de  trois  tétraèdres  (Bullettin  des 
Sciences  math.  et  astr.  1879). 

Veronese.  —  Sopra  alcune  notevoli  cfz.  di  punti ,  rette  e  piani.  —  (Mem. 
Aco.  Lincei  1881\ 

Bertini.  —  Le  cfz.  di  Kummer  più  volte  tetraedroidali).  Rendic.  Istit.  Lom- 
bardo, Serie  II  voi.  XXIX  1896). 
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C«  quindi  sopra  altri  due  passanti  per  rAltro),— I  sistemi  o  sono  Oj^lS,  34,  56, 
^2^12,  36,  45.— Un  bi-esagono  contiene  due  monosagoni,  non  possiede  rette  l, 
possiede  una  retta  h  (^}. 

3.  Andiamo  ai  triesagoni. — Ricordando  il  teorema  citato  al  principio  del  nu- 
mero precedente  si  vede  subito  che  per  realizzare  un  tri-esagono  basta  costruire 
Tin  esagono  soddisfacente  alie  condizioni  del  teorema  medesimo  e  contempora- 
incamente  esigere  che  i  6  vertici  siano  sopra  una  conica.  —  Si  prova  facilmente 
ohe  questa  ultima  condizione  porta  che  i  tre  centri  dei  tre  sistemi  e  siano  in 
linea  retta  e  viceversa:  ciò  si  ottiene  se  il  fascio  dei  lati  pari  e  quello  dei  lati 
dispari  sono  prospettivi. 

Dunque  per  costruire  un  triesagono  si  prendano  in  due  fasci  di  raggi  pro- 
spettivi tre  coppie  di  raggi  corrispondenti  aa' ,  66' ,  ce'.  I  punti  aò',  a%  ac\  a'c^ 
^c',  6'c  sono  i  vertici  del  triesagono.  Designandoli  colle  notazioni  solite  1,  2,  3, 
4,  5,-6,  i  tre  sistemi  a  sono: 

Oj  =  12  ,  34 ,  56  ,  Oj  =  23  ,  45  ,  16  ,  e,  =  14 ,  25  ^  36. 

1  tre  centri  relativi  Uj ,  Ug ,  Uj  sono  sopra  una  retta  l  (*).  Non  ci  sono  rette  h. 
Un  triesagono  contiene  3  mono-esagoni  ma  niun  bi  esagono  (N.  2). 
Per  i  centri  U^  ,  Ug  ,  Ug  e  per  i  vertici  del  triesagono  passano  le  cubiche  se- 
guenti ognuna  composta  di  3  trette  : 

12,45,36     ;    34,  25,  16  ;  56,  23 ,  14 

e  passa  anche  la  cubica  composta  della  conica  e  e  della  retta  /i.— Dunque  que- 
8te  cubiche  appartengono  tutte  a  un  medesimo  fascio  di  cui  i  punti  suddetti  sono 
punti  base.  Inoltre  ciascuna  delle  omologie  armoniche  di  cui  è  centro  uno  dei 
punti  Uj ,  U, ,  U,  e  asse  la  polare  rispetto  a  e  cangia  in  se  la  conica  e  e  il  trie- 
sagono e  quindi  taglia  h  nel  coniugato  armonico  del  centro  considerato  rispetto 
agli  altri  due.  Dunque  i  punti  U^  ,  U,  ,  U,  sono  flessi  per  tutte  le  cubiche  del  fa- 
scio ;  per  tutte  il  triesagono  è  un  esagono  di  Steiner  (')  e  Analmente  la  conica 
e  taglia  la  retta  h  nel  gruppo  hessiano  di  Uj  U,  U,. 

4.  Possiamo  dunque  dire  che  : 

«  /  vertici  di  un  triesagono  sono  gli  ulteriori  punti  base  di  un  fascio  di  cu- 
biche aventi  fuori  di  essi  tre  flessi  comuni  ». 


(^)  È  la  retta  k  che  si  trova  in  ogni  piano  singolare  di  una  cfz.  di  Eummer 
due  volte  tetraedroidale. 

(^)  È  la  retta  l  che  si  trova  in  un  piano  singolare  di  una  cfz.  di  Kcmmer  tre 
volte  tetraedroidale. 

t')  Cf.  p.  es.  Clebsoh-Lindemann,  pg.  340. 
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La  condizione  che  questi  ultimi  siano  in  linea  retta  viene  di  conseguenza 
essendo  il  triesagono  iscritto  in  una  conica.  —  Nessuno  degli  altri  6  punti  base 
(vertici  del  triesagono)  è  flesso  in  generale:  se  però  lo  è  uno,  lo  sono  tutti.  — 
Ciò  risulta  facilmente  giovandosi  prima  della  osservazione  seguente:  se  tutte  le 
cubiche  dì  un  fascio  hanno  un  flesso  comune,  hanno  a  comune  anche  la  polai-e 
armonica  del  flesso  e  considerando  dopo  che  da  questa  osservazione  discende 
subito  che  se  tutte  le  cubiche  di  un  fascio  hanno  due  flessi  comuni,  ne  hanno 
un  terzo  pure  comune  a  tutte  sulla  retta  che  unisce  i  primi  due. 

Ciò  completa  la  risposta  che  in  parte  poteva  già  darsi  alla  questione  se- 
guente : 

«  Dei  9  punti  base  di  un  fascio  di  cubiche  quanti  di  essi  possono  esser  flessi 
per  ogni  curva  del  fascio? 

Può  esserlo  evidentemente  uno  solo  senza  che  lo  siano  gli  altri.  —  Possono 
esserlo  tutti  e  si  ha  il  fascio  sizigetico.— Resulta  adesso,  dalle  considerazioni  pre- 
cedenti, che  airinfuori  dei  due  casi  suddetti  non  v'  è  altro  caso  che  quello  for- 
nito dai  fasci  aventi  3  flessi  comuni. 

5.  Noteremo  infine,  prima  di  passar  oltre,  che  il  triesagono  precedentemente 
costruito  non  proviene  dal  biesagono  per  l'aggiunta  di  un  sistema  o. — Se  si  ag- 
giungesse un  sistema  e  al  biesagono  si  vedrebbe  facilmente  che  esso  non  po- 
trebbe avere  comune  con  l'uno  e  l'altro  dei  sistemi  o  già  esistenti,  una  retta  e 
quindi  l'aggiunta  di  un  tale  sistema  porterebbe  di  conse^enza  l'aggiunta  di  un 
4o  sistema  o  e  il  biesagono  diverrebbe  tetraesagono. 

6.  Passiamo  al  tetraesagono.  Vediamo  di  costruirlo  partendo  prima  del  bie- 
sagono con  l'aggiunta  di  un  sistema  o. — Sia  il  biesagono  del  N.  2 

Oi  =  12,  34,  56     ;  g^=12,  36,  45. 

Il  sistema  o  da  aggiungersi  non  può  contenere  evidentemente  la  retta  12 
comune  ai  primi  due,  non  può  avere  una  retta  comune  con  l'uno  e  una  con 
l'altro,  altrimenti  il  centro  del  nuovo  o  sarebbe  un  vertice  :  per  cui  rimangrono 
due  casi:  o  il  sistema  suddetto  ha  una  retta  comune  con  uno  dei  due  sistemi  e 
già  esistenti  e  non  l'ha  con  l'altro:  ovvero  non  l'ha  con  entrambi.— Nel  lo  caso 
aggiungendo  ad  es.  il  sistema 

03  =  34,  15,  26. 

si  trova  come  conseguenza  di  o^  ^  ^s  ^^  ^^  sistema  c^^Vóf  24,  56  e  nessun  altro 
sistema  o.— Si  perviene  cosi  al  tetraesagono  simbolico 

08  =  12,  36,  45 

0,  =  12,  34,  56     ,     03  =  34,  15,  26 

c.iSl3,  24;  56. 
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I  tre  sistemi  o^c^q^  individuano  un  medesimo  triesagonO;  cioè  uno  di  essi  è  con- 
seguenza degli  altri'due.— Invece  a^a^  ,  o^c,  ,  a^a^^  sono  3  biesagoni,  ossia  o^  ha  una 
retta  comune  con  ciascuno  dei  sistemi  rimanenti  ^2,03,  a^,  —  Dimostreremo  poi 
che  questo  tetraesagono  non  è  realizzabile  solo  coi  simboli  ma  anche  geometri- 
camente. 

Nel  20  caso  aggiungendo  ad  es.  il  sistema  a3  =  23,  15,  46  si  vede  che    in 
conseguenza  si  hanno  altri  tre  sistemi  0. 
Di  guisa  che  si  hanno  i  6  sistemi  e  : 

0,  =  12,  34,  56  c^  =  12,  36,  45  o^  =  12,  34,  56  0^  =  12,  36,  45 

C2  =  23,  15,  46     ;     0^  =  23,15,46     :     0^=16,24,35     ;     03=14,  26,  35 

03  =  14,  26,  35         05  =  16,  24,  35  0^  =  13,  25,  46         0^  =  13,  25,  46 

ma  allora  la  ^g,,  anche  se  realizzabile,  non  ò  un  tetraesagono,  ma  un  esa-esa- 
gono  e  la  discuteremo  a  suo  tempo  (N.  11). 

7.  Nel  numero  precedente  abbiamo  costruito  in  simboli  un  tetraesagono  par- 
tendo dal  bi-esagono. — Dimostriamo  adesso  che  partendo  dal  triesagono  si  trova 
il  medesimo  tipo  simbolico  già  ottenuto.  —  Per  questo  si  riprenda  il  triesagono 
del  N.  3 

Oi  =  12,  34,  56     ,     Og  =  23,  45,  16     ,     03  =  14,  25,  36  (a) 

e  si  aggiunga  un  sistema  0.  —  Per  esaminare  quali  casi  dififerenti  può  portare 
l'aggiunta  di  questo  sistema  si  osservi  che  delle  15  combinazioni  a  due,  a  due 
dei  6  simboli  1,2,3,4,5,6  rimangono  disponibili  oltre  quelle  contenute  in 
^i  ì^tj  ^3  1®  seguenti  : 

13,  15,  24,  26,  35,  46.  (6) 

II  nuovo  sistema  0  da  aggiungersi  non  può  esser  composto  di  tre  rette  scelte 
fra  quest'ultime  perchè  è  impossibile  sceglierne  tre,  così  che  due  qualunque  di 
esse  non  abbiano  un  indice  comune.  E  neppure  può  esser  composto  di  due  rette 
(a)  e  di  una  (b)  perchè,  di  due  retto  appartenenti  a  diversi  sistemi  scelti  fra 
Cj  ,  <J2  ,  '»3  6  prive  di  indici  comuni,  qualcuna  di  esse  ha  comune  un  indice  con 
le  (b). 

Rimangono  dunque  due  casi:  0  il  nuovo  sistema  a  è  composto  di  3  rette  (a), 
0  di^due  rette  (a)  e  una  ib),  —  Ebbene  si  riconosce  subito  che  questi  due  casi 
danno  luogo^rispettivamente  alle  medesime  cfz.  simboliche  prodotte  dal  due  casi 
del  numero  precedente. 
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8.  Dunque  runico  tipo  di  tetraesagono  è  il  seguente  : 

cr,  =  12,  36,  45 

or,  —  12,  34,  56  aj  =  34,  15,  26 

a^  =  13,  24,  56. 

Per  costruirlo  si  prenda  un  quadrangolo  completo  A1B2  e  se  ne  costruisca 
il  quadrilatero  polare.  I  4  vertici  3,  6,  5,  4  che  si  trovano  rispettivamente  sopra 
Al,  A2,  Bl,  B2  insieme  ai  punti  1,  2,  costituiscono  il  tetraesagono  richiesto.— 
I  centri  di  prospettiva  sono  rispettivamente 


U,  =  A1.B2 

per 

13  ,  24  ,  56 

U,  =  A2-Bl 

» 

15  ,  34  ,  26 

U,  =  12-U,U, 

» 

12  ,  36  ,  45 

U^=  AB12 

» 

12  ,  34  ,  56 

Un  tetraesagono  contiene  3  bi-esagoni,  e  un  triesagono  ;  e  determina  tre 
rette  /*  concorrenti  in  un  punto,  e  una  retta  l  {}). 

9.  Il  penta-esagono  non  esiste  (*). 

Infatti  si  è  già  veduto  che  aggiungendo  un  sistema  o  al  bi— esagono  o  al 
triesagono  si  è  condotti  necessariamente  al  tetra   esagono  o  o  all' esa— esagono. 

Dunque  se  il  penta- esagono  esiste  si  deve  potere  ottenere  dal  tetra— esa- 
gono con  raggiunta  di  un  sistema  o.  Riprendiamo  il  tetra— esagono  del  N.<^  pre- 
cedente 

0,  =  12  ^  36  ,  45 

Os  =  34  ,  15  ,  26  a^  =  12  ,  34  ,  56. 

04  =  13  ,  24  ,  56 

Le  combinazioni  che  rimangono  sono  : 

14  ,  16  ,  23  ,  25  ,  35  ,  46. 

Il  nuovo  sistema  0  da  aggiungersi  presenterà  rispetto  al  triesagono  «gjCs.c^ 
i  due  casi  già  considerati  al  No  7.  E  quindi  0  quel  triesagono  diventa  un  esa- 
esagono  del  medesimo  tipo  simbolico  di  quello  trovato  alla  fine  del  N^  6,  ovvero 


(^)  Un  piano  singolare  di  una  cfz.  di  Kummer  4  volte  tetraedroidale,  condeDe 
tre  rette     h  concorrenti  in  un  punto  M,  e  una  retta  L 

{^)  Non  esistono  configurazioni  di  Kummer  cinque  volte  tetraedroidali  (Bbrtiki, 
loc.  cit.  png.  4). 
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il  sistema  o  da  aggiungersi  è  del  tipo  c^  ^  36  ,  15  ,  24  :  ma  in  tal  caso  o^  e  c^ 
iiìdividuano  per  conseguenza  il  sistema  Og  ^  13  ,  26  ,  45  e  siamo  condotti  al- 
l'esa— esagono  : 

0,  =  36  ,  12  ,  45  a^  =  12  ,  34  ,  66 

(73  =  34  ,  15  ,  26  05  =  36  ,  15  ,  24 

c^  =  13  ,  24  ,  56  Ce  =  13  ,  26  ,  45. 

10.  Abbiamo  trovato  due  tipi  simbolici  diversi  fra  loro  per  V  esa— esagono. 
Uno  è  quello  ottenuto  alla  fine  del  No  6,  un  2o  è  quello  del  N»  precedente. 

Ma  quest'ultimo  non  è  realizzabile  geometricamente.  Infatti  riprendendo  le 
notazioni  del  N^  8  e  ponendo 

AB.36  =  C    ,    AB.UjUjjUgSD 
si   vede  che  si  ha 

(ABU4  D)  =  -  1    ,     (AU4  CD)  =  -  1. 

Se  potesse  esìstere  Tesa-esagono  del  N»  20  dovrebbe  esistere  ad  es.  O5  : 
ma  15  e  24  si  tagliano  in  B.  Dunque  dovrebbe  coincidere  B  con  C  e  allora 
troveremmo 

(ABU4D)  =  -  1  (AU4BD)  =  -1 
ciò  che  è  manifestamente  assurdo. 

11.  Rimane  dunque  Tesa- esagono  simbolico: 
(jj  =  (12  ,  34  ,  56)  ...  Ui  /   (J4  =  12  ,  36  ,  46  ...  U4 
a,  =  (23  ,  15  ,  46)  ...  U,  ,           I   (Jg  =  23  ,  15  ,  46  ...  Ug 
cTj  =  (14  ,  26  ,  35J . .  U3  (  dg  =  16  ,  24  ,  35  ...  U3 

'  a,  =  (12  ,  34  ,  56) ...  Ui  /  a^  =  12  ,  36  ,  45  ...  U4 

a,  =  (16  ,  24  ,  35) ...  U5  ,  j  CT3  =  14  ,  26  ,  35  ...  U3 

[  ^5  =  (13  ,  25  ,  46) ...  Ug  (  a^  =  13  ,  25  ,  46  ...  Ug 

dove  i  simboli  Uj  indicano  i  rispettivi  centri  dì  prospettiva.  Per  realizzare  geo- 
metricamente una  figura  siffatta  si  prenda  «  la  conica  dei  14  punti  »  di  un  qual- 
siasi quadrilatero  completo  (^).  Essa  taglia  il  trilatero  diagonale  nei  vertici  delTesa- 


(*)  Cioè  la  conica  che  taglia  ciascun  lato  del  quadrilatero  nel  gruppo  hessiano 
dei  tre  vertici. 


Digitized  by 


Google 


)(  76  )( 

esagono  richiesto  (^  i  punti  U^  sono  i  vertici  del  quadrilatero,  E  infatti  basta  os- 
servare che  la  flg.  così  costitalta  è  un  mono-esagono  rispetto  a  ogni  vertice  del 
quadrilatero ,  il  ohe  risulta  ìmmediatamonte  considerando  che  V  intiera  configu- 
razione è  mutata  in  sé  stessa  dalla  omologia  armonica  di  cui  è  centro  e  asse  ne 
vertice  del  quadrilatero  e  la  sua  polare  rispetto  alla  conica  in  discorso.  Dunque: 

La  conica  dei  14  punti  di  un  quadrilatero  taglia  le  sue  diagonali  nei  ver- 
tici di  un  esa-esagono. 

Un  esa-esagono  contiene  4  triesagoni  e  3  biesagoni  e  individua  quindi  4  retk 
1  e  tre  rette  h:  queste  ultime  sono  le  diagonali  del  quadrilatero  formalo  con  U 
prime  (^).   Un  esa-esagono  non  contiene  tetra-esagoni  ('). 

Il  trilatero  diagonale  del  quadrilatero  delle  l  è  auto  coniugato  rispetto  alla  co- 
nica e.  Segue  che  un  esa-esagono  non  può  essere  completamente  reale  perchè  tali 
sarebbero  il  trilatero  suddetto  e  la  conica  e,  ma  un  trilatero  reale  autoconiuga*«c 
rispetto  a  una  conica  reale  non  la  taglia  certamente  in  6  punti  reali. 

Quindi 

«  F-ino  a  tutto  il  tetra-esagono  la  cfz.  può  essere  completamente  reale,  Ve4a- 
esagono  non  può  essere  completamente  reale  ». 

12.  In  ultimo  osserveremo  che  la  risoluzione  del  nostro  problema  non  può 
spingersi  al  di  là  dell'  esa-esagono.— Infatti  si  aggiunga  all'  esa-esagono  un  si- 
stema 0.  Il  centro  di  questo  sistema  e  la  polare  rispetto  a  e  saranno  centro  e 
asse  di  una  omologia  armonica  che  trasforma  in  se  tutta  la  fìg  e  quindi  anche 
il  quadrilatero  delle  l.  Ma  tale  omologia  non  può  essere  una  di  quelle  che  lu 
per  centro  un  vertice  del  quadrilatero  e  per  asse  la  polare  rispetto  a  e  perchè 
esse  sono  relative  ai  6  sistemi  o  già  esistenti  nella  fig.  Dunque  tale  omologia 
avrà  il  centro  in  un  vertice  del  trilatero  diagonale  e  avrà  per  asse  il  lato  op- 
posto. Ma  in  un  vèrtice  di  questo  trilatero  non  può  giacere  certamente  il  centro 
di  un  sistema  o  quando  si  pensi  che  i  6  vertici  debbono  appartenere  a  due  a 
due  ai  lati  del  trilatero  medesimo. 

Dunque: 

«  Al  di  là  dell'  esa-esagono  il  problema  non  è  risolubile  ».  {*) 


(})  Segrk  :  loc.  cit.  p.  134. 

(*)  Un  piano  singolare  di  una  cfz.  di  Kdmmbr  6  volte  tetraedroide  contiene  4 
rette  l  e  tre  rette  h  cosi  che  le  ultime  sono  le  diagonali  del  quadrilatero  formato 
con  le  prime. 

(*)  Cette  surface  de  Kammer,  qui  est  tetraedroide  six  fois,    n'  est  pas  un 

cas  particulier  de  celle  qui  est  4  fois  tétraedroYde (Segre  loc.  cit.). 

(*)  Non  esistono  cfz.  di  Kummer  che  siano  più  di  sei  volte  tetraedroidali  (Bbr- 
TiNi  loc.  cit.  p.  4). 
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SULLA  RISOLUZIONE  PER  NUMERI  INTERI  DELL'  EQUAZIONE 

X*  +  ihx^y^  +  {2h  -  1)  V  =  2»  ) 

(1) 
ove    4/1—1    e    2/i  —  1    sono  numeri  primi  ) 

PER 

L'Ing.  Dott.  CARLO  PIETROCOLA 


1.  La  equaz.  (1)  per  /i=l  non  ammette  altre  soluzioni  oltre  quelle  evidenti 
in  cui  ccy=0:  in  ciò  consiste  un  teorema  proposto  a  dimostrare  dal  Tannery  nel- 
r  Intermédiaire  dea  mathématiciens  (*).  Cercando  la  dimostrazione  di  questo  teo- 
rema ed  una  generalizzazione,  siamo  stati  condotti  a  studiare  il  sistema  (1). 

2.  Supporremo  sempre,  a  meno  che  non  si  avverta  il  contrario,  27i— 1  e  ih-ì 
numeri  primi,  e  chiameremo  propria  una  soluziont;  se  Xy  y,  z  sono  primi  a  due 
a  due  tra  loro^  dal  che  consegue  z -n.o  dispari,  »  ed  y  di  diversa  parità,  x  primo 
con  2^-1.  È  visibile  inoltre  che  da  ogni  soluzione  della  (1)  che  non  sia  pro- 
pria, con  la  soppressione  di  divisori  comuni  e  lo  scambio  di  x  con  y  ove  occorra, 
si  deduce  una  soluzione  propria. 

Premesso  ciò,  notiamo  che,  applicando  ripetutamente  alla  (1)  le  formolo  di 
Lebeoues  (quali  si  modificano  nel  caso  nostro) 

X  =  ajo*  -  {2h  -  1)  V  ;  y  =  2aJoyo«o  ;  ^  =  V  -  K^^  -  l)aJo V  (2) 

da  una  soluzione  propria  Xq  ,  y^  ,  z^  si  deduce  una    successione  di  soluzioni  pro- 
prio X  y  y  f  z  in  cui  la  a?  è  disparL  Vogliamo  ora   dimostrare  che,  viceversa,  da 


C)  Cfr.  Intermédiaire  des  mathématioiens.  Question  833  (P.  Tannery)  1897, 
pag.  20,  30,  203.  (Neanche  la  dimostrazione  del  FAUQnEifBERQUE  è  rigorosa  poiché 
non  é  dimostrato  che  il  processo  di  riduzione  deve  necessariamente  riuscire). 
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una  soluzione  propria  qualunque  x  ,  y  ^  z  in  cui  la  ad  è  dispari,  mercè  le  stesse  (2) 
6i  deduce  una  soluzione  propria  oc^y^ZQ  e  quindi  Tapplicazione  successiva  di  ia!e 
processo  di  riduzione  condurrà  necessariamente,  dopo  un  numero  finito  di  ope- 
razioni^  ad  una  soluzione  in  cui  la  x  è  pari  e  che  sarà  la  soluzione  imzìtjlt 
della  successione. 

In  fatti,  la  (1)  si  può  scrivere  nella  forma 

(X«  +  2Ay»  +  «)(ap«  +  2h^  -  2)  =  (4A  -  l\y^ 

e,  per  le  ipotesi  fatte,  essendo  2  il  mass.  com.  div.  dei  due  fattori  a  primo  mem- 
bro, ed  incorporando  in  z  un  segno  conveniente,  risulta 

aj«  +  27iy«  -h  «  =  2rt**  ,  x«  +  2hy^  -  z  =  8«»*  ,  (3; 

con  y  =  2uv  ,  4A  -  1  =  r«  ,  (rw  ,  28v)  =  1  (*). 

Ora,  prendendo  i  resti  rispetto  al  modulo  8,  dalle  equazioni  (3)  viene 
l+2=2r  ,  l-zsO  (modSj  quindi  r=l  (mod4)  donde,  essendo  r«=4A~l=n.«»  primo, 
r-1,  fl=4/i-l  ;  e  quindi,  sostituendo  tali  valori  nelle  (3)  ed  eliminando  la  z,  Tiene 

ac»  =  {tt«  -  2(4;^  -  l)v«!  jtt«  -  2t;«ì. 

Di  qui,  osservando  essere  (x ,  2  2/i-lv)=l,  si  deduco  essere  primi  i  due  fattori 
al  2.0  membro  e  quindi 

u^  -  2(47i  -  l)v^  =  5«  ,  t^»  -  2v^  =  n^  (4) 

<^on  S>J  =  x  ,  (5,>J)=1  ,  (S>J,2)  =  1  (5; 

notando  che  abbiamo  presi  i  primi  membri  delle  (4)  positivamente  poiché,  diver- 
samente, eliminando  dalle  (4)  la  v^  e  pigliando  i  resti  rispetto  al  mod8,  ne  sa- 
rebbe risultato  un  assurdo. 

Ora,  eliminando  u^  tra  le  (4),  e  notando  essere  ^  ,  >3  primi  tra  loro  ed  en- 
trambi dispari,  si  deduce 

rj  +  5  =  2vi«  ,  >j-5  =  2(27i-l)V  (6; 

ove  v^v^  =  V  ,  (2/1  —  Ivg ,  Vi)  =  1.  (7) 


(^)  Il  massimo  comuo  divisore  dei  numeri  a,  &,  e,,.,  lo  indicheremo  con  (a,  6,  e,...). 
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1  valori  di  5  7  V  in  funzione  dì  v^  ,  t?^  portati  nella  1»  delle  (4)  la  trasfor- 
mano in 

t?i*  +  ihv^\^  +  (2h  -  1)2 V  =  uK  (1') 

Si  ricade  cioè  sopra  una  soluzione  della  stessa  equazione  (1),  e  si  desume 
quindi  la  verità  del  teorema  sopra  enunciato  notando  inoltre  l»  che  ia  x,  y,  z 
risultano  espresse  in  Vi,  «2^  ^  ^^^^  stesso  modo  che  lo  sono  nelle  (2)  in  x^,  ^q,  z^^] 
20  che  per  la  2*  delle  (7)  la  soluzione  v^,  v^j  u  è  una  soluzione  propria  ;  3<>  che 

dalle  (3)  risulta  mod«<~mody,  e  dalla  (1),  mody<  /o/,_n2  ^  donde  conse- 
gue che  il  processo  di  riduzione  deve  necessariamente  arrestarsi  dopo  un  nu- 
mero finito  di  operazioni. 

3.  Se  h=l  tutto  quanto  sopra  è  esposto  è  applicabile,  e  poiché^  per  la  sim- 
metria dell'equazione,  con  lo  scambio  di  x  con  y,  ove  occorra,  il  processo  prece- 
dente di  riduzione  potrebbe  ripetersi  indefinitamente  mentre,  d'altra  parte,  modz 
non  può  decrescere  indefinitamente,  così  si  conchiude  che  per  ft  =  1  la  (1)  non 
ammette  soluzioni. 

4.  Ci  limiteremo  ora,  ad  accennare  ad  alcuni  altri  risultati. 

I  valori  di  Uy  >],  V  soddisfacenti  alla  2»  delle  (4)  devono  necessariamente 
essere  della  forma 

lA  =  C*  4-  2^2  .  ^  ^  ^2  _  2t^  ;  V  =  2,t  con  (f  ,  20  =  1  (8) 

donde,  per  sostituzione  nella  1»  delle  (4), 

C«  =  i*  -  4(8/1  -  3)iH^  +  4«*  (9) 

e,  per  paragone  delle  (6)  e  (7)  con  le  (8),  risulta 

;«  ~  2«2  =  (2h  -  l)ViHv^^  5  2it  =  Vi  Va  (9') 

cioè  «  da  ogni  soluzione  propria  x,  y,  z  del  sistema  (l)  consegue  necessariamente 
una  soluzione  della  (9)  ed  una  soluzione  delle  (9')  •,  e,  viceversa,  da  ogni  solu- 
zione delle  (9),  0  delle  (9'),  si  deduce  una  soluzione  della  (1)  ancorché  4h— 1  e  2h-l 
non  Steno  primi  ».  La  inversa  si  dimostra  procedendo  a  ritroso  nel  ra^jlonamento 
precedente. 

6.  Accenniamo  ora  a  qualche  risultato  che  si  deduce  imitando  il  procedi* 
mento  precedente,  ma  supponendo  però  (.t  ,  2  2/i  -  1)  =  2  ,  ipotesi  legittima  da 
quanto  è  esposto  in  (2). 
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1.0  Se  il  sistema  (i)  ammette  soluzioni  è 

2A-l  =  e    (modS)    ove    6-=fcl. 


(10/ 


2.0  Ad  ogni  soluzione  propria  del  sistema  (1),  in  cui  la  se  è  pari,  corrisponde 
una  soluzione  propria  dell'equazione 


65«  =  {2h  -  l)a*  +  AlhT*^^  +  {2h  -  1;?* 


(11 


(ove  e  ha  il  valore  espresso  in  (10),  e  viceversa  (notando  che  la  inversa  ha  la^^o 
anche  se  2/i— 1  e  4/i— 1  non  fossero  primi)  ;  e  le  formole  di  passaggio  sono 

a;  =  2a?5  ;  y  =  a^  -  p^  ;  2  =  e?» 

3.0  Se  h  può  assumere  la  forma 

47i  -  1  =  X*  +  2iiL«    ove    X  =  24jA  -  15  , 

ovvero  la  forma 

4^  -  1  =  X*  -  2;i«    ove    X  =  5(-  1  +  12ifc)  ,  jjl  =  4  -  43Jt  , 

(X,  pi,  k  essendo  numeri  interi)  la  (1)  è  risolubile  (ancorché  2^-1  e  4A-1  non  ri- 
sultino primi). 

4.0  In  /i=21  si  ha  il  più  piccolo  valore  dispari  di  h  pel  quale  il  sistema  [ì] 
ammette  soluzioni. 

5.0  Si  noti  che  11  sistema  (1),  la  (9),  il  sistema  (9'),  e  la(ll)8onoconteinp> 
rancamente  possibili  od  impossibili. 
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SOPRA  ALCUNI  SIGNIFICATI  GEOMETRICI 

DEGLI  INVARIANTI  DEL  CONNESSO  TERNARIO  DI  PRIMO  GRADO 

PER 

MARINQPANNELLI. 


I  Signori  Clbbsch  e  Gordan  dapprima  (^),  Pasoh  in  seguito  (^)  e  finalmente 
Kraus  (^)  hanno  dato  diversi  significati  geometrici  degli  invarianti  del  connesso 
ternario  di  primo  ordine  e  di  prima  classe,  cioè  di  primo  grado.  La  considera- 
zione delle  coniche  isologhe  corrispondenti  ai  punti  e  alle  rette  di  un  medesimo 
piano  in  cui  il  connesso  venga  rappresentato^  conduce  facilmente  ad  altri  signi- 
ficati degli  stessi  invarianti.  E  la  ricerca  di  questi  significati  costituisce  l'oggetto 
della  presente  Nota. 

1.  Siano  x^  x^  x^  le  coordinate  omogenee  di  un  punto  X  di  un  piano  ic  e 
t?i  v,  t;,  quelle  di  una  retta  V  di  un  altro  piano  o.  Posto 

Tequazione 

nella  quale  i  simboli  a^  ed  aj  {i  e  ^'  =  1,  2,  3)  hanno  significato  di  quantità  solo 
nelle  combinazioni  a^dj  =  aja^ ,  rappresenta  un  connesso  di  primo  grado^  il  quale 
determina  una  coUineazione  fra  i  due  piani  dati. 


(^)  Mathematische  Annalen.  Voi.  I  pag.  359. 
(*)  Mathematische  Annalen.  Voi.  XXIII  pag.  419. 

(')  Die  Geometrische  Deatung  von  Invarianten  welche  bei  ebenen  Collinoatio« 
nen  aufbreteu— Inaugurai  Dissertation, 

VOL.  xzxvi.  Il 
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In  virtù  del  connesso  f  ^  ad  ogni  punto  X  di  n  corrisponde  in  o  nn  ponto 
Y  dì  coordinate 


(1) 


Vi  =  «i«. 


V*m 


y%  =  a2«a. 


Va^aj^o: 


il  segno  ^  indicando  proporzionalità. 

Parimenti  ad  ogni  retta  V  di  o  corrisponde  in  it  una  retta  U  di  coordinate 


(2) 


Wi 


\a.v, 


l^a 


u^  =  a^v^ 


«j  =  ajVa- 


Al  connesso  f  è  coniugato  un  altro  connesso  di  primo  grado  F,  di  col  l'e- 
quazione è  Q) 

nella  quale  i  simboli  À^  ed  Aj  hanno  significato  dr  quantità  solo  nelle  combioi- 
zioni  kiAj  =:  Ajki  y  ed  in  queste  combinazioni  sono  rispettivamente  i  reciproci 
degli  elementi  dei  determinanti 


A:= 


«1«1        «1^        «l«8 

a^a^      o^a^      «j^Xj 
a^a^      a^a^      ofgOj 


^1*1      «i«a      «1*3 
a,fl4      o^Oj     «2*3 

«8«1         «««S        «««« 


In  virtù  del  connesso  F,  ad  ogni  punto  Y  di  o  corrisponde    in  ic  un 
X  di  coordinate 

(3)  X^^A^ky  tC^^A^ky  X^'^A^ky 

e  ad  ogni  retta  ti  di  ic  una  retta  V  di  o  di  coordiniate 

(4)  ViSsAiti^  VjSA^tt^  Vj  =  AjW^ 

Il  connesso  F  rappresenta  dunque  la  trasformazione  inversa  di  quella  dtò 
dal  connesso  f. 

2,  Suppongasi  che  i  due  piani  tt  e  o  coincidano  e  che  i  punti  X  ed  T,  come 
le  rette  U  e  V,  siano  riferiti  ad  uno  stesso  triangolo  fondamentale.  In  tal  caso  il 


Q)  Veggasi  ad  esempio  la  Memoria  del  BàttàOLIKI  «  Sui  contièssi  ternari  ^ 
•t^  itfdiÀe  e  di  1^  olasse  »  inserita  nel  VoK  IX  degli  Atti  àella  B.  Aedad  delle 
Beienze  fis,  e  mat,  di  Napoli, 
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Bistema  formato  dai  punti  X  e  dalle  rette  U  si  dirà  primo  sistema,  quello  for- 
mato dai  punti  Y  e  dalle  rette  Y;  secondo  sistema.  Ora;  se  passando  dal  primo 
al  secondo  sistema  si  trovano  i  punti  che  corrispondono  successivamente  ad  un 
medesimo  punto  X,  oppure  se  passando  dal  secondo  al  primo  sistema  si  trovano 
le  rette  che  corrispondano  successivamente  ad  una  medesima  retta  V,  si  otten- 
£^ono  le  collineazloni  definite  dai  connessi 

(5)  fi  =  h^a^v^  =  0 ,    /i  =  h^c^a^fV^  =  0 ,    f^  =  h^c^d^a^v^  =  0 ,  •  .  • 

dove  i  simboli  6?,  cy,  d3, . . .  sono  equivalenti  ad  aoLj  le  quali,  secondo  le  deno- 
minazioni del  Sìg.  Pasch,  vengano  rispettivamente  chiamate  quadrato,  cubo, 

della  collineazione  data. 
I  connessi 

(6)  Fi  =  B^AyU^  =  0,    P,=  B^C^AyW^=0,    F,  =  B^C^D^^t^^  =  0 , .,. 

dove  i  simboli  Bi?,  CC,  DZ>, sono  equivalenti  ad  kA,  sono  rispettivamente 

conjugati  dei  precedenti,  opperò  rappresentano  le  trasformazioni  inverse  di  quelle 
definite  dagli  stessi  connessi  precedenti. 
Gli  invarianti  del  connesso  f  sono 

(7)  t  =  a^j ,         iy  =  a^hg^ ,         i,  =  o^&a^p  i         «s  =  «s&a^p^i  >  •  '  • 
e  gli  analoghi  del  connesso  F 

(8)  I  =  A^,    I,  =  A^^,    I,  =  A^^C^,    I3  =  A^B^C3D^, 
3.  Se  si  indicano  con 

{mn\        (win),        {mn\  e  (jiv),        ([xv),       '    (ixv)3 

i  determinanti  contenuti  nelle  matrici 


mi    m,    wij  1*1    jAj    [A3 

«1     «a     «8  .1  Vx     V,     V3 

e  si  pone 

[  {mn)  (i^v)  ]  =  («mX(iiv)i  +  (mn)j((iv),  -^  {,mn)^{}p9)^ 

si  ha  subito  l'identità 

(9)  [  [mn)  (jJLV)  ]  =  mj^Wy  -  m^n^. 
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Dalle  notazioni  adottate  nel  n"  1  e  da  no  teorema  fondamentale  sol  deter- 
minanti reciproci,  si  deducono  facilmente  le  relazioni  segaenti: 

(10)  Aaj  =  l(^^)iiab)j 

ed  inoltre 

(12)  ^  =  |A.a^ 
oppure 

(13)  A  =  ^(a&c)(apY) 


come  anche 


6 


P  =  |(a6u)(apy). 


Da  quest'ultima  relazione,  effettuando  il  prodotto  dei  due  determinanti  sim- 
bolici, poi  sviluppando  il  determinante  cosi  ottenuto  e  infine  tenendo  presenti 
le  formole  (6)  e  (7) ,  si  ricava  (*)  : 

(14)  2P  =  (t>  -  t,)  tty  -  2  tr  +  2^. 

Se  in  questa  relazione  in  luogo  di  f,  f^  e  F  si  pongono  le  corrispondenti 
espressioni  simboliche  e  ad  yi  si  sostituisce  f^c^  si  ottiene 

(flbu)  (apY)  Cy  =  (ì*  -  t,)  Cy  u^  -  2i  a^CyU^  +  2a^  b^  Cy  uj. 
Ora  permutando  fra  loro  i  simboli  equivalenti  aoL,  b^,  c^  si  ha 

3{abu)  («Py)  Cy  =  (a^Y)  [(*<5w)«y  f  {cau)  bj,  +  (abu)  c^]. 
Ma  è  identicamente 

{bcu)  ay  +  (cali)  by  +  {abu)  Cy  =  (afte)  t*y , 


(*)  Cfr.  Clebsch  —  LiNDEMANN  :  Ls^ons  sur  la  Geometrie.  —  Tome   troisième. 
Pagina  421. 
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danque ,  tenendo  presente  la  (13) ,  si  ha  ancora 

(16)  (àbu)  (a^Y)  Cy  =  2  A  u^. 

Quindi  la  relazione  precedente  diventa 

(16)  2Atty  =  (i«  -  i,)f^  2if,  +  2f,. 
Da  questa  si  ricava  in  modo  analogo 

(17)  2Y=  (i«  -  i,)f,  -  2»Y,+  2/i 

e  cosi  di  seguito. 

Dalle  relazioni  ottenute,  formando  sui  due  membri  di  ciascuna  di  esse,  suc- 
cessivamente gli  invarianti  ijù)  •••  si  deducono  le  altre  : 

(18)  6A  =  (t«  - 1.)  i  -  2  ti,  +  2i, 

(19)  2At  =  (i>  -  t\)  t,  -  2  it,  +  2t, 

e  cosi  di  seguito  (^). 

In  virtù  delle  formolo  (IO),  la  prima  delle  (8)  si  può  scrivere  cosi: 

I  =  5l(a3)(a6)l 


ossia,  per  la  (9), 


e  infine ,  per  le  (7) , 


I  =  jj(aa*^p-«p&a) 


(20)  ^  =  *^- 

Trasformando  In  modo  affatto  analogo  la  seconda  delle  stesse  formole  (8)^ 
si  trova: 

(21)  I«  =  *^^*- 

Dalle  (18)  e  (19)  eliminando  i,  e  tenendo  presenti  le  (20)  e  (21),  si  deduce 


(*)  Cfr.  Pasce  1.  e.  no  9. 
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Ora  si  osservi  che  seèI  =  OeI|  =  OeA  diverso  da  zero ,  in  virtù  delk 
relazione  precedente  deve  essere  t  =  0,  e  quindi,  per  la  (20),  anche  t,  =  0.  Ana- 
logamente  si  trova  che  se  è  *  =  0  e  t|  =  0,  è  anche  I  =  0  e  I|  =  0.  Dunque  : 

«  Se  sono  nulli  gli  invarianti  t  ed  t, ,  sono  nulli  anche  gli  invarianti  I  ed 
I, ,  e  viceversa  ». 


4.  Se 


a^  &«.  =  0 


è  l'equazione  simbolica  di  una  conica,  i  simboli  a^  e  bj  avendo  significato  di 
quantità  solo  nelle  combinazioni  afij  =  afi^ ,  è  facile  dimostrare  che  l'espressione 
simbolica  del  discriminante  della  conica  è  (a  meno  di  un  coefficiente  nomerìcot 

(22)  (a  a'  a'O  if>  V  b")  +  3  (a  a'  &")  {b  V  a") , 

dove  a^V  e  a"b"  sono  simboli  equivalenti  ad  ab  (*) 
Se 

c„a:|*  +  c^^x^^  +  033X3*  +  SCjjiCgXj  +  2031X30:,  +  2c,^,jci  =  0 

Tiit*i*  +  TmV  +  Tsa^s*  +  2733^5,^3  +  2Y3,W3t^|  +  2  Yi,u,m,  =  0 

sono  le  equazioni  in  coefficienti  effettivi  di  due  coniche,  l'una  in  coordinate  di 
punti  e  l'altra  in  coordinate  di  rette,  l'invariante  simultaneo 

®i2  =  Cu  Tu  +  CjjTm  +  ^^ssTss  +  2c,3Y2s  +  2c3iTf3,  +  2c„-Y„ 

esprime  col  suo  annullarsi  come  è  noto,*  che  esiste  un  numero  semplicemente 
infinito  di  triangoli  polari  rispetto  alla  prima  conica  e  circoscritti  alla  seconda, 
come  anche  un  numero  semplicemente  infinito  di  triangoli  polari  rispetto  a  questa 
e  inscritti  in  quella.  In  tal  caso  si  dic«  ohe  la  prima  conica  è  armonicameKU 
inscritta  alla  seconda,  e  questa  armonicamente  circoscritta  a  quella. 
Ora  se  le  due  coniche  hanno  come  equazioni 

fra  i  coefficienti  di  queste  equazioni  e  quelli  delle  precedenti,  hanno  luogo  le 
relazioni 

afij  +  ajbi  =  2c<^.  =  2  Cj^  a^%  +  o^-^  =  2Tiy  =  ^^ji 


(^)  Cfr.  Battaolini  :  Sulle  forme  ternarie  bilineari  \   Memorie  della  B*  Aocad. 
dei  Lincei — Classe  di  Scienze  fis.  mat.  e  nat.  Voi.  IX  peg.  16. 
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Iti  virtù  delle  quali  rinvarfante  0,,  prende  la  segfnente  forma  simbolica  (^)  : 

(23)  2ei,=;a^6g  +  tìpft^. 

Suppongasi  invece  che  le  due  coniche  abbiano  come  equazioni 
««  ^«  =  0  c^  ^cc  =  0. 

Il  discriminante  di  una  conica  qualunque  del  fascio  da  esse  determinato,  si  de- 
ci uce  da  quello  di  una  qualunque  delle  coniche  stesse  ;  per  esempio  dal  discri- 
minante della  prima,  sostituendo  ai  coefficienti  c^-  deirequazione  di  questa!  coef- 
ficienti c^  +  X6^  deirequazione  della  conica  considerata  nel  fascio,  essendo  X  il 
parametro  corrispondente  a  tal  conica  ed  e^j  i  coefficienti  effettivi  deirequazione 
della  seconda  delle  coniche  date.  Sviluppando  col  teorema  di  Taylor  il  risul- 
tato di  questa  sostituzione,  il  coefficiente  di  X'  in  detto  sviluppo  è  appunto  rin- 
tanante 0,2,  epperò  tenendo  presente  la  formola  (22),  si  trova: 

(24)  20„  =  (accO  Q>dd')  +  {add')  (bcc')  -h  2  (acd')  {hdc'). 

n  coefficiente  di  X  nello  stesso  sviluppo  è  l'invariante  simultaneo  Og|  delle 
due  coniche  date,  il  quale  col  suo  annullarsi  esprime  che  la  seconda  di  queste 
coniche  è  armonicamente  inscritta  alla  prima  ^  e  questa  armonicamente  circo- 
scritta a  quella.  Esso  è  quindi  espresso  dalla  formola  : 

(25)  2  «2,  =  (tìa'c)  Q>Vd)  +  {aa'd)  (hVc)  +  2(a6'c)  (5a'd). 

6.  Un  punto  X,  od  T,  del  primo,  o  del  secondo  sistema,  il  suo  corrispon- 
dente Y ,  od  X ,  di  cui  le  coordinate  sono  date  dalle  formolo  (1) ,  o  (3) ,  e  un 
punto  fisso  Z  di  cui  le  coordinate  siano  «, ,  «, ,  «g ,  giacciono  in  linea  retta,  se 
si  ha: 

Ji  =  <»a?  (*««?)  =  0  oppure  Jj  =  Ay  {Azy)  =  0. 

Dunque;  Il  luogo  di  un  punto  X,  od  T,  del  primo,  o  del  secondo  sistema, 
tale  che  esso  e  il  suo  corrispondente  Y,  od  X,  siano  allineati  con  un  punto  dato 
Z,  è  una  conica  J, ,  o  J,. 

Queste  due  coniche  J,  e  J,  diconsi  coniche  isologhe  corrispondenti  al  punto 
Z,  runa,  J, ,  nel  primo  sistema,  e  l'altra,  J^ ,  nel  secondo  sistema. 

Le  coniche  isologhe  di  ciascuno  dei  due  sistemi  formano  una  rete ,  che  ha 
per  punti-base  i  tre  punti  uniti  della  collineazione  data. 


{})  Cfr.  Bat^TaXìLìnI  :  Sulle  forine  tìernarie  bilìneari  pag.  16. 
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Analogamente  :  L^nviluppo  di  nna  retta  Uy  o  V,  del  primo ,  o  del  secondo 
sistema^  tale  che  essa  e  la  sua  corrispondente  V,  od  U,  si  taglino  in  un  punto 
di  una  retta  data  W,  è  una  conica^  che  ha  per  equazione 

K,  =  tt^  (Awu)  =  0  oppure  Kj  =  Vf^(ufov)  =  0. 

Queste  due  coniche  E|  y  E,  diconsi  coniche  iaologhe  corrispondenti  alla  retta 
W^  runa  E| ,  nel  primo  sistema,  e  Taltra,  E^ ,  nel  secondo  sistema. 

Le  coniche  isologhe  di  ciascuno  dei  due  sistemi  formano  un  tessuto  che  faa 
per  rette— basi  le  tre  rette  unite  della  coUineazione  data. 

6.  Se  applicando  la  formola  (22),  si  cerca  il  discriminante  della  conica  iso- 
Ioga  J|  e  questo  si  pone  eguale  a  zero,  si  ha  Tequazione  : 

{abc)  [  [az)  (^z)  (Y«)  ]  +  3[ab  (^z]  [  {az)  {^z)  e]  =  0. 

E  quindi:  Il  luogo  di  un  punto  Z  la  cui  conica  isoioga  J|  corrispondente  nel 

primo  sistema  si  scinde  in  due  rette,  è  del  3o  ordine.  Ma  ogni  punto  di  ciascuna 
delle  tre  rette  unite  della  coUineazione  data,  gode  di  questa  proprietà,  dunque 
l'equazione  precedente  è  Tequazione  complessiva  delle  tre  rette  unite. 

Essa  può  esser  messa  sotto  forma  più  semplice. 

Intanto  si  ha 


[(«)(P«y(T«)]  = 


=  0, 


epperò  il  suo  primo  termine  è  nullo. 

Inoltre,  per  la  identità  (9),  si  ha  da  un  lato 


[abi'^z)]  =  [ (ab)  (t«)]  =  a,  6,  -  a,  b. 


e  dall'altro  è 


(260        [(«^)(P«^)c]  = 
e  quindi 


Ms  -  P3«a     P3«i  -  Bi«3     Pi«2  -  Pa^i 

e.  Ca  C. 


=  (ap«)  e. 


[a&(Y»)]  [{az)  (P«)  e]  «  (apz)  a^  b,  e,  -  {a^z)  i^  a,  e^ 
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e  in  fine,  osservando  che  col  permutare  i  simboli  equivalenti  aa  e  b^,  si  ha 

(ag2)  b^  a,  e.  =  -  (agz)  a^  b^  e, 
si  ottiene  ancora 

(26)  [ah  Yz)l  [{ozy^z)  e]  =  2(ag^)  a^  b,  e,. 

Dunque  V  equazione  complessiva  dello  tre  rette  unite  della   collineazione 
data  è 

9  =  (agz)  a^  bg  ^^  =  0. 
Analogamente  si  trova  che  il  discriminante  della  conica  isoioga  J,  ò 

(27)  [AB  iCz)]  [{Az){nz)Cì  =  2{ABz)  A^B^  C^ 

e  quindi  Tequazìone  complessiva  delle  tre  rette  unite  può  anche  scriversi  cosi  : 

*  =  M5;5)A^B^a  =  a 

Per  ridurre  questa  equazione  alla  precedente,  si  cominci  con  l'osservare  che 
in  virtù  delle  formolo  (10)  e  (9)  si  ha 

2*  =  [A{ab)z]A^{a^,z)  e,  =  (a,  6^-  ajM<^',z)  A^C, 

=  (a?^)  a,  b^  A^C,  -  (afa)  a^  6,  A^C, 

donde,  notando  che  con  lo  scambio  dei  simboli  equivalenti  aa  e  ftg,  l'ultimo  ter- 
mine, considerato  col  proprio  segno,  si  riduce  al  primo,  segue 

<l>  =  {a^z)a,b^A^C, 

Per  le  stesse  formolo  (10)  e  (9^  si  ha  ancora 

4A^  a  5^=  l{^ò){ef)]{zr,z)ficd)  =  {e^f^  -  e^  f,) (^n^) (bei) 
=  (bcd)  {zYiZ)  e^  /5  -  {bcd)  (6r,«)  e^  f^ 
donde 

2A^O,6^  ={bcd){tnz)e^f^ 

opperò 

20  =  (6cd)(ae«) (2>i«)  a, e^/e. 

VOL.  ZXZVt.  |2 
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Inoltre  in  virtù  dell'identità 

si  ha  altresì  ; 

♦  =  (apO)a,Ò^A,a  -  (?(7z)a,&^A,a  +  {aCz)  a^C^A^b^ 

ossia 

*  =  L-Mh-N-3A 

indicando  con  L  ed  M  i  primi  due  termini  del  secondo  membro  e  con  N  il  pri- 
mo fattore  deli'altimo  e  ricordando  che  il  secondo  fattore  di  questo  termine  è  , 
per  la  (12) ,  eguale  a  3A. 

Ora  per  le  solite  formole  (10)  e  (9)  si  ha 

2N  =  loL{bc)z]a,{^^z)  =  (6,Ca-V.)«*(?Y«)  =  Ca«,«^,(?T^)-V.'«.(pT^) 
donde 

Analogamente  si  trova 

L  =  (^5z)  Ca  dp  «^  b^  A. 

M  =  (T8z)c^dp«5^A^a 
e  quindi 

L  -  M  =  (782?)  dp  a,  b^  [c^  A,  -  e,  A  J 

donde ,  per  le  formole  (10) ,  si  ricava 

2(L  -  M)  =  (ySz)  d^  a,  {bef)  [c^{^z)  -  c,(6isa)]. 
Ma  è  identicamente 

Ca  (€»!«)  -  c,(s)]«)  =  (ar,2)  c^  -  (a€«J  e, 
dunque  si  ha  ancora 

2(L-M)  =  (pef)i'^5z){ar^z)d^e^a,  -  (&fi/')(TS«)(«««)dpc,o, 
da  cui  segue 

L  -  M  =  (oc/)  (702:)  (a)j«)  dp  Cg  a,  =  -.  2<I) , 
in  virtù  deirespressione  di  20  trovata  sopra. 
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Si  ha  dunque  finalmente 

*  -  -  2*-  3<fA 
epperò 
(28)  *  =  -  A(p. 

7.  Un  punto  X  e  i  suoi  corrispondenti  nella  collineazione  data  e  nel  cubo 
di  questa  stanno  in  linea  retta,  se  si  ha  : 

(agac)  a^  d^  b^  cg  =  0. 
.  Ora  in  virtù  deiridentità 

(a?x)  b^  =  (a^x)  6p  -  (f-yx)  b^  +  (ag^)  b^ 
è 

(a^x)a^d^b^c^  =  by  (a^x)c^a^d^  -  .(pT2c)MAc«  +  (^PT)«a;^a;^arC6- 

Ma  1  due  ultimi  termini  del  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  sono  nulli, 
perchè  ciascuno  cambia  di  segno  permutando  fra  loro  simboli  equivalenti;  si 
ha  dunque 

(29  j  (a/  x)  a^  d^b^c^z^i-  (a^x)  Cg  a^  d^. 

Quindi:  Il  luogo  di  un  punto  X  tale  che  esso  e  i  suoi  corrispondenti  nella 
collineazione  data  e  nel  cubo  di  questa  siano  in  linea  retta,  è,  in  generale,  co- 
stituito dalle  tre  rette  unite  della  collineazione  proposta.  Però  se  rinvariante  i 
è  nullo,  la  relazione  precedente  dimostra  che  la  proprietà  enunciata  ha  luogo 
per  qualunque  punto  del  piano.  Questo  è  il  significato  geometrico  dell'invariate 
i  dovuto  ai  Signori  Clebsch  e  Gordan. 

Come  la  formola  (29),  cosi  si  dimostra  l'altra  : 

(30)  (ABx)  A^  D^  B^C^  =  I.(ilCx} C^  A^  D^. 

8.  In  virtù  della  formola  (28)  la  conica  J^  è  armonicamente  inscritta  alla 
conica  Kj ,  se  si  ha  : 

(31)  20,2  -  aA  l(az){Aw)]  -  {Aaw){Aaz)  =  0. 
Ora  per  la  (9)  è 

aAiiazYAw)]  =  a^A^^w^  -  «aA^w^. 
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aAA^=  31 


2aAA,u?a  =  (a6c)0^T^)«'a- 
Inoltre  come  la  relaziono  (15),  cosi  ha  luogo  la  seguente 

(afte)  (fi-^z)  Wy^  =  2Au7. 
Dunque  è  intanto 

Per  le  formolo  (10)  e  (9)  si  ha  poi 

2(Aa^){^^z)  =  [(ciw%SY)][(az){bc)]  =  {a^m^-a^w0(b^c^-b,c^) 
=  a^bg^'CgW^  —  a^cj)gw^  —  a^b^c^w^  +  a^c^-b^^^ 
e  quindi  tenendo  presenti  le  (5}  e  (7) 

(Aatt?)  {A(iz)  =  i^f  ^  f^ 
Dunque  si  ha  in  fine 

(32)  20^8  =  2A  w.  -  t/  +  f^  =  0, 

e  so  qui  si  pone  in  luogo  di  f^  ^^  ^^^  valore  ricavato  dalla  (16),  si  ottiene  ancora: 

(33)  40^2  =  6A  IT,  -  (i'  t  ù)f  -f  2ÌA  =  0. 

In  virtù  della  formola  (23^,  la  conica  J^  è  armonicamente  inscritta  alla  co- 
nica Kg ,  se  si  ha  : 

2042  =  K  [(^2}(«*^)]  -  {aAw)(oiAz)  =  0. 

Trasformando  il  primo  termine  di  questa  equazione,  come  si  è  trasformato 
il  primo  termine  dell'equazione  (31),  si  trova 

Aj^^_Az)(aw)]  =  2A  w^. 

Cosi  si  vede  che  l'equazione  precedente  si  riduce  alla  stessa  (31), 

L' equazione  (32) ,  o  (33; ,  è  di  primo  grado  tanto  rispetto  alle  variabili 
z^  ,  z^  f  z^y  quanto  rispetto  alle  variabili  w^  ,  w^  ,  w^ ,  quindi,  rappresenta  un  con- 
nesso di  primo  grado  ;  opperò  : 

I.  «  Preso  un  punto  qualunque  del  piano,  tutte  le  rette  del  piano  stesso, 
<c  le  cui  coniche  isologhe  corrispondenti  nel  primo,  o  uel  secondo  sistema,  sono 
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«  armonicamente  circoscritte  alla  conica  isoioga  corrispondente  al  punto  dato 
«  nel  primo,  o  nel  secondo  sistema,  passano  per  un  medesimo  punto,  che  è  lo 
«  stesso  per  i  due  sistemi  ed  è  il  corrispondente  di  quello  dato  nella  trasfor- 
<   inazione  definita  dal  connesso  Q^^  «. 

In  particolare,  se  è  i  =  0,  l'equazione  (33)  diventa: 

e   questa  dimostra: 

II.  «  Se  l'invariante  i  è  nullo,  un  punto  qualunque  e  i  due  punti  che  ad 
«  esso,  considerato  come  appartenente  al  primo  sistema,  corrispondono  nella  col- 
<c  lineazione  data  e  in  quella  determinata  dal  connesso  0|2,  sono  in  linea  retta  >• 

Quindi  tenendo  presente  il  teorema  che  precede,  può  anche  dirsi  : 
HI.  «  Se  rinvariante  i  è  nullo,  la  conica  isoioga  corrispondente  nel  primo, 
«  o  nel  secondo,  sistema,  ad  un  punto  qualunque  è  armonicamente  inscritta  alla 
«  conica  isoioga  corrispondente  nel  primo,  0  nel  secondo  sistema,  alla  retta  che 
«  congiunge  il  punto  dato  con  quello  che  ad  esso ,  considerato  come  apparte- 
<  nente  al  primo  sistema,  corrisponde  nella  collineazione  data  y>. 

Se  poi  è  i|  =  0,  l'equazione  (32)  diventa: 

2»,2=3(t'  +  2tj)t^3+A  =  0 

e  questa  dimostra  : 

IV.  «  Se  l'invariante  z,  è  nullo,  un  punto  qualunque  e  i  due  punti  che  ad 
«  esso,  considerato  come  appartenente  al  primo  sistema,  corrispondono  nei  cubo 
«  della  collineazione  data  e  nella  collineazione  6,2  ;  sono  in  linea  retta  ». 

Quindi  tenendo  presente  il  teorema  I,  può  anche  dirsi: 

V.  «  Se  rinvariante  ^^  è  nullo,  la  conica  isoioga  corrispondente  nel  primo, 
«  0  nel  secondo  sistema,  ad  un  punto  qualunque  è  armonicamente  inscritta  alla 
«  conica  isoioga  corrispondente  nel  primo ,  o  nel  secondo  sistema ,  alla  retta 
«  che  congiunge  il  punto  dato  con  quello  che  ad  esso,  considerato  come  appar- 
se tenente  al  primo  sistema  corrisponde  nel  cubo  della  collineazione  data  ». 

Si  noti  che  in  virtù  del  significato  dell'  invariante  i  dovuto  ai  Geometri 
Clebsch  e  GoRDAN  (n.o  7),  le  proprietà  contenute  nei  due  ultimi  teoremi  valgono 
evidentemente  anche  quando  è  nullo  l'anzidetto  invariante. 

In  fine  se  si  ha  contemporaneamente  i  =  0  e  ^^=0  l'equazione  (33)  diventa: 

20,2  =  i^*w^  =  0. 

epperò  : 

VI.  4c  Se  gli  invarianti  i  ed  ^^  sono  contemporaneamente  nulli,  la  conica 
«  isoioga  corrispondente  nel  primo^  o  nel  secondo  sistema,  ad  un  punto  qualun- 
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<  que,  è  armonicamente  inscritta  alla  conica  isoioga  corrispondente  nel  primo, 
«  0  nel  secondo  sistema  ad  una  retta  qualsiasi  passante  per  qnel  pmito  >. 

9.  In  virtù  della  formola  (23) ,  la  conica  J|  è  armonicamente  inscritta  ali» 
conica  Ej  ^  se  si  ha  : 

20',,  =  ap  [  (a«)  (bw)  ]  -  {ahw)  (afiz)  =  0. 

Ora  per  la  (9)  prima  e  poi  per  le  (5)  e  (7)  è: 

«p  [  (az)  (M  ]  =  «g  6a-^^  -  «P  ^s  ^a  =  *i  ^^c  -  fr 
Inoltre  per  la  (14)  è 

(abw)  (afiz)  =  (i*  -  t\)  w,  -  2i  fi  +  2^. 
Dunque  Tequazione  precedente  diventa: 

(34)  20',,  =  (22,  -  t*)  w.  +  2tf  -  a/',  =  0. 

Quindi  : 

I.  «  Preso  un  punto  qualunque  del  piano,  tutte  le  rette  del  piano  stesso 
«  le  cui  coniche  isologhe  corrispondenti  nel  secondo  sistema  sono  armonicamente 
«  circoscritte  alla  conica  isoioga  corrispondente  nel  primo  sistema  al  ponto  dato, 
«  passano  per  un  medesimo  punto  che  è  il  corrispondente  di  quello  nella  tn- 
«  sformazione  definita  dal  connesso  0',,  ». 

In  particolare  se  è  i  =  0,  Tequazione  (34)  diventa  : 

2  0'i2  =  "^h^z-^fi  =^ 

e  questa  dimostra: 

II.  «  Se  rinvariante  i  è  nullo,  un  punto  qualunque  e  i  due  punti  che  ad 
«  esso,  considerato  come  appartenenie  al  primo  sistema,  corrispondano  nel  qoa- 

<  drato  della  collineazione  data  e  nella  collineazione  definita  dal  connesso  6',^ 
«  sono  in  linea  retta  ». 

E  quindi  anche  : 

III.  «  Se  l'invariante  i  è  nullo,  la  conica  isoioga  corrispondente  nel  prinH)    i 
«  sistema  ad  un  punto  qualunque  è  armonicamente  inscritta  alla  conica  isoioga 

<  corrispondente  nel  secondo  sistema  alla  retta  che  congiunge  il  punto  dato  con  | 
«  quello  che  ad  esso,  considerato  come  appartenente  al  primo  sistema,  corri-  j 
«  sponde  nel  quadrato  della  collineazione  data  ». 

In  fine,  se  si  ha  contemporaneamente  t  =  0  e  1,-0,  Tequazione  (34)  diventa:   j 

2e'„=-3A=0 

opperò  : 

IV.  «  Se  gli  invarianti  i  ed  t,  sono  contemporaneamente  nulli ,  la  conica 
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<t  isoioga  corrispondente  nel  primo  sistema  ad  un  punto  qualunque  è  armonica- 
«  mente  inscritta  alla  conica  isoioga  corrispondente  nel  secondo  sistema  ad  una 
«  retta  qualsiasi  passante  per  il  punto  che  corrisponde  al  dato^  considerato  come 

<  appartenente  al  primo  sistema,  nel  quadrato  della  collineazione  data  ». 

10.  In  virtù  della  formola  (23),  la  conica  J,  è  armonicamente  inscritta  alla 
conica  K| ,  se  si  ha  : 

20"i,  =  A^[  (Az)  (Bw)  ]  -  (ABw)  {ABz)  =  0 

ossia,  trasformando  questa  equazione  come  l'analoga  del  n.o  precedente: 

(35)  2  0"„  =  (21,  -  V)  w,  +  2IF  -  3F,  =  0. 

Quindi  : 

<  Preso  un  punto  qualunque  del  piano,  tutte  le  rette  del  piano  stesso  le  cui 
«  coniche  isologhe  corrispondenti  nel  primo  sistema  sono  armonicamente  circo- 
«  scritte  alla  conica  isoioga  corrispondente  nel  secondo  sistema  al  punto  dato, 
«  passano  per  un  medesimo  punto,  che  è  il  corrispondente  di  quello  nella  tra^ 
«  sformazione  definita  dal  connesso  &\^, 

In  particolare  se  è  1  =  0,  Tequazione  (35)  diventa: 

2  0"„  =  2I,ttv-3Fi  =  O 

e  questa,  ricordando  che  è  (20) 

21  =  t«  -  i\  , 

dimostra  : 

II.  <  Se  è  i^  —  i|  =  0 ,  un  punto  qualunque  e  i  due  punti  che  ad  esso , 
«  considerato  come  appartenente  al  secondo  sistema,  corrispondano  nel  quadrato 

<  deirinversa  della  collineazione  data  e  nella  collineazione  definita  dal  connesso 
«  0''ts  y  sono  in  linea  retta  ». 

E  quindi  anche: 
in.  <  Se  è  i^  — 1|  =  0 ,  la  conica  isoioga  corrispondente  nel  secondo  8i« 
«  stema  ad  un  punto  qualunque  è  armonicamente  inscritta  alla  conica  isoioga 
<ic  corrispondente  nel  primo  sistema  alla  retta  che  congiunge  il  punto  dato  con 
e  quello  che  ad  esso,  considerato  come  appartenente  al  secondo  sistema,  corri- 
de sponde  nel  quadrato  dell'inversa  della  collineazione  data  ». 

In  fine,  se  si  ha  contemporaneamente  l  =  0  e  l,  s  0 ,  V  equazione  (85)  di- 
venta : 

2e"„=:-8F,  =  0 

e  questa,  ricordando  (3)  che  se  gli  invarianti  {  ed  i,  sono  nulli,  sono  nulli  an- 
che gli  invarianti  I  ed  l,  e  viceversa,  dimostra: 
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iv.  «  oc  gli  invarianti  t  ea  t,  sono  contenipora.neamenie  nuiii,  laconici 
«  isoioga  corrispondente  nei  secondo  sistema  ad  un  punto  qualunque  è  armotì- 
«  camente  inscritta  alla  conica  isoioga  corrispondente  nel  primo  sistema  ad  hm 
«  retta  qualsiasi  passante  per  il  punto  che  corrisponde  al  dato,  considerato  com 
e  appartenente  al  secondo  sistema,  nel  quadrato  deirinversa  della  colIÌDeazioae 
«  data  ». 

12.  In  virtù  della  formola  (25) ,  la  conica  J,    è  armonicamente  circoscritta 
alla  conica  J^ ,  se  si  ha  i 

(36)         2Q^l^(ahA}[{a^){tSE){A^]]^ab(Az}^^^^ 

Ora  è 


{az)(^^s){Az)  = 


{Az}^+ 


=  (a^z){Az),z^  +  {a^iz){Az)^z^  -h  {ai,iz}{Az%z^  =  (afiz){Azz)  =  0 
epperò  intanto  m  ha  ; 
(37)  (ah A)  [  (a^)(fiz)  (Az)  =  0. 

Inoltre  come  la  formola  (26)^  così  si  dimostra  la  seguente 
[  ub{Az)  ]  [  i^z)  (j3z)  A  ]  =^  2  Wz)  a^  b.  A, 
la  quale  in  virtù  delle  relazioni  (tO)  j  diventa 

[  ah{Az)  ]  [(az)  i^z)  A  1  ^  {acd)  (a^z)  (y^z)  b,. 


(M- 


Éttk 


(acif}{^ùz)  - 


a*     «t 


Co       fji 


^1     ^h    ^a  i  I  ^i     ^i    ^$ 


U     Ifg    Ts 


5|     $3     S3  .  = 


h      ^     '^T    I 


«^J    <*ò 


a,     e,    d^ 


dunque  si  ha  ancora 

[ah(Az)]  \(%z)iJ^)A]  =  (a,5f)a^csM.  -  («^^)a^b^c,  ■  ^f^  +  (v^la^ft-c^^Ja 
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il    secondo  e  il  quarto,  sono  eguali: 

[ab(Az)]  [(az%sz)A]  =  2{a^Sz)  a^c^b^d^  -  2i  -  (afiz)  a^b.d^ 
o    quindi  in  virtù  della  relazione  (29) 

(38)  [ab{Az)][{oiz){fiz)A]^0. 

In  fine,  per  l'identità  (9)  si  ha  da  un  lato 

[  a  (ìiz)A\  =  -  (a^  A.  -  a.  A.^) 
e    dall'altro  come  la  formola  (26')  così  si  dimostra  la  seguente 

[{az)b{Az)]  =  ^  (aAz)b,', 
quindi  è 

[a{(iz)A][(az)b{Az)]  =  {oLAz)a^b^A^  -  (cLAz)A^a.b,, 
Ma  per  le  relazioni  (10)  e  (9),  si  ha: 

2{aAz)A,  =  -  2{azA)A,  =  -  l(az){cd)]{^òz)  =  {d^c,  -  d,c^)(^dz) 
epperò 

2{aAz)a^b,A^  =  ('>(Sz)a^dJb^c^  -  ('XOz)a^cJ)^d^ 
donde,  scambiando  i  simboli  equivalenti  c^  e  do,  segue 

(oiAz)  rtù  ò.  A-  =  (762)  a^  d^  b^  e, 
e  di  qui  per  la  (29) 

{dAz)  ap  6,  A.  =  i-{afiz)  a^  b.  e,, 
E  come  la  formola  antiprecedentc,  così  si  trova  Taltra 

(aAz)  Ap  a.  b,  =  (^3/^)  c^  a.  ^.  ^- 
c  quindi 

(fxAz)  Ap  a.  &5  =  0  , 

perchè  il  secondo  membro  cambia  di  segno  permutando  fra  loro  i  simboli  equi- 
valenti b/i  e  dò. 
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(39)  [a(j5z)A][ (az) b (Az) ]  =  i •  (oifiz) a^  b.  e.. 
Quindi  Tequazione  (36)  diventa  : 

(40)  20^1  =  i .  (a^z)  a^  b,  e.  =  0. 

In  virtù  della  forraola  correlativa  della  (25),  la  conica  K^  è  armonicamente 
inscritta  alla  conica  K|  ;  se  si  ha  : 

Questa  formola  si  deduce  dalla  (^6)  scambiando  i  simboli  aa. ,  ò^  ed  Ai 
con  i  simboli  aa,  ph  ed  ^A  e  le  variabili  z^  con  to,-;  quindi,  se  essasi  trasfer- 
ma come  si  è  già  trasformata  la  (36),  si  ottiene  un  risultato  che  deve  potem 
ricavare  facendo  i  medesimi  scambi  sopra  la  (40).  Cosi,  ed  osservando  ancor» 
che  rinvariante  i  ha  per  espressione  simbolica 


opperò  rimane  inalterato  con  gli  scambi  anzidetti,  si  trova  che  la  farmela  pre- 
cedente diventa 

20,1  =  i'{p>hw)  Cg,  w^  w^  =  0. 

Da  questa  formola  e  dalla  (40)  segue  : 

I,  <c  Se  rinvariante  i  è  nullo,  la  conica  ìsologa  corrispondente  nel  primo 
«  sistema  ad  un  punto,  o  ad  una  retta  qualunque  del  piano ,  è  armonicamente 
«  circoscritta  alla  conica  isoioga  corrispondente  nel  secondo  sistema  allo  stesso 
«  punto,  o  alla  stessa  retta  ». 

In  virtù  della  formola  (24),  la  conica  J,  è  armonicamente  inscritta  alla  co- 
nica J^  ,  se  si  ha  : 

(41)     20,2-(ABa)[(i42j)(52;)(az)]+[AB(a2)][(^2)(^2)a]f2[A(i?2)a][(^2)B(flu)J=O. 
Ora,  come  la  (37)  cosi  si  ha  la  relazione 

(ABa)  [  {Az)  (Bz)  (az)  j  =  0. 
Inoltre,  come  la  (26),  si  trova 

[AB  {az)  ]  [  {Az)  {Bz)  a]  =  2{ABz)  A^  B,  a. 


^.A^^PJ^Vl. 


^[AB{az)]  [{Az){Bz)a]  =  iACB)(ABz)iCDz)B^ 

e    quindi,  come  la  (38),  si  dimostra  : 

[AB  iaz)][(Az)(Bz(a]  =  0. 

In  fine,  come  la  (39)^  si  ottiene  : 

à[A(Bz)a][{Az)B{az)]  =  l'{ABz)AcB^G^ 

donde,  per  la  (28),  segue 

[A{Bz)a]  [{Az)B{r;z)]  -  -  T  •  {a(iz]a.p,c,. 

Cosi  Tequazione  (41)  diventa: 

(42)  2012  =  -  I •  i^fz) a^h,c^^  0. 

In  virtù  della  formola  correlativa  della  (24),  la  conica  Kg  è  armonicamente 
circoscritta  alla  conica  K, ,  se  si  ha  : 

20j2=(^Z?a)[(Aw)(Bw;)(ato)]+f^5(atr)][(At^)(B«?)a]-H2[^^Bt(?)a][(AtD)5(ato)]--rO. 

Questa  formola  si  deduce  dalla  (41)  scambiando  i  simboli  A.4,  BJ5  ed  oa 
con  i  simboli  ^ A ,  BB  ed  aa  e  le  variabili  z^  con  Wi  ;  quindi,  tenendo  presente 
la  (42)  diventa 

20,2  =  —  l'{ahw)  Cqj  w^  w^  =  0. 

Da  questa  formola  e  dalla  (42)  segue  : 
IL  «  Se  l'invariante  I  è  nullo,  ossia  se  è  i^  =  i^ ,  la  conica  isoioga  cor- 
«  rispondente  nel  primo  sistema  ad  un  punto  ,    o  ad  una  retta  qualunque  del 
«  piano,  è  armonicamente   inscritta   alla  conica  isoioga  corrispondente  nel  se- 
«  condo  sistema  allo  stesso  punto,  o  alla  stessa  retta  ». 
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STUDIO 

SULLE  FUNZIONI  DI  GENERE  QUALUNQUE  E  IN  PARTICOLARE 

SULLE  FUNZIONI  DI  GENERE  ZERO  0  DI  GENERE  UNO 


MEMORIA 


DEL 


Dott.  ALFREDO  BASSI,  a  Pavia 


INTRODUZIONE. 


È  noto  come  lo  studio  delle  funzioni  a  variabile  complessa  acquistasse  un 
incremento  notevole  in  seguito  agli  studi  classici  del  Weierstrass,  —  e,  come 
in  questo  vasto  campo  di  ricerche  vi  fu  modo  di  ottenere  una  classificazione  di 
tali  funzioni,  che  potesse  agevolare  la  via. 

Non  è  certo  qui  il  caso  di  esporre  la  classificazione  delle  funzioni  a  va- 
riabile complessa,  ricorderò  soltanto  che  nel  vasto  campo  delle  funzioni  uniformi 
quelle  che  si  mantengono  finite  e  continue  per  tutto  il  piano  vengono  denomi- 
nate olomorfe.  Esse  possiedono  una  grande  analogia  coi  polinomi  interi  -  e  pos- 
sono essere  sviluppate  secondo  la  serie  di  MAUCLAumN  convergente  per  qual- 
siasi valore  della  variabile  ;  sono  quindi  trascendenti  intere  se  il  loro  sviluppo 
è  una  serie,  razionali  intere  quando  esso  si  riduce  ad  un  polinomio  ;  —  per  le 
prime  il  valore  infinito  della  variabile  ò  un  punto  essenziale,  per  queste  ultime 
runico  polo. 

Di  questa  importante  categoria  di  funzioni  intendo  parlare  ;  e  il  presente 
lavoro  ha  per  iscopo  di  esporre  le  notevoli  proprietà  che  le  funzioni  olomorfe 
(trascendenti)  godono ,  ravvicinandole  con  quelle  note  di  polinomi,  affinchè  più 
proficuo  ne  sia  Tesame,  e  più  facile  T  indagine  di  una  numerosa  serie  di  altre 
proprietà  già  verificate  in  copia  di  casi  particolari,  ma  che  non  furono  ancora, 
in  senso  generale,  rigorosamente  dimostrate. 

A  base  di  questo  studio  io  prendo  una  classificazione,  o  meglio  un  concetto 
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funzioni  olomorfe  considererò  solo  quelle  aventi  genere  ,  ossia  (con  denomina- 
zione introdotta  dal  Prof.  Vivanti)  le  funzioni  olomorfe  di  prima  classe  —  tra- 
lasciando quelle  di  seconda  classe  —  di  cui  finora  poco  note  son  le  proprietà  — 
e  di  cui  molto  più  di  rado  accade  incontrare  esempi  di  n(»tevoIe  importanza. 
Come  più  interessanti  studierò  in  particolare  le  funzioni  dì  genere  zero  e  di  ge- 
nere uno  ì  le  prime  costituiscono  una  categoria  di  funzioni  di  cui  fan  parte  i 
polinomi,  coi  quali  esse  hanno  buon  numero  di  proprietà  comuni;  le  seconde 
(di  cui  fafi  parte  le  funzioni  trigonometriche)  offrono  la  curiosa  particolarità  di 
avere  comune  con  le  prime  le  proprietà  p'ù  essenziali. 

Laguerre  primo,  indi  una  buona  serie  di  autori  trattò  questo  argomento: 
ricorderò  il  Cesàro,  il  Poincaré,  il  Pincherle,  il  Vfvanti,  THermite,  e  più  re- 
centemente Joseph  von  Pdzyna,  THadamard,  ecc. 

Ordinare  e  stabilire  confronti  e  paralleli  fra  le  conclusioni  trovate,  aggiun- 
gere fin  dove  le  mie  forze  mi  hanno  condotto,  —  affinchè  più  chiare  apparissero 
le  proprietà  di  questa  categoria  di  funzioni  è  stato  il  mio  intento;  a  conseguire 
il  quale  mi  furono  certo  d'ausilio  forte  i  consigli  autorevoli  dei  Professori  Pa- 
scal e  Vivanti,  che  mi  diedero  modo  di  riassumere,  coordinare  e  scegliere  fra 
le  dimostrazioni  quelle  che  unissero  alla  semplicità  e  alla  chiarezza  tutto  il  ri- 
gore necessario. 

Non  sarà  peraltro  inutile  eh'  io  riferisca  qui  per  ordine  cronologico   le  Me- 
morie da  cui  attìnsi  e  quelle  che  consultai  (^).  [Un  sunto  di  alcuni  nuovi  risul- 


(^)  1876.  K.  Weierstrass.  Zur  Theorie  dar  eindeutigen  analytischen  Functionen. 
(  Abhandlungen  dar  Kòniglichan  Akademie  dar  Wissenschaften  zu 
Berlin).  Tradotta  in  francese  dal  Picard  negli  «  Annales  de  V  Ecole 
Normale  Supórieure  >  (1879). 

1878.  S.  PiNCHERLE.  Relazione  fra  i  coefficienti   e  le  radici    di    una    funzione 

intera  trascendente.  Nota  inserita  nel  Voi.  XI  Rendiconti  deiristituto 
Lombardo. 

1879.  Frenzel.  Una  nota  inserita  nel  Voi.  24  del  «  Zaitschrift  fur  Mathematik 

und  Physik  >.  Nel  Voi.  30  dello  stesso  periodico  sta  una  notevole  me- 
moria del  Witting. 

1882.  (lo  Sem.)  Lagderre.  «  Sur  quelques  équations  transcendantes  »  Comptes 
Rendues  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris  Voi.  94. 

1882.  (lo  Sem.)  Laguerre.  Sulla  determinazione  del  genere  di  una  funzione 
trascendente  intera.  Comptes  Rendues  de  TAcadémie  des  Sciences  de 
Paris.  Voi.  94. 

1882.  (2^  Sem.)  Laguerre.  Nota  sulle  funzioni  di  genere  zero  o  di  genere  uno. 
Comptes  Rendues  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris.  Voi.  95. 
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tati  da  me  ottenuti  in  questo  lavoro,  è  comparso  in  due  Note  nei  Rendiconti 
dell'Istituto  Lombardo  (1895-96)  ]. 


1882.  (20  Sem.)  Poincaré.  Sulle  funzioni  intere.  Voi.  XI  del  Bollettino  della 

Società  Matematica  di  Francia  p.  136. 

1883.  (2o  Sem.)  Poincakè.  Sulle  equazioni  algebriche.  Voi.    97   dei   Comptes 

Rendues  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris. 

1884.  G.  ViVANTi.  Nota  inserita  nel   «  Giornale  di  Matematiche  »   Voi.  22  e 

Rettìfica  nello  stesso  volume. 
1884.  E.  Cesàro.  «  Remarques  sur  les  fonctions  holomorphes  »   Voi.  22  del 

Giornale  di  Matematiche  (Battaglini). 
1884.  (31  marzo).  Memoria  di  Boris  Buckreyen.  Espressioni  analitiche   delle 

funzioni  unifonni. 
1884.  (lo  Sem.)  Laguerrè.  «  Sul  genere  di  alcune  funzioni  intiere  »  Voi.  98 

Comptes  Rendues  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris. 

1884.  (2o  Sem.)  E.  Cesàro.  «  Sulle  funzioni  olomorfe  di  genere  qualunque  > 

Voi.  99.  Comptes  Rendues  de  TAcademìe  des  Sciences  de  Paris— con 
aggiunte  di  Hermite. 

1885.  E.  Cesàro.  Sopra  un  teorema  di  Laguerrè.  Nouvelles  Annales  de  Mathe- 

matiques  III*  Serie. 

1885.  G.  ViVANTi.  «  Sulle  funzioni  intiere  trascendenti.  Giornale   di  Matema- 

tiche Voi.  23  p.  96. 

1886.  (lo  Sem.)  De  Sparre.  «  Sulla  determinazione  del  genere  di  una  funzione 

olomorfa  in  alcuni  casi  particolari.  Comptes  Rendues  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris  Voi.  102. 

1888.  G.  VivANTi.  «  Nuove  ricerche  sulle  funzioni  intiere  »  Giornale  di  Ma- 
tematiche Voi.  26  p.  303.  • 

1892.  Joseph  von  Puzyna.  Sopra  il  genere  di  una  funzione  analitica  con  in- 
finiti punti  zero.  Monashefte  ftir  Mathematik  und  Physìk. 

1893.  J.  Hadamard.  Studio  sulle  proprietà  delle  funzioni  intiere.  Journal  des 
Mathématiques  pures  et  appliqués  (Liouville).  Tomo  IX  fase.  N.  2  p.  171. 

1895.  (11  marzo).  Desaint.  Comptes  Rendues.  «  Nota  sulle  radici  di  \ina  fan- 
zione  di  genere  qualunque  ». 
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PARTE    I. 

Delle  funzioni  olomorfe  in  relazione  alle  loro  radici 
e  ai  loro  coefficienti. 


§1. 
^T'eliminari,  -  Del  genere  di  una  funzione  olomorfa  intera,— Formole  fondamentali. 

1.  A  Laguerrb  —  come  abbiamo  già  notato  — si  deve  T  introduzione  nello 
studio  delle  funzioni  olomorfe  del  concetto  di  genere  ;  diamone  ora  un'  esatta 
definizione. 

Sia  F{z)  una  funzione  olomorfa  ammettente  gli  zeri  a^  y  a^  ,  ...  a^ . .  disposti 
per  ordine  di  moduli  crescenti,  e  avente  r  radici  nulle  ;  essa  può  essere  posta, 
secondo  Weierstrass,  sotto  la  forma  : 


n.=..««n(.-^) 


(1) 


G(2) 


in  cui  e         è  una  funzione  olomorfa  priva  di  zeri  a  distanza  finita  e 


essendo 

Pi   y  P%  7   '  "  P^t- 

i   più  pìccoli  numeri  interi  positivi  che  rendono  convergente  la  serie 


per  ogni  valore  finito  di  z. 


V=l 


/v 


7'v+i 


i 


)(  104  )( 
Esiste  il  caso  in  cui  le  quantità  a^  ,  a^  ;  . . . ,  a^ 


sono  tali   che  i  numeri 


Pi  }  P2  7  '  •  '  jP^ì  ^^®  rendono  convergente  per  ogni  valore  finito  di  z  la  serie 


V=l 


,Pv+l 


si  possono  assumere  tutti  eguali  ad  un  numero  fisso  m  +  1  ;  cioè  tali  da  rendere 
convergente  la  serie 


1 


(a) 


v=i 


Tali  funzioni  trascendenti  intere  si  dicono  della  prima  classe  (*)  ;  di  seconda 

classe  le  altre  ;  e  se  per  una  di  esse  è  m  -}- 1  il  più  piccolo  numero  che  rende 

convergente  la  serie  (a)  si  dice  che  detta  funzione  è  di  genere  m, 

p /^\ 

Chiameremo  fattore  esponenziale  esterno  il  fattore  e        del  secondo  mem- 
bro della  (1)  e  funzioni  semplici  quello  in  cui  esso  si  riduce  ad  una  costante. 

Risulta  che  una  funzione  di  genere  m ,  con  r  radici  nulle  è  data   dal    pro- 
dotto : 


in  CUI  ; 


,G(^)n(l_^^)eQ'»(^) 


.^       /  ^   \  «  «5* 


wa„ 


o  sotto  altra  forma 


Chiamerò,  con  denominazione  di  Weierstrass,  fattori  primi  i  termini    della 
forma 


('-0 


<B 


C)  V.  Nota  di  G.  Vivanti.  Giornale  di  Matematiche  (1883)  Voi.  22  p.  244. 
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polinomi  ;  e  noterò  lìn  d'ora  come  per  le  funzioni  di  genere  uno  si  riducano  al- 
l' espressione 


i^-O'- 


e    per  quelle  di  genere  zero  sparisca  l'esponenziale,  riducendosi  il  fattore   iden- 
tico al  caso  dei  polinomi. 

2.  Alcuni  autori,  considerando  l'espressione  analitica  delle  funzioni  di  genere 
rrty  senza  risalire  all'origine  della  loro  costituzione,  e  alla  condizione  cui  deb- 
"bono  soddisfare  le  radici,  definirono  funzioni  di  genere  m,  quelle  in  cui  i  fattori 
esponenziali  si  riducevano  a  polinomi  di  grado  al  più  eguale  ad  m  (^);  THada- 
MARD  poi  in  una  sua  Memoria  sulle  funzioni  olomorfe  incluse  la  condizione  che 
pure  la  funzione  G(z)  del  fattore  esponenziale  esterno  si  riducesse  ad  un  poli- 
nomio di  grado  non  superiore  ad  m;  condizione  aflPatto  non  necessaria. 

Le  funzioni  di  genere  m  per  cui  tale  condizione  sussiste  le  distingueremo 
tutt'al  più  dalle  altre  per  alcuna  proprietà  notevoli  e ,  (con  denominazione  in- 
trodotta dal  Prof.  ViVANTi)  le  chiameremo  funzioni  ^. 

Deriviamo  ora  logaritmicamente  la  formola  (1),  otterremo: 


SI  ^P. 


(m) 


«V     («-«v) 


e  se  F(2)  è  funzione  semplice 


F'{z)       r       V         «^ 


p^ 


«V   ''(«-«v) 


(n) 


e  se  F  non  ha  radici  nulle  ; 


F^_yi 


',^\z-a,) 


(P) 


C)  V.  Nota  di  M,  H.  Poincaré  «  Sur  les  fonctions  entières  ».  Bulletin  de  la 
Socie  té  Mathéraatique  de  France.  Tome  XI  p.  136. 

V.  Nota  di  Hadamard  «  Studio  sulle  proprietà  delle  funzioni  iutiere  »  Jour- 
nal de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  (Liouville)  T.  IX  (1893)  p.  171-210. 
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di  1*,  le  formolo  corrispondenti  sono  : 


fm'i 


F'(z)       r^ 
F  (z)  "  z 


F\z) 


OD 

Y  '  - — 


00 


§  n. 


m) 


{«') 


w 


Della  convergenza  di  alcune  serie  notevoli  e  loro  comportamento  a//' oc, 

1.  Dalle  formole  incontrate  nel  paragrafo  precedente  emerge  chiaro  U  ne- 
cessità di  studiare  le  serie  che  vi  compaiono,  che  dalle  conclusioni  a  cui  giun- 
geremo potremo  trarre  notevoli  conseguenze  riguardanti  le  funzioni  di  genere 
qualunque  e  le  loro  derivate. 

Potremo  intanto  enunciare ,  senza  dimostrarlo  per  brevità ,  il  teorema  se- 
guente : 

a)  (')  Se  «i  ,  «2  7  —  )  ^v  •••  so^^  infinite  quantità  tali  che  in  un  campo  finito 
ne  sia  contenuto  un  numero  finito  e  se  p^  ,p^, ...  ,p^ ...  sono  numeri  interi,  nulli 
0  positivi  che  rendono  convergente  la  serie 


V=l 


,Pytn 


(1) 


per  ogni  valore  finito  di  2 ,  la  serie 


Pn 


(2) 


^1  a,'-\a,-z) 


(')  V.  per  la  dimostrazione  la  Nota  di    Q.  VivANTl.   Giornale   di    Matematichf 
Voi.  22  p.  245. 


)(  107  )( 

è  convergente  in  egual  grado  in  ogni  campo  il  cui  contorno  sia  costituito  da  una 
circonferenza  di  raggio  comunque  grande  purcliè  finito  avente  il  centz'o  neirori- 
gine  e  non  passante  per  alcuno  dei  punti  a^ya^, ...  ;  o^ ...  da  circonferenze  arbi- 
trariamente piccole  ma  finite  i  cui  centri  sieno  i  punti  aj ,  a^ , ...  ;  a^  contenuti 
entro  la  prima  circonferenza. 

Come  corollari  del  teorema  a)  possiamo  enunciare  le  seguenti  proposizioni: 

b)  La  serie 

^  —  (3) 


in  cui  n  è  un  numero  intero  è  convergente  in  egual  grado  entro  i  campi  defi- 
niti dal  teorema  a). 


e)  La  serie 


oo 

2 


/v 


i'v 


*=•    l"  '^"1     .^ 


è  pure  convergente  in  egual  grado  entro  i  campi  definiti  dal  teorema  a), 
d)  Le  serie 


X 

^1  <*(«v-2) 


in  cui  «1 ,  «t  7  •••  y  ^v  •••  sono  le  radici  di  una  funzione  intera  di  genere  m ,   sono 
convergenti  in  egual  grado  entro  i  campi  definiti  dal  teorema  a). 

2.  Col  solito  metodo  che  serve  a  studiare  la  convergenza  in  egual  grado 
delle  serie,  ritroviamo  studiate  le  serie  già  accennate ,  nei  trattati  d'  Analisi  ri- 
guardanti lo  studio  delle  funzioni  olomorfe.  Per  citarne  alcuni ,  basta  riferirsi 
alla  «  Theorie  der  analytiscben  Functionen  »  von  Otto  Biermann  (1887)  p.  318  » 
«  Theory  of  fonctions  of  a  complex  variable  ».  Forsyth  »  o  alle  lezioni  dell'Her- 
mite.  Oltre  lo  studio  di  tali  serie  il  Biermann  {^)  ad  es.  si  occupa  anche  delFan- 
damento  loro,  quando  la  variabile  cresca  oltre  ogni  limite  e  concluderebbe  ad 
es.  che  la  serie 

QO 

tende  verso  zero  quando  la  variabile  tende  all'infinito. 


(*)  Opera  citata  p.  321. 
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Il  ragionamento  che  conduce  il  Biermann  a  quest'asserzione  (che  sarebbe  di 
capitale  importanza  per  le  deduzioni  che  se  no  potrebbero  trarre)  fu  tolto  da 
quello  del  Prof.  Vivanti  pubblicato  in  una  nota  nel  Giornale  di  *Matematiche 
(1884)  V.  22  p.  249. 

L'enunciato  del  teorema  è  il  seguente  : 

e)  Se  a,  a^  ...  a^ . . .  sono  le  radici  di  una  funzione  intera  di  genere  m ,  la 
serie 


I 


s, 


tende  verso  zero  quando  z  cresca  indefinitamente  mantenendosi  in  uno  dei  campi 
definiti  dal  teorema  a)  ;  lo  stesso  può  dirsi  della  serie 


«  Basterà  naturalmente  dimostrare  la  seconda  parte  del  teorema  e)  ;   la    prima 
ne  è  una  conseguenza  immediata. 

Ora  per  quanto  è  detto  alla  lettera  d),  se  a  è  un  numero  piccolo  quanto  si 
vuole,  si  può  sempre  trovare  un  numero  finito  s  tale  che  sia  nel  campo  consi- 
derato : 

V  ' <  a 


■^1 


e  quindi  : 


30  8-1 

y  _  __i y 1 


-7    +C 


Ora: 


V l— 


«l 


è  la  somma  di  un  numero  finito  di  termini  ciascuno  dei  quali  tende  a  zero  al 
crescere  indefinitamente  di  z ,  quindi  essa  stessa  tenderà  a  zero  ;  cioè  ad  ogni 
valore  Z  di  «  corrisponderà  un  numero  t  tale  che  per  : 

l«l>|Z| 
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iSI    1  «V     I  I  «V  -  2 


<  • 


e    T   diminuirà  al  crescere  di  |  2  |  (se  si  parte  da  un  valore  di  |  Z  |  >  |  a^^^  ]  ).  Si 
avrà  quindi  per 

|.|>1Z| 

QO 

V«  1 


^    \a,^\\a,^z\ 


<  e    f-  T 


relazione  che  dimostra  il  teorema  ». 

Tralasciando  Tobbiezione  che  la  serie  considerata  non  possa  tendere  ad  un 
valore  determinato  perchè  possiede  una  singolarità  essenziale  all'infinito,  obbie- 
zione che  cade  quando  si  osservi  che  molte  funzioni,  aventi  in  un  dato  punto 
una  singolarità  essenziale,  seguendo  certe  direzioni  verso  il  punto  in  questione 
esse  tendono  a  valori  determinati  ;  pure  la  dimostrazione  precedente  è  passibile 
di  un'osservazione  che  le  toglie  il  rigore. 

«  Se  ci  riferiamo  difatti  alla  prima  somma 


00 

y L__ 


<  0 


ò   chiaro  che  fissato  g  e  il  raggio  R  del  cerchio ,  il  valore  di  8  dipende   da  R 
ossia  : 

8  =  f{R). 

D'altra  parte  fissato  il  numero  x  il  valore  Z  di  z  per  cui  ogni  valore  z  >Z 
rende  minore  di  "  la  somma 


è  certamente  funzione  di  s,  cioè  una  determinata  '^(s)  ;  quindi  Z  è  una  funzione 
di  R.  Non  vi  è  quindi  certezza  che  ad  ogni  valore  di  R  corrisponda  un  valore 
di  Z  minore  di  R  per  cui  le  due  somme  sieno  rispettivamente  minore  di  t  e 
di  0  ». 

Per  rinsussistenza  di  questa  dimostrazione  ne  cadono  altre,  che  condurreb- 
bero —  ove  fossero  rigorose  —  a  risultati  interessanti  ;  più  importanti  di  tutti  la 


un  numero  finito  di  funzioni  dello  stesso  genere.  Le  dimostrazioni  a  cui  acceano 
trovano  il  loro  posto  in  due  note  del  Prof.  Vivant!  inserite  Tuna  nel  «Vol.iì 
p.  258  Giornale  di  Matematiche  »  l'altra  nel  <  Voi.  23  p.  96  Giornale  di  Mitb 
matiche. 

«  Mentre  non  possiamo  affermare  nulla  riguardo  al  limite  cui  tende  la  sde 


1 


che  indicheremo  d'ora  innanzi  con  S{z) ,  così  pure  nulla  si  può  affermare  siDi 
serie 


^z) 


ove  con  T|z|  d'ora  innanzi  indicheremo  — 


dS\z\ 
dz 


3.  Sul  modo  di  comportarsi  di  queste  due  serie  all'infinito  in  alcuni  càsi 
particolari  è  utile  ricordare  i  seguenti  teoremi  di  cui  ometteremo  le  dimostn- 
zioni,  superflue  certo  per  le  nostre  ulteriori  considerazioni. 

f)  (^)  Sieno  Oj  Oj ,  ...  gli  argomenti  delle  radici  a^  ,  a2J—  d'una  funzione  ia 
tera  di  genere  m.  Se  to  è  un  angolo  (<  360**)  tale  che  i  valori  assoluti  degli  an- 
goli (0,.  -  w)  per  tutti  i  valori  di  i  superiori  ad  un  numero  finito  r  ,  ammettono 
un  limite  inferiore  r  diverso  da  zero,  allora  mentre  z  cresce  indefinitametté 
percorrendo  il  raggio  a  che  parte  dairorigine  ed  ha  per  argomento  w,  le  quantità 


v=i 


OD 


v=i 


<"l!8-«vl* 


tendono  a  zero. 

Come  corollari  si  deduce  per  le  serie  S|  z  |  e  zT\z\: 

g)  {^)  Se  al  crescere  indefinitamente  di  z  sopra  un  raggio  partente  dairori- 
gine, sul  quale  al  di  là  di  un  certo  punto  Z  non  giace  alcuno  dei  punti  a,  si  ba 

lim  S I  z  I  =  0 


{})  V.  Nota  del  Prof.  G.  Vivanti.  Giornale  di  Matematiche  Voi.  22  p.  378. 
O  V.  Nota  di  G.  Vivanti.  Giornale  di  Matematiche  Voi.  26  p.  303. 


,.       \zT\z\ 


<i 


e   quindi 


1  ì  m  I  2  T  1  z  I  I  -  0 


sempre  percorrendo  il  raggio  di  argomento  io. 

Ha  luogo  poi  anche  il  seguente  teorema  : 

h).  La  serie  zS(z)  e  conseguentemente  le  serie  «*S(2f),  z^S'z).  .  .  crescono 
indefinitamente  al  crescere  di  z. 

Il  limite  dunque ,  per  valori  ognora  crescenti  di  z ,  a  cui  tendono  le  serie 
S(z)  ,  2  T(z)  è  lo  zero  —  ed  è  rigorosamente  dimostrato  tale  solo  nel  caso  dato 
dal  teorema  f)  ;  in  generale  nulla  si  sa ,  e  quindi  nulla  si  può  dire  del  limite 
corrispondente  di 


9hl«" 


inerente  ad  una  funzione  <d\z\  di  genere  m. 

Si  può  però  notare  che  (essendo  dato  il  genere  della  funzione  ,  se  il  limite 
cercato  esiste  —  non  può  essere  una  quantità  finita  diversa  da  zero ,  poiché  al- 
trimenti il  limite  di 


sarebbe  zero  e  quindi  la  funzione  9 1  z  |  dovrebbe  essere  di  genere  wi  -f-  1  ,  per 
un  noto  teorema  del  Laguerre,  che  più  tardi  esporremo.  Di  più  ;  come  diretta 
conseguenza  del  teorema  li)  posso  afifennare  che  se  ©  |  z  |  è  una  funzione  qua- 
lunque di  genere  m  il  rapporto  : 


9  I  z  I  z'»^-! 
tende  all'infinito,  per  valori  ognora  crescenti  della  variabile  z. 

§  HI. 

Funzioni  di  genere  uno  e  di  genere  zero,  loro  proprietà. 
Teoremi  preliminari  al  teorema  di  Rolle. 


Un  gran  numero  delle  proprietà  dei  polinomi  razionali  algebrici  si  possono 
estendere  alle  funzioni  trascendenti  intere  di  genere  qualunque  ;   e ,   tanto  per 


X  112  )( 

citarne  alcune,  ricorderemo  come  anche  per  le  funzioni  trascendenti  si  ricavino 
relazioni  fra  i  coefficienti  e  le  radici  (*),  analoghe  a  quelle  note  nel  caso  de'  p<  - 
linomi,  e  come  ad  esse^  salvo  qualche  limitazione  sia  applicabile  il  teorema  di 
RoLLE  ;  ecc. 

Considereremo  dapprima  le  funzioni  di  genere  uno  o  di  genero  zero,  e  sta- 
biliremo quelle  proprietà  e  proposizioni  che  possono  considerarsi  come  prelimi- 
nari al  teorema  di  Rolle. 

1.  Sarà  facile  avvedersi  come  tutte  le  relazioni  inerenli  a  funzioni  di  genere 
qualunque,  acquistino  una  speciale  semplicità  quando  vengono  applicate  a  fun- 
zioni di  genere  uno  o  zero  ;  studieremo  ora,  possibilmente,  tutte  le  proprietà  di 
queste  funzioni,  ponendole  a  raffronto,  ritenendo  sempre,  a  meno  si  dica  espli- 
citamente, di  parlare  di  funzioni  semplici. 

Sia/(«)  una  funzione  di  genere  w,  senza  radici  nulle;  sieno 

«1  ?  «2  »  •  •  •  7  «V 
le  sue  radici,  sarà  in  generale 

«V  =  Pv  (^^s  0^  -\-  i  sen  0  J. 
Sia 

z  =  p  (cos  Cf  4-  i  sen  0) 

una  radice  della  derivata  ;  dalla  formola 

ponendo  per  z  un  valore  radice  di  f\z)  ricaviamo  : 

OD 

y  1 

»^  Pv"'[cosmO^-|-isenmOyJ  [  pcosO— p^cosO^-f  i(p8enO-pySenO^)  J    "" 

da  cui  colla  posizione 

V  =  (P  ^^sO  -  p^  cosO^)»  ■\  (p  senO  -  p^  senft  J»  =  p*  +  py*  -  2ppy  co8(0  —  0  j 

VI  (coswOy  —  i  senmOy)  [  p  cos6  —  p^  cos6^  —  /  (p  senO  -  p^  senO^)  ]  _ 
Za  6~27^ 


(*)  Vedi  V.  XI.  Rendiconti  dell'Istituto  Lombardo  "  Relazione  fra  i  coefficienti 
e  le  radici  di  una  funzione  intera  trascendente  „  Nota  di  S.  Pincherle. 


Digitized  by 


Google 
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la  quale  si  scinde  nelle  due: 


V  P  <^Qs  (Q  -^  ^^  K)  -  Pv  ^QS  (^  +  1)  ^v   _^ 


PO 

(2)  5] 


p8en(0  +  m%)  —  p^  sen  (m  +  1)  0^ 


6  » 


=  0 


Le  formole  (1)  e  (2)  sono  le  due  relazioni  che  legano  il  modulo  e  l'argo- 
mento di  una  radice  qualsiasi  della  funzione  derivata.  Supponiamo  che  le  radici 

^j  ;  *^«  ;  •  •  •  I  ^v  •  •  • 

Siene  allineate  coirorigine  e  sia  X  l'angolo  formato  coirasse  delle  x;  le  formole 
(1}  e  (2)  in  questo  caso  danno  : 


V  P  Gos  (6  4-  mX)      V 


p  cos  (6  4-  mk)  _  VI  cos  (w  4-  1)  X 

VBX  irv    ''v  v=i        rv         ^v 


...  y  p sen (0  -f  rnk)      Vi  sen (m  +  1)  X 

v=i  rv     ^v  v=i         rv  ^v 

che,  mediante  opportune,  trasformazioni  diventano 

sen(fl  -X)  2  g^«ri  =0  sen(6  -).)2  p-^  «  =  0 

v=:i    «V    rv  v=i    ^    rv 

da  cui  si  ricava  immediatamente  0  =  X.  Cioò  le  radici  della  derivata  si  trovano 
sulla  stessa  retta  su  cui  stanno  le  radici  della  funzione.  Nel  caso  particolare  di 
X  =0  si  ha:  se  le  radici  di  f{z)  sono  reali,  cosi  pure  avviene  delle  radici  di 
f'{z).  Le  relazioni  (a)  e  (&)  particolarizzate  danno  risultati  analoghi  per  le  fun- 
zioni di  genere  uno  e  zero.  Di  questa  notevole  proprietà  generale  per  le  fun- 
zioni semplici  di  genere  qualunque  (verificata  finora  per  quelle  che  non  posseg- 
gono radici  nulle)  furono  date  rispetto  alle  funzioni  di  genere  uno  e  zero  un 
gran  numero  di  dimostrazioni.  Il  Laguerre  ad  es.  notò  questa  proprietà  senza 
dimostrarla,  per  le  funzioni  di  genere  uno,  I'IIermite  ne  diede  una  dimostrazione 
con  metodo  algebrico.  Interessa  pertanto  dimostrare  che  il  teorema  vale  anche 
per  le  funzioni  di  genere  uno  e  zero  aventi  radici  nulle.  Infatti  : 
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A).  Per  le  radici  di  una  funzione  di  genere  uno  otteniamo  dalla  nota  for- 
mola  : 

in  cui  fiz)  è  la  funzione  (r  il  grado  di  moltiplicità  della  radice  nulla)  mediante 
lo  posizioni  : 

a^  =  p^(co8X  4- isenX)        ,        z  =  p(cos6  +  isenO) 

r  equazione  : 


pcosO  +  t  senO) 


+ 


90 

+  p(cos6  -f  Ì8en0)2^ 


^^  Py  (cosX  +  i  senX;  [  (pcosO  —  p^cosX)  +  i  (psenO  —  p^senX)  ] 
che  8i  scinde  evidentemente  nelle  due  : 


=  0 


r  cosO      Y»  p  eosX  -  p^  cos  (2X  -  Q)  _  ^ 

r  v=i  rv  ^v 

00 

rsenQ      y  p  sen  X  —  py  sen  (2X  —  0)  _ 
Moltiplicando  la  prima  per  senX^  e  la  seconda  per  cosX  e  sottraendo: 

P  V«=l  ^V  [P  Vi«l     ^v     J 

da  cui  appare  evidente  dover  essere  : 

X  =  0, 
B).  Se  f(z)  è  invece  una  funzione  di  genere  zero  si  ha  dalla  relazione 

fiz)      r 


"—    V     1 

^  z       hf  z  —  a^. 


f^^)         «         v'bf    « 
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mantenendo  le  stesse  notazioni 


00 


=  0 


p(co8  0  -t-  i  sen  Cf)     ^  p  cosO  -  p^  cosX  -f  i  (p  san  0  -  p^  sen .  ) 
e  di  qui  : 

/    reosO      V  pcosO  — p^cosX     ^ 

-r-+^  — w^ — =^' 

P  V=l  ^v 

rsenO      Vi  p senO  —  p^senX _ 
Dalle  due  ultime  relazioni,  eliminando  r,  ricaviamo  : 

co 

sen().-0)2]  x¥=0 
v=i    ®v 

e  quindi  : 

X  =  0. 

Nel  caso  in  cui  X  =  0  si  ha  pure  0  =  0  e  dunque  :  * 

Le  funzioni  olomorfe  di  genere  uno  e  zero  aventi  radici  nulle   e  le   altre 
reali,  hanno  derivata  che  possiede  soltanto  radici  reali. 
Le  formolo  precedenti  diventano  in  questo  caso  : 
Per  le  funzioni  di  genere  uno  : 

Sp  —  p^  cos6     r  cosO      ^           V*  s^ii  ^     ^  sen  0 
^       \  a—  + r-   =0  Zi   -^tt  + i—  =  0 

e  per  essere  0  =  0: 

éi   PvV        P*  éf   (P-Pv)*.p»         P 

e  semplificando 

S  —A — ;  +  -T  =  ^ 

v^    Pv(P-Pv)        P' 
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e  per  le  funzioni  di  genere  zero  analogamente: 

vt;  p-pv     p 

e  se  r  =  0 


genere  (1)  . 


co  /  co 

y  -— :  =  0  genere  (0)  ]  /.  =  0 

S  Pv(p-Pv)  ^  WS  P-Pv 


2.  Dimostreremo  ora  che  se  una  funzione  di  genere  zero  ha  le  sue  radici 
disposte  sopra  una  retta  qualunque ,  sulla  stessa  retta  stanno  gli  zeri  della 
derivata. 

Il  CEsÀtìO  deduce  questa  proprietà  con  considerazioni  basate  su  principii 
meccanici.  Per  uniformità  la  ricaverò  con  metodo  analogo  a  quello  sin'  ora 
seguito. 

Sia 

px  -h  qy  +  r  =:  0 
l'equazione  della  retta  su  cui  stanno  gli  zeri 

a^  ,  «2  .  .  .  tty  .  .  . 
di  f{z)  e  sia 

«V  =  Pv  (cosXy  +  i  sen  X  J 
2  =  p  (cos  0  -f  i  sen  0) 

uno  zero  qualunque  di  f\z).  Avremo,  tenendo  conto  delle  solite ' notazioni ,   im- 
mediatamente : 


(a')      y  P^QsQ~p,cosX,^^  y  p  senQ- p.sen  X,  _ 


=  0 


V  ve=l  ''V 


e  tenendo  conto  dell'  identità  ; 


moltiplicando  rispettivamente    le   relazioni   (a'),  (6'),  (e')  per  /> ,  ^ ,  r ,  e   som- 
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(cZ')      [p(pcos6 -l-2sen8)  +  r]2j   gT  =  2j  ^^-Y ^ 

V=l       V  v=i  ^v 

Ma  per  V  ipotesi  fatta  : 

p^(jpcosX^  +  ^'senAy)  +  r  ^^  0 
o    quindi  per  la  {d') 


e    cioè 


(p  p  C08  0  +  P^  sen  0  +  r)  ^   — 2  =  ^ 


V=l    ^v 


©[pcosO  f  5^8611  OJ  +  r  =  0 


la  quale  esprime  che  i  punti  zero  della  derivata  si  trovano  nella  stessa  retta 
su  cui  stanno  quelli  della  funzione  primitiva. 


§  IV. 


Introduzione  al  teorema  di  Ralle—  Teorema  di  Eolle  e  suo  campo  di  validità — 
Semplici  deduzioni  dal  teorema  di  Bolle, 


1.  Nel  paragrafo  precedente  abbiamo  dimostrato  che,  per  funzioni  semplici 
di  genere  qualunque,  le  radici  della  derivata  sono  allineate  coirorigine,  e  sulla 
stessa  retta  su  cui  stanno  le  radici  della  funzione  primitiva.  Il  teorema  dimo- 
strato quando  le  funzioni  non  contengono  radici  nulle,  fu  verificato ,  per  le  fun- 
zioni di  genere  uno  e  zero,  anche  nel  caso  di  esistenza  di  radici  neirorigine. 

È  necessario  ora  stabilire  bene  i  casi  di  validità  del  teorema,  per  poi  stu- 
diare la  distribuzione  delle  radici,  dedurne  la  legge  di  Rolle,  estenderla  fin  dove 
ci  sarà  possibile.  Possiamo  intanto,  riassumendo,  enunciare  : 

a)  Se  una  funzione  semplice  di  genere  zero  o  di  genere  uno  ha  tutte  le 
radici  allineate  coirorigine,  e  possiede  radici  nulle,  sulla  stessa  retta  stanno  le 
radici  della  derivata. 

h)  Se  una  funzione  semplice  di  genere  zero^  ha  le  sue  radici  disposte  su 
una  retta  qualsiasi,  sulla  stessa  retta  stanno  le  radici  della  derivata. 

e)  Se  una  funzione  semplice  di  genere  m  {m>  \)  ha  tutte  le  sue  radici 
disposte  sopra  una  retta  uscente  dair origine  e  non  possiede  radici  nulle,  sulla 
stessa  retta  stanno  le  radici  della  derivata. 


)(  118  X 

Dimostrerò  ora,  che  se  una  funzione  semplice  di  genere  m(m>  1)  ha  zeri 
nell'origine,  e  tutte  le  altre  radici  reali,  la  derivata  possiede  certamente  radici 
immaginarie.  Considero  il  caso  deirasse  delle  x ,  per  rendere  meno  laboriosa  la 
dimostrazione  e  mi  valgo  del  seguente  teorema  di  cui,  per  semplicitA  non  riporto 
la  dimostrazione. 

«  Se  f{z)  è  una  funzione  semplice  di  genere  m  avente  tutte  le  radici  reali 
e  annullantesi  per  2?  =  0 ,  e  se  j?  è  quello  fra  i  due  numeri  m  e  m  -h  1  che  è 
dispari,  gli  argomenti  dei  posti  zeri  immaginari  della  f'{z)  sono  tutti  compresi 
nei  seguenti  intervalli: 

(2X..1)^,...2X'^  -(2X-1)^  -2X?  A=i,2,...^) 

Sia  r  il  grado  di  moltiplicità  della  radice  nulla  di  f{z)  ;  avremo 


in  cui  le  a^  sono  quantità  reali. 
Poniamo 


z  =  pe'^. 


Mostreremo  come  sia  possibile  trovare  valori  di  p  e  9  che  soddisfino    all'e- 
quazione : 

e  quindi  come  esistano  radici  complesse  della  /"(z). 

Mediante  sostituzione  e  le  solite  trasformazioni  giungiamo  alle  relazioni  fra 
p  Q  q: 

^1^+p-cos^?!;  ?^:if,?-v  +  f-sen,n?sen?|;  -±j-0  (1) 

rsen©       „  V'   psenop  — a^        ^^,  V^        1 

-— r-p-scnm9  2j        ^  ^n  g  »— +  P""^' ^os  ^^?  <^os  tp  2j    ^m^t  =  ^       (2) 

dove 

0/  =  (p  cos  9  —  «y)*  +  p«  sen*9  =  p^  ^-  0^*  -  2ay  p  cos  9 
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00 

8en(mH-l)(pi  sencp  y   '-;ìr^^^ 

^■■"      fi        o   * 


V^l    «V     ^v 


(10 


P  v=i   »v         ®v 


(2') 


È  da  notarsi  come  la  (2')  si  ottenga  dalla  (1')  col  semplice  scambio  di  m 
in  7n  +  1. 

Consideriamo  dapprima  il  caso  più  semplice;  il  genere  2;  le  relazioni  (IQ 
e    (2')  diventano 


PO 

-^  sen  3?  +  sen  9  2]  r?slì  =  0  (^''^ 


r  v=i    "v   ^v 


(2") 


Il  teorema  precedente  ci  dice  intanto  che  se  si  divide  il  piano  in  6  parti 
uguali,  mediante  6  rette  passanti  per  Torigine  una  delle  quali  sia  Tasse  delle  x, 
e  si  assegnano  agli  spazi  angolari  i  numeri  progressivi  1 ,  2,  3  ,  4',  5,  6,  par- 
tendo da  quello  che  sta  sopra  la  parte  positiva  delTasse  delle  a;,  e  procedendo 
in  senso  positivo  —  i  posti  zero  immaginari  della /"(z),  se  esistono,  non  possono 
stare  che  negli  spazi  2,  e  5. 

Ora  noi  possiamo  in  infiniti  modi  costruire  una  funzione  di  genere  due , 
avente  radici  nulle,  e  le  altre  reali  -  uguali  a  due  a  due ,  ma  di  segno  con- 
trario. Allora  in  (2") 


OD 

2     ^2  =  0 

e  le  equazioni  a  cui  debbono  soddisfare  p  e  ^  saranno  : 


(1'") 


^senSy  +  sensJ]   "IFTI  =  0 

P  v=i    "v  "v 


(2'") 


sen2?  =  0 


r 
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perciò  qualunque  sia  p  (finito)  se  9  =  5,  la  (2'")  è  soddisfatta  ;  per  questo    va- 
lore  poi  la  (l'"j  diventa  ; 


m  CUI 


ossia 


00 


Per  p  =  0  il  2o  membro  della  relazione  scritta  è  nullo  ;  per  p  =  oo  è  infinito 
e  il  suo  valore  cresce  al  crescere  di  p  :  esisteranno  quindi  due  valori  ugnali  (mii 
di  segno  contrario)  di  p  per  cui  il  2^  membro  diventa  eguale  ad  r  ;  e  cioè  esi- 
stono due  radici  immaginarie,  sull'asse  immaginario  puro  della  funzione  derivata. 

Per  w  =  3  le  considerazioni  sono  analoghe,  tutto  si  riduce  ad  un  puro  scam- 
bio di  formolo. 

Sia  ora  m  =  4.  Diviso  il  piano  in  10  parti  in  modo  analogo  al  caso  prece- 
dente, pel  teorema  già  citato,  sappiamo  che  le  radici  immaginarie,  se  esistono, 
stanno  nei  settori  2,  4,  7,  9.  Dimostriamo  ad  es.  che  non  possono  esistere  radici 
sull'asse  immaginario  puro,  bensì  ne  esistono  sull'asse  a  45".  Costruendo  ,  ana- 
logamente al  caso  precedente,  la  funzione  di  genere  4,  le  forraole  (1";  e  (2", 
danno  le  relazioni: 

■n-8en59  +  sen9  5]    :-Tr^  =  0  -J^sen4?:^0. 

Y  v=i    "v   ^v  r 

Ora  se  5P  =  -^  è  soddisfatta  la  2*  relazione,  ma  la  1»  ne  dà 

À 

1 j^ 


equazione  che  non  può  essere  soddisfatta  da  nessun  valore  reale  di  p. 

TI 
1 


Se  invece  poniamo  ?  =  -7- ,  la  seconda  relazione  risulta  soddisfatta,  mentre 
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la  prima  ci  dà  : 


-^+S '- — ^=« 


equazione  che  ammette  due  valori  di  p  come  soluzione. 

Come  si  vede  basta  considerare  le  funzioni  di  genere  pari  ;  il  procedimento 
si  può  rendere  affatto  generale.  Si  costruisca  infatti  una  funzione  di  genere  m 
avente  radici  nulle,  e  gli  altri  zeri  reali;  uguali  a  due  a  due,  ma  di  segno  con- 
trario. Allora  in  (2'): 

.00 

se  m  è  pari  ;  e  se  m  è  dispari  è  : 

00 

2^.  =  0  indo 

V=:l      "V       ^V 

Considerando  m  pari  (il  che  è  sufficiente)  basterà  soddisfare  con  valori  di 
p  e  9  le  due  relazioni 


co 

(P)  r^g8en(m  +  l)<p  +  sen9  2  r5rT-2  =  0 


V=l     ^'V      "V 


(q)  ;;^^8enmff  =  0. 


9" 


Ora  ponendo 


la  {q)  risulta  soddisfatta  e  la  (p)  per  questo  valore  diventa  : 

00 


r 


M    •'*  X 


equazione  che  ammette  due  valori  di  p  per  soluzione. 
Il  teorema  risulta  quindi  stabilito. 

2.  Consideriamo  ancora  una  funzione  semplice  di  1»  classe  con  radici  nulle 
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e  dimostriamo  che  fra  due  sue  radici  (le  quali  supponiamo  ancora  tutte  reali) 
consecutive  è  compresa  una  sola  radice  della  derivata. 
Sia  f{z)  la  funzione  ;  si  avrà  come  al  solito 

Siano  beo  due  quantità  tali  che  sia 

diverse  da  zero,  comprese  fra  due  radici,  consecutive  a^  ,  a^^^  della  f{z)  ;  dinio- 
strerò  che  se  la  f\z)  si  annulla  per 


2J  =  &  «  =  e 


dev'  essere    ò  =  e. 
Supposto  infatti 


f\h)  =  f '(e)  =  0 


si  ha  dalla  {p^ 

Z-  +  i'-Y L_  =  o  -  +  c"y ^ =0 

6  vé<    «v"'(''-«v)  e  v^   <{c-a,) 

che  8i  possono  scrivere  : 

(q)  r  =  -  cò"*^»  A  +  6"*»  B       ,     r  =  -  0"*+'  6  A  +  0"»+»  B  (5'» 

dove  con  A  e  B  si  indicano  rispettivamente  le  somme 


00 

y \ 


Dalle  ((jf)  e  (^')  si  ricava 

^</i)  A  =  -  ^„,^,  ^,,^i   "~6^,  "^  =  "  ^;V  'h^^~^  ^^'«^ 

Ora  poiché  la  f(z)  si  annulla  per  ;2:  =  0  le  quantità  &  e  e  avranno  lo  stesso 
segno.  Quindi  se  m  ò  pari  il  secondo  membro  della  (9,)  è  sempre  negativo,  èe 
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sondo  il  prodotto 


(6  -  a^)  (e  -  a  J 


seinpre  positivo ,  se  m  è  pari  il  1°  membro  della  (q^  è  sempre  positivo ,  e  lo 
stesso  può  dirsi  del  !<>  membro  della  (q\)  se  m  è  dispari.  L' ipotesi  ò  -/=  e  con- 
duce a  un  assurdo^  dobbiamo  quindi  concludere  esser  ò  =  e. 

Nel  caso  in  cui  f{z)  non  abbia  radici  nulle,  allora  ò  e  e  possono  avere  segni 
differenti,  ma  d'altra  parte  per  le  nostre  notazioni  avremo  : 


A  =  0 


B  =  0 


la  la  dà  un  assurdo  per  m  pari ,  la  seconda  per  m  dispari.  Il  teorema  risulta 
dunque  stabilito  anche  in  questo  caso.  Per  le  funzioni  semplici  di  l*  classe 
aventi  tutte  le  radici  reali,  sussiste  dunque  il  teorema  di  Rolle.  È  da  notarsi 
però  che  esso  è  vero  solo  in  tutta  la  sua  generalità  per  le  funzioni  semplici  e 
a  radici  reali  di  genere  zero  e  di  genere  uno  e  per  le  altre  aventi  radici  nulle. 
Per  le  funzioni  invece  di  genere  m  (m  >  1)  non  aventi  radici  nulle  bisogna  fare 
una  restrizione.  Se  si  ha  una  funzione  f{z)  semplice  di  genere  m  >  1  avente  tutte 
le   sue  radici  reali  e  diverse  da  zero,  si  ricava 


«7(2  -  «v) 


Neirintervallo  compreso  fra  Tultima  radice  negativa  e  la  1*  positiva,  vi  sono 
dunque  m  radici  nulle  di  f'{z).  Poniamo  tw  >  1  ;  supposto  dimostrato  (lo  verifi- 
cheremo più  tardi)  dover  esistere  fra  due  radici  consecutive  reali  di  fh)  un 
numero  dispari  di  radici  della  derivata ,  e  essendo  verificato  che  in  uno  stesso 
intervallo  non  può  esistere  più  d'una  radice  reale  di  f'{z)^  risulta  che^  (trovan- 
dosi sempre  nelT  intervallo  considerato  m  radici  nulle) ,  se  w  è  dispari  non  vi 
sarà  alcun  altra  radice,  se  w  è  pari  ve  ne  sarà  ancora  una. 

Ne  segue  che  in  questo  intervallo  esiste  una  o  nessuna  radice  diversa  da 
zero  della  f\z)  secondo  che  m  è  pari  o  dispari.  Però  si  vede  che  per  le  fun- 
zioni di  genere  zero  e  uno  il  teorema  non  soffre  eccezioni  ;  neirintervallo  con- 
siderato si  ha  una  sola  radice  della  derivata  diversa  da  zero  per  le  funzioni  di 
genere  zero,  nulla  per  quelle  di  genere  uno. 


3.  Cominceremo  ad  estendere  il  teorema  di  Rolle  al  caso  in  cui  le  radici 
siano  disposte  sopra  una  retta  qualsiasi  uscente  dall'origine ,  e ,  supporremo  di 
avere  funzioni  semplici  sprovviste  di  radici  nulle. 

Se  partiamo  dalle  formolo  (a)  e  (b)  del  paragrafo  III  so  in  una  di  esse  te- 
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Diamo  conto  che  6  =  X  ricaviamo 


Essendo  poi 


si  può  scrivere 


8v  =  ±(p-Pv) 


Consideriamo  ora  reqnazione  più  generale 


ti    Pv"(p-P.) 


=  c. 


Se  w  è  dispari  la  derivata  del  !<>  membro  per  rapporto  ape  quantità  es- 
senzialmente negativa.  Si  vede  che  se  si  fa  crescere  p  da  Py.j  e  p^  il  l^  membro 
dsirequazione  ultima  diminuisce  incessantemente  da  +  co  a  —  co . 

Esiste  quindi  un  solo  momento  in  cui  diventa  eguale  a  e. 

In  particolare  per  e  =  0  si  vede  che  l'equazione  (1)  ammette  tra  p^_i  e  g, 
una  sola  radice.  Se  m  è  pari  la  formola  (l)  si  può  mettere  sotto  la  forma 

QO  00 

y  __p__=y  _L. 

Qui  m  4- 1  è  dispari  e  la  costante  e  è  rappresentata  dalla  somma  conver- 
gente del  2^  membro.  In  conseguenza  le  stesse  deduzioni  stanno  pure  in  questo 
caso  e  possiamo  affermare  che  fra  due  radici  disposte  sulla  retta  di  argomento 
X  =  6  esiste  una  sola  radice  della  derivata. 

Per  le  funzioni  di  genere  zero,  non  è  poi  necessario  che  la  retta  degli  zeri 
esca  dairorigine  ;  può  essere  qualunque  ;  —  è  quasi  superfluo  aggiungere  che  an- 
che in  questo  caso  i  punti-zero  della  derivala  si  susseguono  sulla  stessa  retta^ 
obbedendo  alla  legge  di  Rollo. 

4.  Supponiamo  ora  che  le  radici  della  f{z)  siano  tutte  reali  e  positive  ;  sia 
p  la  radice  di  f^z)  compresa  fra  a^   e  a,.   Per  la  (1)  in    cui  al  posto   di   py  &i 
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pone  ay,  (radice  reale)  si  ha: 


1 


Se  nel  secondo  membro  ci  fermiamo  al  primo  termine  abbiamo 


P  < 


ar+*  +  a,*"^^ 


di  guisa  che  immaginando  due  forze  parallele  proporzionali  a  a^^ ,  a^  appli- 
cate rispettivamente  ai  punti  a^  ,  a^  sì  può  affermare  che  f\z)  non  si  annulla 
tra  il  punto  di  applicazione  della  risultante  e  il  punto  a^.  Per  le  funzioni  di  ge- 
nere zero  si  vede  che  la  radice  di  f\z)  compresa  neirintervallo  a,  a,  deve  ne- 
cessariamente cadere  nella  prima  metà  deiriniervallo.  Consideriamo  ora,  rima- 
nendo sempre  nel  campo  di  funzioni  di  genere  zero,  la  radice  p  di  f\z)  com- 
presa fra  a^^j  e  a^ ,  si  deve  avere: 


Vssl  ^  -X)  ^ 


da  cui 


P  <  «V  -  —  («V  ~  «v-i) 

di  guisa  che,  se  dividiamo  in  v  segmenti  uguali  Tintervallo  che  termina  col  v**'"*° 
zero,  si  può  affermare  che  l'ultimo  segmento  non  contiene  alcun  zero  di  f\z). 
Sempre  tenendo  le  ipotesi  precedenti  consideriamo  il  caso  in  cui  esistano  radici 
multiple  e  per  semplicità  supponiamo  che  in  a^  cadano  k  radici  della  f{z)  \  sia 
cioè 

Sarà 


«i"*  (p  -  «i)      a^+i*"  («*^i  -  P)      «/c+a"*  (flik+a  -  P) 
essendo  p  la  radice  compresa  fra  a^  e  a^^i.  Avremo  pure  : 


k  1 


«i"(p-«i)  «*-.r(«A+i-p) 
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ossia  : 

Eisulta   quindi   che   se    immaginiamo   due   forze   parallele   proporzionali  a 

tw+l 

a^"*  e  A-a^+i"*  applicate  ai  punti  a^,    y/  k  a^+i,  la  f\z)  non  si  annulla  tra  il  punto 

d'applicazione  della  risultante  e  il  punto    \/ k  a^^.^. 
Per  w  =^  0 

P^-im^  ossia  p<a,..--Li-^ 

ossia,  se  si  divide  il  segmento  a^  Of^^^  in  fc  +  1  parti  eguali,  si  può  dire  die  Tul- 
timo  segmento  non  contiene  zeri  di  f{z}.  Ponendo  fc=l  si  ricade  in  quanto  ab- 
biamo enunciato. 

§v. 

Estensione  del  teorema  di  Eolie  alle  equazioni  algebriche  aventi  radici  compieste. 
Studio  sulla  distribuzione  delle  radici  nel  piano,  di  alcune  semplici  combina- 
zioni di  funzioni  olomorfe  ;  applicazione  della  legge  di  Bolle  a  una  semplice 
combinazione  di  funzioni  di  genere  zero, 

1.  Immaginiamo  ora  che  la  nostra  funzione  di  genere  zero  si  riduca  a  un 
polinomio  ;  tutti  i  risultati  precedenti  gli  sono  applicabili. 

Se  f(z)  è  il  polinomio,  e  se  e,  (fi  =  1 ,  2,  .  .  .j?)  sono  le  sue  p  radici  (sup- 
postolo di  grado  p)  ove 

e,  =  fl,  +  ib,  , 

se  con  6,  indichiamo  la  distanza  dello  zero  e,  al  punto  z  del  piano  abbiamo 

e  di  qui,  essendo  z  =  x  -\-iy , 

(1)      ì'-i^'O  t'-iP=o       m 
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Queste  equazioni  ci  mostrano  intanto  che  se  agli  zero  di  f{z)  si  applicano 
forze  inversamente  proporzionali  ai  quadrati  delle  loro  distanze  rispettive  ad  uno 
zero  P  di  f\z) ,  il  centro  di  gravità  di  un  tal  sistema  è  precisamente  P.  Di 
guisa  che  gli  zeri  di  f\z)  debbono  essere  situati  in  modo  che,  se  per  uno  qua- 
lunque di  essi  si  tira  una  retta  qualsiasi,  questa  non  lascia  tutti  gli  zeri  di  f(z) 
da  una  stessa  parte.  Se  gli  zero  di  f{z)  sono  i  vertici  di  un  poligono  convesso, 
gli  zeri  f\z)  sono  situati  nel  suo  interno.  Ciò  accade  pure  per  gli  zero  della 
derivata  successiva  fino  alla  (p  —  iy*^^°^  di  cui  l'unico  zero  è  il  centro  di  gra- 
vità del  poligono.  Infine  se  gli  zero  di  f{z)  sono  allineati,  altrettanto  succede 
per  quelli  di  f\z). 

Più  generalmente,  comunque  siano  disposti  nel  piano  gli  zeri  di  f(z)  potremo 
sempre  costruire  un  poligono,  al  finito,  che  li  comprenda  (a  meno  che  siano  di- 
sposti in  linea  retta,  il  che  escludiamo).  Esisterà  certamente  per  gli  zeri  di  f'{z) 
un  analogo  poligono  —  (almeno  di  tre  lati)  —  e  potremo  quindi  enunciare  : 

Neirinterno  del  poligono  delle  radici  della  derivata  di  un  polinomio  di  grado 
2^ ,  giacciono  al  più  j?  -  3  punti  zero  di  f{z). 

Non  sarà  superfluo  accennare  al  noto  teorema  : 

«  Se 

2?1    ,    ^2    >    •    •    •    ^p 

sono  le  radici  di  un'equazione  algebrica  di  grado  jp,  e  se  immaginiamo  di  attri- 
buire a  ciascun  punto  zero  l'unità  di  massa,  e  supponiamo  che  respingano  un 
altro  punto  P  della  stessa  massa  in  ragione  inversa  delle  loro  distanze  da  questo 
punto ,  i  punti  zero  della  derivata  cadono  nei  punti  d' equilibrio  di  questo  si- 
stema ». 

Fra  le  molte  dimostrazioni  di  questo  teorema,  è  notevole  una  molto  elegante 
data  da  F.  Lucas  basata  su  concetti  meccanici. 

2.  Studiamo  ora  alcune  semplici  combinazioni  di  funzioni  olomorfe,  dal  punto 
di  vista  speciale  della  distribuzione  delle  loro  radici. 

a)  Sia  f(z)  una  funzione  semplice  di  genere  m  a  radici  reali,  diverse  fra 
di  loro  ;  mostriamo  subito  che  la  combinazione 

f\z)  +  k'^r{z)  =  0 

in  cui  k  è  reale,  ammette  tutte  radici  immaginarie. 
Per  una  tale  funzione  è  nota  la  relazione 

00 

CSÉ-g"'  y ^ (la  f'(z)  Ila  pure  radici  reali). 
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Ora  le  radici  dell'equazione 

f\z)  +  k>  f'%z)  =  0 


sono  quelle  della 


e  quindi  della 


Posto  ora 


f\z)  +  k*f"(t)  =  0 


f{z)  ~^  k 


z  =  pe'« 


e  fatte  le  solite  sostituzioni  e  trasformazioni,  otteniamo  le  relazioni  : 

Sp  co8(»n  — 1)6  -  a,  COSMI*     _ 
v,i  a,'»[(pcos6-o,)''  +  p«sen»]~ 


.                                 y'  p  sen(OT  —  1)  6  -  fly  sen  to6_  _        1 

^  ^                             él  a,'»[(pcos6-a,)«  +  p«^«T]  "  *  kp" 

ossia  la  (&0  ci  dà: 
p  sen  (to  -  1)  9  /  ^ 


^^  a,""  [  (p  cos  6  -  Ov)*  +  p*  8en*e  J 


1 _      J_ 


che^  dovendo  essere  vera  per  valori  finiti  di  p  e  per  k  finito,  esclude  la  possi- 
bilità che  0  sia  eguale  a  zero.  Non  possono  esistere  quindi  per  l'equazione 

radici  reali. 
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(C'I 


p  sen  &  y  ,^  .     ^ — i-i  =  4-  — 

^    (p  cos  0  -  rr^)«  H-  p»  sen«  0      "   /j 


Invece  di  avere  una  serie  avremmo  un  Bunieru  finito  di  tcnninì  se  fai  con- 
UderiìSfie  il  caso  dei  polinomi. 

Anche  per  essi  stanno  le  conclui?Ìoni  trovate, 

Sarebiic  poi  facile  verificure  che,  &e  p  e  il  grado  del  polinoinio,  il  valore 
WS  olmo  del  coefficiente  dì  /  jion  sorpassa  il  va  Iure  assoluto  dì  kp. 

b)  Più  importante  è  lo  studio  della  distribazìoiie  defrli  zeri  ilei  la  funzione 

Ai) +  M /•'(*) 

cui  M  è  un  numero  complesso  e  f(z)  una  trascendente  intera  di  ^xenerc  zero. 
ISia  essa  della  t'orma 

lin  cui  q{z)  è  funzione  semplice  di  radici  c^  l\  ,  .  ,  c^  e  m  b  un  numero  ijUuIuruiue 
reale  o  complesso. 

Per  il  nostro  scopo  cerchiamo  le  ra<liei  dell'equazione 


f{z)  M       ^(z) 


-^    2  -  ir 


fila  cui 


m  ^  — 


A  -  ìB 


Posto 

2  ^  a?  +  iV  S^3  =  (rty  -  xY  -f  (b^  -  7j)^ 

raJtima  equazione  si  sdoppia  e  dìi: 


V^    d^  —  a;  _       A 


^        &^  A^4.Tl2 


A^-hB^ 


Consideriamo  uno  zero  Q  dell'equazione  proposta  ;  in  ogni  zero  di  f(z)  de- 
poniamo una  massa  inversamente  proporzionale  al  quadrato  della  distanza  a  Q, 
voL,  xxxn  l'i 


)(  m  )( 

Sia  G  il  centro  di  massa  di  questo  sistema ,  chiamiamo  §  e  Ì3  le  sue  coordinate. 
Le  relazioni  precedenti  diventano 

5-ac     >3  -  2/  1 


A  B         |jl(A2  +  B^) 

essendo  |jl  la  massa  risultante.  Se  0  è  Torigine,  risulta  che  le  rette  OG,OM  sodo 

parallele  —  e  di  più   QG-OM=   —  ;  G  ò  quindi  determinato,  non  coincide  mai 

!*• 

con  Q  ;  non  potendo  essere  jji  =  oo  ed  è  tanto  più  vicino  a  quest'  ultimo  punto  , 
quanto  jx  ò  più  piccolo. 

Tutte  queste  conclusioni  valgono  naturalmente  pei  polinomi  algebrici.  Se  M 
fosse  reale,  allora  le  rette  OM  ,  QG  debbono  essere  parallele  all'asse  x.  Con  cal- 
colo analogo  si  ricaverebbe  infatti 

.  1 

Ap 

cioè  il  centro  di  gravità  si  troverebbe  sulla  retta  condotta  da  Q  parallelamente 
air  asse  delle  ce. 

Ritorniamo  alla  nostra  funzione 

di  genere  zero,  le  sue  radici  siano  allineate  sopra  una  retta  qualsiasi  A  di  guisa 
che  per  ogni  valore  di  v  si  abbia: 

h  =  &y  cos  <f  —  a^  sen©  (cp ,   angolo  di  A  con  ce). 

Per  combinazione  lineare  delle  equazioni  già  trovate,  otteniamo 

QO 

,                                T.X  V     1            Bcos<p  -  Asen<P 
(ycos,-xsen,-;i)2j  ^r  = ÌTb^~^ 

Conduciamo  per  Torigine  la  parallela  D  a  A. 

Se  con  LO  0  p  indichiamo  le  distanze  rispettive  dei  punti  Q  e  M  dalle  rette 
A  e  D,  l'ultima  equazione  dimostra  che  (considerandole  positive  quando  sono 
dirette  in  senso  inverso)  si  ha: 

e  per  conseguenza  to  e  p  hanno  lo  stesso  segno. 
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Dunque  :  Secondo  che  M  è  situato  o  no  nella  parte  del  piano  limitato  da  D 
e  contenente  à,  gli  zeri  dell'equazione  proposta  sono  o  no  situati  nella  parte  del 
piano  limitato  da  A  e  contenente  D.  Se  poi  M  è  su  D  gli  zeri  dell'  equazione 
stessa  sono  necessariamente  allineati  su  A.  Foniamo  ora  che  m  sia  reale,  se  gli 
zeri  di  f{z)  sono  reali,  lo  sono  anche  quelli  di 

f(z)  +  Mr{z) 

per  qualunque  valore  reale  di  M  ;  in  questo  caso  infatti  À  essendo  Tasse  reale, 
il  parallelismo  sussiste  per  qualunque  valore  reale  di  M.  Ricaviamo  che  se  gli 
zeri  di  f{z)  sono  sopra  una  retta  (come  caso  particolare  passante  per  Torigine) 
sulla  stessa  retta  stanno  gli  zeri  di 

f{z)  +  Mr{z):=0 

se  M  è  sulla  retta  stessa,  o  sulla  parallela  condotta  per  l'origine  nel  Io  caso 
e)  Si  possono  ripetere  studi  analoghi  per  la  combinazione 

A«)-M /•'(») 

e  di  qui: 

lo  Se  gli  zeri  della  funzione  f{z)  di  genere  zero  sono  situati  sopra  una 
retta  A  ,  quelli  di 

f\z)-WrHz)  =  0 

sono  o  no  sulla  stessa  retta ,  secondo  che  M  si  trova  o  no  sulla  parallela  a  À 
condotta  per  l'origine. 

20  Nell'ultimo  caso  gli  zeri  della  funzione  f\z)-l]}f%z)  sono  situati  da 
una  parte  o  dall'altra  di  ^, 

3.  Supposto  ora  che  f{z)  sia  una  funzione  di  genere  zero  (tutto  quanto  espo- 
niamo ora  vale  anche  per  i  polinomi  algebrici),  consideriamo  la  combinazione 
lineare  : 

f{z)^-lìf'{z) 

in  cui  M  è  complesso.  Tenendo  fisse  le  notazioni  già  adottate  ricordiamo  che  la 
condizione  di  parallelismo  delle  rette  OM  e  A  è  data  da: 

A  B  A^  +  B, 
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da  cui  : 


00 

y    1  _     1 


v-i     ^v 
Prendiamo  sopra  A  un'origine  a  partire  dalla  quale  si  contino  le  distanze 

'i  '2  >  •  •  '  ^*v  •  •  ' 

degli  zeri  di  fi^z)  e  la  distanza  ).  di  un  punto  variabile.  L'equazione  precedente 
si  può  scrivere  : 

00 

2  rrn  =  «««*• 

Quando  X  varia  da  una  quantità  \  fissa  alla  successiva,  il  1°  membro  varia 
da  —  00  a  +  00  crescendo  continuamente,  perchè  la  sua  derivata  rapporto  a  '*  è 
positiva.  Esso  assume  dunque  una  volta,  ed  una  90I  volta  il  valore  costante  dei 
2o  membro.  Possiamo  quindi  asserire  : 

Se  gli  zeri  di  f{z)  sono  disposti  sopra  una  retta  A,  così  è  pure  degli  zeri  di 

/•(»)  +  Mr(z) 

se  M  è  sulla  parallela  a  A  condotta  per  Torigine. 

Gli  zeri  delle  due  funzioni  si  alternano  secondo  la  legge  di  Rolle. 

Piti  generalmente  :  Se  gli  zeri  di  /(z)  sono  situati  sopra  una  retta  ,  essa 
contiene  anche  gli  zeri  di 

Nr(^)  +  Mr(z) 

se  l'angolo  delle  due  rette  OM  ,  ON  è  uguale   alla   inclinazione  di  À   sul!'  asse 
delle  X, 

Gli  zeri  delle  due  funzioni  si  succedono  su  A  seguendo   la  legge   di  Rolle. 

§  VI. 

Distribuzione  delle  radici  di  una  funzione  di  genere  zero  in  uno  spazio  angolare; 
studio  della  disposizione  delle  radici  della  derivata.  —  Studio  analogo  jìer  h 
funzioni  di  genere  uno. 

1.  È  importantissimo  lo  studio  della  varia  distribuzione  delle  radici  nel  piano 
della  variabile  di  una  funzione  olomorfa  Jntera ,  in  rapporto  alla  distribuzione 
delle  radici  della  derivata.  —  È  una  specie  di  estensione  del  teorema  di  Rolle. 
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Comincieremo  a  considerare  il  caso  più  semplice  di  distribuzione  dei  punti 
zero ,  in  uno  spazio  angolare  ;  porremo  poi  condizioni  meno  restrittive ,  che  ci 
condurranno  a  risultati  abbastanza  soddisfacenti.  Dimostriamo  senz'altro,  perle 
funzioni  di  genere  zero,  il  teorema  seguente;  (mostrerò  poi  come  esso  si  possa  ri- 
cavare come  corollario  di  un  teorema  più  generale).  —  «  Se  le  radici 


«1  >  «2  7 


di  una  funzione  f{z)  semplice  di  genere  zero,  sono  tutte  contenute  entro  un 
angolo  avente  il  vertice  neir  origine ,  e  i  due  lati  compresi  in  uno  dei  4  qua- 
dranti formati  dagli  assi  coordinati,  nello  stesso  angolo  sono  contenute  tutte 
le  radici 


^1  »  ^; 


2  y 


di  ^(2)». 

Pongasi 

e  sia 

6  =  6'  +  t&" 
una  radice  di  f'{z)\  si  avrà: 

donde,  colla  posizione, 
si  ha: 

/  00  00  00  QO 

(     ig  e»      i^i  e»  3^j  e»      jg  e» 


e  quindi: 


b'       tx  «=» 


!;< 
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Supponiamo  p.  es.  che  V  angolo  che  contiene   tutte  le  a^  ,  sia  compreso  noi 

lo  quadrante;  allora  le  a^^' ,  a^^"  saranno  positive,  e  i  rapporti  —„  saranno   tutti 

compresi  fra  due  limiti  positivi  l ,  L. 
Ora: 


donde  sci^rue  che 


ossia 


è  compreso  fra  l,  e  L.  Inoltre  le  b'  e  6''  per  la  (1)  sono  positive.  Adunque  h  è 

compreso  entro  rangole  contenente  le  ajf. 

Tentiamo  di  estendere  queste  considerazioni  alle  funzioni  di  genere  uno: 
Consideriamo  una  funzione  f(z)  semplice  di  genere  uno;  le  sue  radici  sieno 

Oj  ,  ag ,  .  .  .  . 

le  radici  della  /"(«) 

&!  ,  ^2  » ^H (ì^  generale  b) , 

e  la  disposizione  delle  radici  di  f{z)  sia  identica   a  quella   del  teorema  prece- 
dente. 

Per  fissare  le  idee  poniamo  di  essere  nel  !<>  quadrante,  e  la/'(z)  non  abbia 
radici  nulle.  —  Si  ponga: 


si  otterrà: 


a^  =  «v'  +  ^  ^v"         &  -  />'  -4  ib'' 
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X  1^5  )( 
da  cui,  (escludendo  la  radice  b  =  0),  si  ba: 


che  si  scinde  nelle  due: 

V(&'-a;)«;-(6"-a;')a;'  Vo/(&>'-a;')H-a/'(fc'-av')  _  _ 

ove  si  è  posto: 


ossia 


d,  =  (6'  -  a,')*  +  (6"  -  a/O*        l«vl*  =  «'v*  +  «'7 


v=»i"v  l"v>2 


ove,  ponendo 


si  ha: 


6'y_<_+6"y^iL=2y"-'^ 

ti^^vl»»!*  ^idv!«vl*  ^.l«vl*'«v 


QA  00 

A^y  <     B-y  <' 


v=i      l"vt    "'V 


00 

B6'+A6"  =  2y-i5^-  (3) 


Vesj     '•*V 


rfy  |rtvl^ 


Ora,  essendo  le  somme  A  e  B  positive,  la  (3)  ci  dice  subito  che  h*  e  b"  non 
possono  avere  valori  entrambi  negativi ,  ossia  non  possono  esistere  radici  della 
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derivata  nel  quadrante  3o  opposto  a  quello  in  cui  esistono  le  radici  della  fun- 
zione. —  Dividiamo  ora  in  ottanti  il  piano,  e  supponiamo  che  le  radici  della  fun- 
zione stiano  nell'ottante  lo;  allora  oltre  all'essere    a/  e  a^"  positivi  si  avrà: 

Le  (2)  e  (3)  ci  danno: 

(2')  A6'-B6">0    e     (3')  B  6' +  A  6"  >  0. 

La  (2')  e  (3')  escludono  che  le  radici  si  possono  trovare  nei  quadranti  2o  e 
30.  Di  più  la  (3')  ne  avverte  che  non  possono  esistere  radici  h  nel  1^  ottante, 
ove  6"  è  negativa,  e  6"  >  6'  per  essere  A  >  B.  Possiamo  quindi  enunciare: 

Le  radici  della  funzione  derivata  non  possono  trovarsi  che  nei  due  ottanti 
adiacenti  a  quello  in  cui  si  trovano  le  radici  della  funzione  oltre  l'ottante  lo  dei 
punti  zero  della  f{z). 

Analogo  risultato  si  ottiene  considerando  un  ottante  qualsiasi  del  piano.  — Si 
può  seguire  un  metodo  affatto  diverso,  ma  più  elegante,  noi  modo  seguente. 

2.  Se  f{z)  è  una  funzione  semplice  di  genere  m,  senza  radici  nulle,  e  le  sue 
radici  sono 

ove 

a^  =  p^  (cosO^  +  Z  sen  Oy)     e    «  =  p  (cosO  -i-  i  sen  6) 

è  una  radice  della  derivata,  otteniamo  (Vedi  §  III  n.  2)  le  relazioni: 

fA^  VP  ^QQ  ^^  +  ^^^)  -  Pv^QS (m  -f  1)0^  Vpsen(0+mey)-(p^sen(m-hl)0^      ^    ,, 

v«i  Pv    ^v  ^1  Pv     ®v 

che  legano  p  e  6  e  ci  offrono,  interpretate,  importanti  risultati. 
Per  w  =  0  le  (4)  e  (6)  diventano: 


y  p  cos^  _  y  p^^en  0^  y  p  sen  0  _  y  p^  sen  0^ 

ossia  posto: 


v=i  \t     H'  V  ^  \  h  ^'     h   K' 
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o  1    ila: 


cosO^ 


n         A      V  Pv  eoe 
Cpcos6  =  2j^'-^ 


V=l 


(4') 


00 

e  p  seno  =  5]- 


V— » 


^  sen  9^ 


(5') 


eia,   cni  facilmente  si  ricava: 


^p^  sen  (0-0,) 


=  0     (6) 


V=l 


L'ultima  relazione  trovata  ci  dà  la  riprova  del  teorema  dimostrato  al  n.  1; 

se  diffatti  le  0^  sono  comprese  fra  0  e  ^ ,  risulta  che  1'  angolo  0  non  può  essere 

superiore  al  loro  lìmite  massimo ,  né  inferiore  al  loro  limite  minimo ,  perchè  i 
termini  della  serie  (6)  non  possono  essere  tutti  positivi  o  tutti  negativi.  Risulta 
semplicemente  per  questa  via  dimostrato  il  teorema.  D'altra  parte,  (come  osserva 
il  Cesare),  se  consideriamo  il  centro  di  gravità  del  sistema  che  si  ottiene  appli- 
eando  agli  zeri  di  f(z)  un  sistema  di  pesi  che  varino  in  ragione  inversa  del  qua- 
drato della  distanza  a  uno  zero  Q  di  /"(«),  questo,  come  si  trae  dalle  (4')  e  (5') 
è  precisamente  Q.  Di  più  se  si  indica  con  q^  la  distanza  positiva  o  negativa  del 
punto  a,  da  una  retta  qualunque  passante  per  Q  si  deve  avere: 


v=i^v 


essendo  questa  somma  una  forma  differente  della  (6). 

Questa  forma  della  (6)  però  ci  esprime  che  gli  zero  di  f\£)  debbono  essere 
distribuiti  da  una  parte  e  dall'  altra  di  ogni  retta  passante  per  un  punto  qua- 
lunque di  f\z)\  di  guisa  che  se  gli  zeri  di  f{z)  sono  disposti  lungo  una  linea  in- 
definita senza  singolarità,  gli  zeri  di  f\z)  sono  situati  dal  lato  concavo  della  li- 
nea^ se  questa  è  retta,  gli  zeri  di  /''(«)  saranno  sulla  retta. 

Se  la  funzione  f[^z)  è  di  genere  uno  le  relazioni  diventano: 


O)     P 


cos  (0  +  Oy)  _  Y»  C08  2  0, 


=r 


sen(0-f  Oy) 


t=l     Pv  ^v 


i-'=S 


v=i 


sen  2  Oy 

6  « 


(8) 


Ora  se  le  radici  di  f{z)  sono  contenute  nel  lo  quadrante, 


'  =  2 


»»<5 
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ni  della  (8)  essendo  tutti  negativi ,  saremmo  condotti  ad  un  assurdo.  Analo|:h; 
considerazioni  si  possono  fare  per  la  divisione  del  piano  in  ottanti  e  si  Teril- 
cherebbo  le  conclusioni  già  trovate. 

§  VII. 

Studio  sulla  distribuzione  delle  radici,  nel  mezzo  piano  ,  di  una  funzione  di  ^ 
nere  zero,  in  relazione  alla  disposizione  dei  punti  zero  della  derivata.  CtMì, 
di  uno  studio  generale  di  disposizione  arbitraria  in  tutto  il  piano. 

1.  Esaminiamo  ora  il  caso  in  cui  le  radici  siano  arbitrariamente  disposte  in 
una  metà  del  piano,  caso  in  cui  si  può  costruire  uno  speciale  poligono  compren- 
dente tutti  i  punti  zero  dalla  funzione.  Dimostreremo  che  il  poligono  stesso  li- 
mita pure  lo  spazio  in  cui  possono  stare  le  radici  della  derivata  e  che  qneìt 
proprietà  non  sussiste  per  le  funzioni  di  genere  qualunque,  ma  è  caratterisiia 
per  quelle  di  genere  zero. 

Supponiamo  dunque  che  la  funzione 


«•>=n(-e 


v=i 

sia  olomorfa  e  di  genere  zero,  e  i  punti  a^  giacciano  in  una  metà  del  piano.  Si 
costruisca  ora  il  poligono  avente  per  vertici  punti  zero  di  f(z)  e  tale  da  divi- 
dere il  piano  in  due  parti,  in  una  delle  quali  giacciano  tutte  le  radici  di  f{z\. 
Si  dirà  vertice  multiplo  quello  in  cui  cadono  più  radici  di  f(z\  interno  del  po- 
ligono la  porzione  di  piano  comprendente  tutte  le  radici;  il  poligono  stesso  po- 
ligono delle  radici. 

Coordiniamo  ora  ad  un  punto  z  mediante  la  relazione: 


00  00 

7  v=l       V  V=l 


r^  e 


*^v 


=  Z 


un  punto  z. 

Se  il  punto  z  giace  fuori  del  poligono  (che  supponiamo  diverso  da  una  li- 
nea retta)  congiungiamolo  con  un  vertice  del  poligono  (che  chiameremo  o^)  in 
in  guisa  che  questo  si  trovi  da  una  parte  sola  della  retta  tracciata  e  scegliamo 
gli  indici  delle  radici  di  f{z)  in  modo  che  mediante  rotazione  della  retta  consi- 
derata essi  siano  incontrati  secondo  la  serie 


«i^s 


X  139  )( 
Costniiamo  geometricamente  la  somma  convergente 


formata  da  segmenti  che  hanno  argomento  di  segno  contrario  ai  lati  rispettivi 
del  poligono:  otterremo  così  una  spezzata  uscente  dairorigine,  avente  per  punto 
limite  i. 

Siccome  per  la  posizione  di  z  fuori  del  poligono  delle  radici  V  angolo  de- 
scritto dalla  retta  za^  b  minore  di  ic,  risulta  che  la  spezzata  costruita  non  potrà 
chiudersi;  il  che  è  condizione  necessaria  affinchè  z  sia  radice  di 

r{z)=o 

poiché  in  questo  caso  f  cade  neirorigine, 

Nessuna  radice  di  f'{z)  può  giacere  fuori  del  poligono;  solo  su  un  lato,  ma 
in  un  vertice  multiplo,  in  generale  internamente  ai  poligono  stesso.  Resta  cosi 
stabilito  il  teorema  per  le  funzioni  di  genero  zero. 

Consideriamo  ora  il  caso  (sempre  per  le  funzioni  di  genere  zero)  in  cui  le 
radici  della  f(z)  si  trovino  tutte  comprese  in  uno  spazio  angolare  contenuto  in 
un  quadrante  qualsiasi.  Si  costruisce  l'analogo  poligono  delle  radici  e  con  un 
ragionamento  semplicissimo  si  deduce  che  le  radici  della  derivata  debbono  tro- 
varsi neir  interno  del  poligono  stesso,  e  quindi  comprese  neir angolo  considerato. 
Risulta  dunque  dimostrato  che: 

«  Se  le  radici 


di  una  funzione  semplice  di  genere  zero  f(z) ,  sono  comprese  entro  un  angolo 
avente  il  vertice  neirorigine  e  i  due  lati  compresi  in  uno  dei  quattro  quadranti 
formati  dagli  assi  coordinati,  nello  stesso  angolo  sono  contenute  tutte  lo  radici 


Oi  >  ©2  >  '  •  • 

della  derivata  f\z).  » 

Siccome  d'  altra  parte  nessuna  condizione  di  grandezza  vi  è  posta  quanto 
all'angolo  comprendente  le  radici,  possiamo  altresì  considerare  il  caso  limite  in 
cui  questo,  tendendo  a  zero,  le  radici  della  funzione  cadono  su  una  retta  uscente 
dairorigine.  Risulta  ancora  stabilito  : 

€  Se  le  radici  sono  allineate  coll'origine,  sulla  stessa  retta  cadono  le  radici 
della  funzione  derivata  come  caso  particolare,  se  le  radici  della  funzione  sono 
reali,  lo  stesso  accade  delle  radici  della  derivata. 
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In  questo  caso  infatti,  il  poligono  riducendosi  ad  una  retta,  il  punto  Oj  giace 
air  oc,  e  la  retta  za^,  percorre  un  angolo  minore  di  ir,  quando  t  giace  fuori 
della  retta.  Le  radici  giacciono  dunque  su  di  essa. 

2.  Le  altre  proposizioni  stabilite  per  le  funzioni  di  genere  zero  sono  carat- 
teristiche, esse  non  sussistono  per  funzioni  di  genere  superiore. 
Sia  infatti 


^+....^ 

mOu 


v=i    \         «v/ 
una  funzione  trascendente  di  genere  m,  Dalla  formola 


f'(z), 
fiz) 


appare  come  la  derivata,  indipendentemente  dalle  a^ ,  contiene  una  radice  nulla 
multipla  secondo  m ,  il  che  ne  impedisce  di  generalizzare  il  teorema.  Mostriamo 
che  le  radici  della  derivata  sono  reali,  nel  caso  lo  siano  quelle  della   funzione. 
Poniamo  ancora 


OD 


e  le  a^  siano  reali. 

Consideriamo  ora  un  numero  complesso  z ,  costruiamo  (in  senso  inverso)  Ja 
spezzata  analoga  al  caso  precedente.  Se  w  è  pari 


è  sempre  positivo  e  costruendo  la  spezzata  è  facile  vedere  che  {  non  può  tor- 
nare neirorigine  e  di  più  l'ultimo  tratto  di  rette  della  serie  sarà  parallelo  ai- 
l'asse  reale.  Se  m  è  dispari  (m  =.2n  -f  1)  costruiamo  la  somma  : 

00  flP 

Ad  un  segmento  — r  segue  poi,  positivo  o  negativo  un  segmento  pa- 

rallelo  all'asse  reale, -^^^  ;  si  ottiene  cosi  una  serie  di  tratti  rettilinei  che 
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TC  ,   cosicché  ognuna  delle  parallele ^j^^  si  scosta  sempre  più  dall'asse  reale. 

Resta  così  provato  che  se  una  funzione  trascendente  di  genere  m  ammette 
solo  radici  reali,  ciò  pure  avviene  della  sua  derivata. 

Le  dimostrazioni  già  date  nei  numeri  precedenti  di  questo  paragrafo  con 
metodo  affatto  geometrico  adottato  dal  Witting  (1885),  verificano  proprietà  già 
dimostrate  con  metodo  algebrico. 

i\i  algebricamente  che  dimostrarono  queste  proprietà  il  Laguerre,  il  Chiò, 
il   Poincaré,  THermite,  il  Cesare  ed  altri. 

3.  Darò  un  cenno  di  uno  studio  generale  del  Prof.  Vivanti  sopra  la  distri- 
l^nzione  arbitraria  in  tutto  il  piano  dei  punti  zero  di  una  funzione  olomorfa  di 
genere  qualunque. 

Sia  f(z)  una  funzione  intera  cioè  uniforme  finita  e  continua  insieme  a  tutte 
le  sue  derivate  in  tutto  il  piano  eccettuato  il  punto  airinfinito^  le  sue  radici  siano 
comunque  disposte  nel  piano .  si  può  facilmente  dimostrare  che  essa  determina 
nel  piano  della  variabile  complessa  quattro  sistemi  di  linee  finite  o  infinite 
^n,  ,  Mj  ,  tWg ,  Mj.  Le  m^  M,  si  succedono  alternativamente  congiungendosi  le  une 
alle  altre  all'  infinito  o  in  punti  a  distanza  finita  in  cui  la  tangente  è  parallela 
all'asse  delle  x. 

Le  mg  ,  Mg  si  succedono  alternativamente  le  une  alle  altre  all'  infinito  o  in 
pnnti  a  distanza  finita  in  cui  la  tangente  é  parallela  all'asse  delle  y. 

Le  linee  m^  ,  Mg  tagliano  le  m^  Mj  ad  nugoli  retti. 

I  punti  (Mj  Mg)  ,  (M^  wig)  ,  (m^  M^^  sono  posti  zero  della  f(z);  i  punti  (m^  m^) 
sono  posti  zero  della  f(z)  o  della  /"'(«).  Nei  posti  zero  della  f{z)  la  tangente  alla 
m^  è  paralleta  all'asse  delle  y,  e  la  tangente  alla  m^  é  parallela  all'asse  delle  x. 

Su  ciascuna  linea  m^  m^  fra  due  posti  zero  consecutivi  della  f{z)  vi  ha  un 
numero  dispari  di  posti  zero  della  f(z). 

Le  dimostrazioni  degli  enunciati  precedenti  trovano  il  loro  posto  nel  «  Gior- 
nale di  Matematiche  »  Voi.  23  p.  114  (1885-86). 

§  vm. 

Ideile  funzioni  oloforme  a  coefflcienti  reali.  —  Teoremi  e  proprietà  fondamentali. 

1.  Tratteremo  in  questo  paragrafo  brevemente  quanto  concerne  le  funzioni 
intere  a  coefficienti  reali.  Queste  funzioni  olomorfe  posseggono  oltre  tutte  le  pro- 
prietà delle  altre  funzioni  intere  alcune  loro  particolari  che  importa  notare.  Però, 
nello  studio  da  noi  intrapreso  esse  non  occupano  un  posto   importante  —  e  qui 
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ne  faccio  cenno  solo  per  renderlo  più  completo,  e  meglio  conoscere  la  fisionomia 
delle  funzioni  che  formano  l'oggetto  delle  nostre  ricerche. 

Cominceremo  coiresporre  il  segnante   teorema   da   cai   trarremo   le   conse- 
guenze che  ne  occorrono. 

a)  Se  si  ha  una  funzione  intera 

Asso 

e  si  indica  con  c^^'  la  quantità  coniugata  di  c^  ,  le  radici  della  funzione  intera: 

OD 

sono  coniugate  di  quelle  della  f(z). 
Posto 

Cf,  =  r„  e  e',,  =  r^e 

se 

2  =  p  e"? 
è  radice  di  f(z)  si  ha: 

00  ^  00  00 

^«■O  ft^H)  hm9 

e  dovendo  essere  quindi  : 


co 

i     2  •>;,(,"  eoa  (M^  +  htf)  =  0 

(1)  ', 

I  00 

!     S  ^Ap'*8en(taA  +  ^9)  =  0 


sarà 


00  ^  QO  00 

rW  =  5]  r^p*e*'"****'^^'^'  =  5]  »-/i?*co8(-w^f7icp)+t5]  r^p*sen(- 10^4  A^) 
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poiché  le  (1)  ne  sono  le  condizioni  necessarie  e  safficienti.  Quindi  se 

55  =  p  e*f 
fe    radice  della  f{z) 

^   una  radice  della  F{z). 

Scaturiscono  immediatamente  i  seguenti  corollari: 

b)  Una  funzione  intera  a  coefficienti  reali;  ha  le  sue  radici  reali  o  coniu- 
gate a  due  a  due. 

e)  Una  funzione  semplice  di  1»  classe ,  le  cui  radici  siano  reali  o  coniu* 
^ate  a  due  a  due,  ha  tutti  i  coefficienti  reali;  lo  stesso  può  dirsi  per  una  fun- 
zione semplice  di  seconda  classe,  purché  alle  radici  coniugate  si  assegnino  come 
corrispondenti  numeri  di  convergenza  uguali. 

d)  Se  si  ha  una  funzione  di  prima  classe 

G(i) 
F{z)=:e       nz) 

in   cui  f{z)  è  una  funzione  semplice  e  la  ^{z)  ha  i  coefficienti  reali,  cosi  pure 
sarà  della  Q(z)  e  della  /(«). 

e)  Se  F{zi  è  una  funzione  di  seconda  classe  avente  tutti  i  coefficienti  reali, 
essa  potrà  scomporsi  in  due  fattori,  di  cui  uno  sia  una  funzione  semplice  f{z) 

G(*) 
e  l'altro  un  esponenziale  e      ,  in  modo  che  i  coefficienti  di  f(z)  e  di  G(z)  sia- 
no reali. 

2.  Dimostreremo  ora  (in  modo  diretto)  il  seguente  teorema  sulle  funzioni  in- 
tere a  coefficienti  reali. 

f)  «  Se  una  funzione  intera  a  coefficienti  reali  ha  più  di  una  radice  reale, 
fra  due  radici  consecutive  di  essa  è  compreso  un  numero  dispari  di  radici  della 
cierivata  ». 

Sia  F(z)  la  funzione  e^  se  essa  è  di  seconda  classe,  i  numeri  di  convergenza 
si   intendono  presi  come  è  indicato  al  corollario  e).  Si  avrà  (  §  I  formola  (m)  ). 


Ì^=-^«'<-| 


(2) 


assume  valori  reali  per  valori  reali  di  C. 

Sieno  a^  ,  a^  due  radici  consecutive  della  F(e)  e  sia  Oj^  >  a^. 
Se  poniamo 

in  cui  £  è  quantità  positiva  arbitrariamente  piccola,  il  secondo  membro  della  (2) 
avrà  un  valore  grandissimo  e  il  suo  segno  sarà  quello  del  termine  Àr^'""  deìk 
serie 


,Pv 


-^  a/^  {z  -  a,) 


(S) 


1  /aj  -f  €\  Pi 
essendo  questo  grandissimo  di  fronte  agli  altri  ;  esso  vale  -  ( I     . 

Analogamente  se  facciamo  z  =  a,  —  e  il  secondo  membro  della   (2)  avrà  un 
valore  grandissimo ,  e  il  segno  sarà  quello  del  termine  z<^'**»"  della  serie  (3)  che 

vale (  — —  y^.  Ora  essendo  a^  ^  Oi  diversi  da  zero ,  si  può  sempre  pwa- 

dere  e  in  modo  che  aj^  e  a^  f  e  sieno  dello  stesso  segno  e  così  a^  e  O;- e;  se- 
gue da  ciò  che 

è  grandissimo  e  positivo  per  2r  =  aj|  +  e,  grandissimo  e  negativo  per  ^  =  0^-5. 

Mentre  z  percorre  rintervallo  reale  da  a^  ad  a^  la  F(2)  non  si  annulla,  né 
cambia  di  segno  perchè  fra  a^  e  a,  per  supposto  non  è  compresa  alcuna  radice 
reale  ;  ne  segue  che  per  z  =  a»  +  e  e  per  z  =  a,  —  e  ,  Y\z)  avrà  segni  opposi 
Dunque  fra  a^  e  a^  la  Y\z)  ha  un  numero  dispari  di  radici. 

Dal  suesposto  si  deduce  che  le  funzioni  intere  olomorfe  a  coefficienti  reali 
si  connettono  colle  funzioni  intere  a  radici  reali  ;  che  le  prime  comprendono  k 
seconde  e  le  funzioni  aventi  radici  coniugate  a  due  a  due.  Tutte  quindi  le  pro- 
prietà delle  funzioni  olomorfe  a  radici  reali,  sono  inerenti  a  corrispondenti  fon- 
zioni  a  coefficienti  reali. 

L'ultimo  teorema  esposto,  come  caso  particolare,  può  applicarsi  a  funzioni 
di  1»  classe  a  radici  reali. 


SULL'ANALISI  INTRINSECA  DELLE  CONGRUENZE 


NOTA 


DEL 


Dott.   T.    CI  FARE  L  LI 


1.  Ci  proponiamo  di  esporre  in  poche  pagine  alcune  delle  più  importanti 
piroprietà  dei  sistemi  oo*  di  rette,  mettendo  in  uso  i  procedimenti  della  Oeome- 
tria  intrinseca. 

Le  formole  fondamentali  [})  per  l'analisi  intrinseca  delle  congruenze 

Sx      dw      .       ,  Sx      dx  , 


da^      da^ 


do^     do  2 


if-=l--«+fc,x+j, ,  %yi-^+h<^+p., 


Sz       dz 


hz       dz 


applicate  al  punto  C  ^  (o ,  o ,  X)  di  un  raggio,  diventano 


8x 

> 

5y          , 

> 

Sy 

Sz               d\ 

> 

Sz          d\ 

(1) 


(})  Casaro ,  Geometria  intrìnseca  p.  202. 
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Si  ha  quindi,  indicando  con  M  la  radice  positiva  della  somma  dei  quadrati  dei 
tre  determinanti  del  second'ordine  contenuti  in 


Px 


^-9-* 


3j-X 


i»» 


»-i  + 


♦•.+ 


ax_ 

99, 


che  i  coseni  direttori  {a,h  ,c)   della  normale  in  C ,   alla    superficie  (C) ,  sono 
dati  da 


Vi 


1  ^^^ 


Pt 


»•»  +  — 


do. 


r,+^-      X-2, 


Per  definire  su  (G)  un  doppio  sistema  di  linee  coordinate  (u ,  r)  sostittuamo 

da 


0 

ai  quozienti  differenziali  —  altri  quozienti  determinati  dalle  relazioni 


d  d  d  d  d  d 


da  cai 


(2) 


(3) 


Affinchè  i  due  sistemi  siano  ortogonali  dov'essere  A(w,t;)  =  0;  ed  indicando  con 
9,  ed  «2  gli  archi  su  u  e  t;  abbiamo 


^«1     Qi 


6^*2         Q2 


^2 


ds. 


(4) 


a»,  ~  Qi  3tt  '    9«,  ~  Qg  a» 


Dopo  ciò  alle  (2)  e  (3)  possiamo  sostituire  le  seguenti  : 


d  d  ^    d         d  ^     d  ^     d 

Ssi    QiP  ac,    Q,r  ac,  '  ?«,    Q,r  ao,    Q»r  aoj* 


(5) 
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Indicando  con  (er^  y  \  y  q)  ed  (a^ ,  &2  9  ^s)  ^  coseni  direttori  delle  tangenti 
alle  linee  «j  ed  «^  ;  e  con  (5  ,  >3  ,  J)  1®  coordinate  di  un  punto  (05 ,  y  ,  2)  rispetto 
al  triedro  definito  dalle  tre  direzioni  (a^  ,  b^  ,  cj  ,  (a,  yb2yC^y(aybyc)e  le- 
gato alla   superficie   (C),  si  hanno  le  seguenti  relazioni 

y  =  6i  5  +  &j  1)  -f  &t      ,     n  =  a,  a;  +  &2  y  f  e,  («  -  >) ,  (6) 

2  =  ).  +  Ci5  +  ^2*1  +  C2   ,      C  =  aaj  +  òy  +  c  e»  -  X). 

Se  si  applicano  le  seconde  delle  (5)  alle  funzioni  x^t/yZ  e  nel  punto  C^(0,0,>), 
si  ha,  tenendo  presente  le  formolo  fondamentali  per  l'analisi  intrinseca  delle  su- 
perficie e  delle  congruenze,  e  le  sostituzioni  (6), 

""^ = d^^  ■"  ?r ^'  -  ««)         '  «« = è^'  -^  è ^'-  "'^' 

Applicandole  invece  alle  funzioni  S  ?  >]  ^  C ,  si  hanno  delle  relazioni  che^  per  Tar- 
bitrarietà  di  $  ,  >3 ,  t ,  si  riducono  alle  seguenti  : 


(8) 


ove  si  è  posto 


A,  =  -fc,c,-a,  +  2a2^     ,    A2=  -  ^2-^2  +  ^  a  ^  , 

B.  =  -  fcjCj  -  Oj  H-  2  a  ^     ,    Bg  =  -  fc^Ci  -  6,  +  2  a^  — ,  (9) 


D,  =  -A:,c  -a  +Sa,;rp*    ,    J)t  =  -k,e  -b +  la,  ^ 
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Applicando  ora  le  prime  delle  (5)  si  ottengono  formolo  analoghe  alle  (7)  e  (8' 
che  si  ricavano  con  molta  semplicità  da  queste  stesse,  e  sono  : 

Pi  =  PiQi^i  +  S'iQs^»       »         ^  -  3^2  =  -  9A\^i  +  Pi^ì<^2  f 
«1  -  ^  =  PiQfii  +  ?|Q2&2       »  Pi--  3'2Q!^  +  P2Q«^    > 


(10) 


I)i=i>iQiG,-giQA     ,     D,  =  -g,Q»G,-paQ,a2,  (H) 

Bt  =i>,QtN,  -  g.Q,T      ,    B,  =  -  g^Q^T  -i^^Q^N, . 

Dalle  (10)  si  ricavano  pure  le  seguenti: 

i'iQi  =  a^Pl+^((Z|->)  +  c,(r,  +^)     ,      -^2Qi  =  0|(^-92)+^r2+C|(^2+  ^)  ; 


^iQg  =  «2Pf+&2(3|-^)+C2(^+ — )       ,       PiQi  =  «2(^-22)+^2l'2+<^2(^2+^  )  • 

Notiamo  che  le  formolo  fondamentali  per  l'analisi  intrinseca  delle  congruenza 
si  debbono  saper  trasformare  in  quelle  relative  alle  superficie,  e  ciò  effettiva- 
mente s'ottiene  applicando  le  seconde  delle  (6)  alle  funzioni  5  >>!  •  C  ?  sviluppando 
i  secondi  membri,  tenendo  conto  delle  (6)  e  delle  formolo  fondamentali  relativa 
alle  congruenze,  ed  applicando  le  (9),  (11)  e  (12), 

Inversamente  le  formolo  fondamentali  per  le  congruenze  si  ricavano  da 
quelle  relative  alle  superficie  applicando  le  prime  delle  (5)  alle  funzioni  x,y,^y 
sviluppando  i  secondi  membri ,  tenendo  conto  delle  (6)  e  delle  formole  fonda- 
mentali relative  alle  superficie,  ed  applicando  le  (10) ,  (11)  e  (9). 

I  due  moduli  delle  sostituzioni  (5) ,  inversi  V  un  dell'  altro,  sono  rispettiva- 
mente dati  da 

Per  le  (8)  si  calcola  immediatamente  in  ogni  punto  C  ^  (0 , 0 ,  X)  della  su- 
perficie (C)  la  curvatura  totale 


K-N,N,-T  ._Q---^__  _ . 


(14) 
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2.  Per  le  congruenze  normali ,  scelta  T  origine  snlla  superficie ,  il  triedro 
legato  alla  congruenza  si  faccia  coincidere  con  quello  legato  alla  superficie, 
e  si  ha 

0,=&g=:C=l       ,      &|=C|  =  ag  =  C2  =  0  =  6  =  0, 
Ql  =  Q3  =  l  ,      tt    =«|      ,      V-9^, 

A,=Asj-~-l       ,    B,  =  B,  =  0  ,  D.  =  -fci  ,  Dg  =  -A:,, 

Il  confronto  delle  due  espressioni  di  T  dà  la  nota  proprietà  che  nelle  congruenze 
normali  il  parametro  medio  distributore  è  nullo  ;  tralasciamo  di  far  vedere  che 
questa  proprietà  è  caratteristica.  La  curvatura  totale  poi  è  data  da 

Prendendo  le  linee  di  curvatura  a  linee  coordinate  si  ha  i>i=i?8  =  0,  e 
quindi 

La  congruenza  è  anche  normale  alla  superficie  descritta  da  (0,0,X,),  ove  Xj=cost; 
perciò  il  triedro  mobile  su  essa  si  può  sempre  definire  in  modo  che  sia  S  =  a;, 
)]  =  y,  e  la  curvatura  totale  della  corrispondente  superficie  è  data  da 


affinchè  sia  K  =  K, ,  dev'essere  \^  —  X^  (5,  +  g^)  =  0;  quest'equazione  è  soddisfatta 
da  X|  =  0 ,  9i  +  ^2  =  ^t  =  cost.  La  soluzione  X,  =  0  dà  la  stessa  primitiva  super- 
ficie, l'altra  soluzione  poi  è  soddisfatta  dalle  superficie  di  Weingarten  definite 
dalla  relazione  R|+H2  =  ^, ,  con  >,  costante.  Per  la  superficie  ad  area  minima 
le  due  soluzioni  coincidono. 
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Trattandosi  ancora  di  congruenze  normali,  si  applichino  le  prime  delle  (^. 
a  X  ,  e  guardando  le  terze  delle  (10),  si  ha  che  per  simili  congruenze  si  verificai)  l> 
sempre,  relativamente  alla  superficie  (C),  le 

_  ax  _d\ 

che  anzi  queste  sono  caratteristiche.  Onde  «e  la  superficie  generata  da  (0,0,v», 
si  deforma  per  semplice  flessione^  portando  invariabilmente  connessi  i  ragffi  della 
congruenza^  Vorigine  del  segmento  X  descriverà  sempre  una  superficie  normale  ni 
raggi ,  perchè  rimangono  ancora  soddisfatte  le  soprascritte  condizioni.  Quei>t  • 
teorema  è  dovuto  al  Prof.  Beltrami. 

Le  stesse  condizioni  dicono  pure  che  il  teorema  regge  anche  in  deforma- 
zioni più  generali,  purché  i  nuovi  segmenti  X  variino  in  modo  che  esse  condi- 
zioni restino  verificate. 

3.  Rappresentazione  sferica,  —  Da  un  punto  fisso  O  ^  (X ,  Y ,  Z)  tiriamo  i  ra^r ji 
paralleli  a  quelli  della  congruenza,  e,  nel  senso  inverso,  poi  stacchiamo  su  cia- 
scun raggio  un  segmento  uguale  all'unità;  l'estremo  M'^(X,Y,Z  —  1)  descri- 
verà una  superficie  sferica,  la  quale  sarà  l'immagine  della  congruenza  data. 

Se  indichiamo  con  (ac' ,  y' ,  «';  le  coordinate  di  P  ^  (x ,  y  ,  2)  rispetto  al  trie- 
dro mobile  sull'immagine  sferica,  si  ha,  disponendo  convenientemente  dell'orien- 
tazione dei  due  assi  x'  ed  y'  ^ 

x-X-y'    ,    y  =  Y.fa?'    ,    2  =  Z-l-f«'. 

Indicando  con  s\  ed  s*^  gli  archi  dell'immagine  tangenti  rispettivamente  ad 
a?'  ed  y',  viene  do^  =  ds\  ,  da^  =  ds\ ,  da  cui 

Se  prendiamo  ora  in  queste  relazioni  come  variabili  ac' ,  y' ,  a'  successiTa- 
mente  ,  ed  applichiamo  le  solite  formolo  fondamentali,  si  ha,  come  dovevaui» 
aspettarcelo , 

N',:=N'2=1     ,     T'  =  0    ,    G',  =-fc,     ,     G\^k^.  (15) 

Immagine  delle  assintotiche  di  una  superficie, —  Se  s^  è  un'assintotica  si  ha 

Pi     P% 

FiP2 
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Guardando  poi  le  (5)  si  ha  per  le  assintotiche  «^ 

ossia  movendoci  su  «2  varia  solo  a^ ,   e  la   corrispondente   immagine  sferica  è 
definita  da 


G'2  =  ik2. 


(16) 


Per  Taltra  assintotica  si  ha  : 


d  _     -2i7, 


Qi 


r-  =  cos  9  3—  +  sen  9  -—  =     _____  ^      , 


ossia  a  dipende  solo  da  0,   che  è  come  5  definita  dalla  direzione  9.   Sicché    la 
corrispondente  immagine  sferica  è  data  da 


?""     ds'^    ^' 


(17) 


ove  si  è  posto  fe^  =  fc,  cos  9  —  A:^  sen  9.  Indicando  con  20,  T  angolo  delle  due  as- 
sintotiche si  ha  20|  +  9  =  -  . 

Potevamo  ritenere  geometricamente  evidente  che  al  variare  di  un'assintotica 
s  varia  solo  <s  definito  dalla  stessa  direzione  di  s  :  che  anzi  piil  generalmente 
se  s  ed  «'  formano  un  sistema  doppio  coniugato  al  variare  di  *  varia  solo  e', 
ed.  al  variare  di  «'  varia  solo  a,  e  reciprocamente. 

Se  la  superficie  è  pseudosferica  dev'essere  PiPi=  cost.,  ma  p,  4-j»2  =  0,  per- 
ciò 2?!  =  cost.  ,j?2  =  cost.,  e  la  prima  del  Codazzi  diventa 


i 


r 


(18) 


sono  le  immagini  delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica.  La  prina 
può  scriversi 


G 


a20^  _  a20| 


'^      ds' 


e  questa,  che  traduce  un  fatto  geometrico  intrinseco,  permette  di  poter  scriTer? 
per  l'altra  assintotica 


(18') 


Supponiamo  che  T  immagine  di  un  sistema  doppio  coniugato  su  una  super- 
ficie S  coincida  con  quella  delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica. 
Siano  8  ed  s^  le  due  linee  coniugate  su  S ,  T  angolo  20,  da  esse  formato  è 
dato  da 


tg20,=:^^  =  ^     I    sen20,  = ^ 


,    cos26|  = 


Pi 


VV  +  ^1* 


Ora  siccome  movendoci  su  e  varia  solo  (Xg ,  come  movendoci  su  s^  varia  solo  e 
definita  dalla  stessa  direzione  di  e,  la  ^,  =  0  per  l'immagine  di  s,  dà 

ossia  su  S  è  Gj  =  0.  Anche  la  curvatura  geodetica  di  «  è  nulla,  come  risulta  se 
il  triedro  della  congruenza  lo  leghiamo  all'altro  sistema ,  ossia  al  coniug-ato.  S^ 
ha  dunque  il  noto  teorema  :  Se  Vimmagine  di  un  sistema  doppio  coniugato  coin- 
cide con  V  immagine  delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica ,  quel  «- 
stema  doppio  è  formato  di  geodetiche.  Le  superficie  su  cui  esiste  un  sistema  dop' 
pio  coniugato  formato  di  geodetiche  diconsi  superficie  di  Voss. 

4.  Formole  relative  alle  due  falde   della  superficie  focale.  -  Se  riferiamo  la  fi- 
gura alla  posizione  0  =  6o ,  i  punti   centrali  coincidono  nel   punto   medio  ,  ed  ^ 

piani  focali  sono  definiti  da  due  direzioni  reali  od  immaginarie  date  da  cos20,=— . 

Qui  si  ha 


q==q'  =  Qo    ,    p-p'=2l     ,    P'\-p'==2pQ     ,    p^l-^po 


Po-^' 


( 


Ac,  =  A:co86,4A:'sen$4  ,  r,=-rcoB0|4r'8en&, , 

Ic^  =  —  fcsenO|+fc'cosO|       ,  rj=— rsen6,-f  r'cos6 


(19) 


Per  la  falda  della  saperflcle  focale  corrispondente  al  fuoco  (0,0,  q^)  le  (1) 
diventano 


ox  ., 


?^-0 


;ì=,.-,.=-.v..-v    ,    ;-f^=o. 


(20) 


'      977  =  '-^  + 


9g, 


Indicando  con  «,  l' arco  tangente  a  z  si  ha  subito  5--  =  r.  +  -- ,  da  cui 

9j,  5^2 


d^. 


cioè  ;=r~  =  — pr-  = r—  :  per  le  (7)  dunque  si  ha,  come  dovevamo  aspettarcelo 


r^  +  ó— 


a,  =  0    ,     ò,  =  0    ,     e,  =  1. 


Essendo  poi  qui  M  =  21  Ir^  +  o^)  ^  ^  coseni  direttori  della  normale  sono  dati  da 


a= p-^=-sen2^     ,    6=:-~  =  -cos20,     ,     c  =  0; 

conseguentemente  restano  definiti  gli  altri  tre,  e  sono 

a2  =  -^=- cos26,     ,    &,  = —   =sen20,    ,     Cj  =  0. 
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Le  stesse  (7)  poi  danno  pure 

r  +^ 
Q^     5,0,         21  '  Q,r     3,^,0,     2Z  Sq^ 

Per  il  calcolo  delle  direrse  corvatare  si  ha  che  le  (9)  diventano 


1     .           ,        ^2», 

B,=^ 

B.  =  >/--* 

e  qaindi 

^           1      Vi*-V     , 

{ 

ri                 1           Po 

da,      l                     1 

T  _»20,          *. 

A.  =  - 


•JP-Po' 


B«  =  *-'^'  (21) 


*     3', 

VÌ!^_p^/_^^  (22) 

^»  2i«  2Z«  a«'  ^ 

22»  "*■      2Z«  8g,  " 

Per  l'altra  falda  della  superficie  focale,  ove  le  coordinate   del  fuoco  sono 
(0,0,5,),  1®  (1)  diventano 

—  =  5,  -  g,  :=  -  2  >/Z*-Po*  > 


Sx 

=  Pt 

=  2po 

6y^ 

da, 

=  0 

82 

=  '•• 
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il  dunque  y  =  0  «7  piano  tangente  in  ogni  punto  ;  si  ha  poi ,  scegliendo   conve- 
nientemente il  senso  della  normale,  e  ad  archi  8^  le  linee  inviluppate  dai  raggi. 


a, 

b, 

C| 

= 

0 

0 

1 

a. 

b. 

Ci 

1 

0 

0 

a 

b 

e 

0 

1 

0 

Ponendo  p,  (r^  +37)  -  (9i  -  ««)  (♦'t  +  ^)  =  A  ,  le  (7)  porgono 


P»      -  (gi  -  q,)  ZJì-P* 

Q,r         à  '     Q,r    A  ' 


gì  _ 


"^  +  a. 


ag, 


e  quindi  successivamente 


A,'  =  0 


Di'  =  0 


N/. 


9i-g» 


T'  = 


^i^^'i-fi^s)-^»;'! 


G,'  = 


T'  = 


Ty  + 


5j, 


2 


(21') 


(22') 


La  formola  corrispondente  alla  seconda  del  Codazzi  conferma  la  coincidenza 
delle  due  espressioni  di  T. 

Qui  pure  senza  seguire  il  metodo  generale,  si  ha  che  le  direzioni  a  e  7  di 
una  tangente  nel  piano  ^  =  0  sono  definite  da 
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e  quindi 


E  = i ,    n  = ^ '-■ 

La  carvatura  della  corrispondente  sezione  normale  è 

53         SS 


Adoperando  la  solita  segnatura  si  hanno  le  prime  e  le  terze   delle  (22') ,  dopo 
aver  osservato  che 


^i-^^^^ti^i-q^)  ^^Pi- 


Immagine  delle  sviluppabili  di  una  congruenza.  —  Le  dae  serie  di  sviiappablli 
si  hanno  quando  ci  moviamo  sugli  archi  che  abbiamo  chiamato  8^  delle  due 
falde  della  superficie  focale.  Si  ha  rispettivamente  per  le  due  falde 


C089  ;r--  +  sen  9     -     (23) 


con 


tg9=--^=:-Z?L=     ,     cos9=^^^     ,    sen9  =  ^    ,    20,  +  9=5; 
perciò  le  rispettive  immagini  relative  alle  sviluppabili  ff-,  e  9^  sono 

5.  Trattandosi  di  congruenze  normali,  si  scelga,  come  al  (§  2),  l'origine 
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9\j^àa    uiiOi    oupoiiiv/i^ 


\J\JLL      \jOOt»      SJ 


JV/«      V>      OA      UC» 


^1  =  ^2  =  0      ,     i>o  =  0      ,      26,  =  ; 


Le  (22)  diventano 


N.  =  - 


N,= 


2Z      2i  ^52  ' 

3a, 


G,  =0 


^2 


?l2 

T    = —  r- 

21  cq^ 


Andiamo  ora  ad  esprìmere  queste  quantità  in  funzione  delle  stesse ,  (che  per 
distinzione  scriveremo  surlineate),  relative  alle  superfìcie  cui  la  congruenza  è 
normale.  È  ^^  =  0,  quindi  anche  i?i  =  0,  e  perciò 

N2  =  f  =  ^    ,      G;  =  ^     ,       T  =  0. 

Ql         ^2  ^1 

È  venuto,  com'era  da  prevedersi,  T=0,  perchè  le  sviluppabili  di  una  congruenza 
normale  tagliano  la  superficie  lungo  linee  di  curvatura.  Le  prime  delle  (5)  di- 
ventano 


^"^'a^ 


d 


da  cui 


a,, 


d«9 


^T, 


&Ri 

5s, 


G,  =  0 


SRi 


G,= 


Rj — Rg 


T   = 


-1     N,  a«2 


d«, 


Ri- Ri  N,  ?Ri 
5«i 


La  G|  =0  assieme  a  p^,  come  segue  dalle  (22)  traduce  il  seguente  teorema  d.> 
vuto  al  Prof.  Belti'ami  :  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  «w  ««- 
gruenza  sia  normale  è  che  essa  sia  costituita  dalle  tangenti  ad  un  $istem  ii 
geodetiche  sopra  una  superficie. 

6.  Affinchè  una  congruenza  sia  costituita  dalle  tangenti  ad  un  sistemai 
assintotiche  sopra  una  superficie  le  (22)  dicono  che  occorre  e  basta  che  à 
l=^PQf  ossia  che  le  due  falde  della  superficie  focale  coincidano.  Inoltre  le  stesie 
(22)  danno  subito  la  nota  espressione 


K  =  - 


4Z« 


(25! 


per  la  curvatura  totale  della  superficie  focale.  Gli  stessi  risultati  danno  le  (%• 


7.  Perchè  le  sviluppabili  della  congruenza  taglino  le  superficie  focali  lii^ 
linee  di  curvatura  le  (22)  e  (22')  dicono  che  occorre  e  basta  che  sia  coDiei- 
poraneamente 


cioè 


c2  6^  _      k^ 
ds,  dq^ 


^2  0, 


^  2  +  o  ,  ^2  "*" 


9', 


^or. 


^l(^f-32)  =  ^2l'l1 


,       -fc4N/^*-V  =  Arsilo; 


Atj  sen  26i  +  k^  cos  20,  =  0. 


(26) 


^',    ■'■  ''y  +  ^  ^''o 

'^"«— ..;    "-^- 

"^^^-^^-^  "''«firn  '"*.*:^. 

'  '•  Vi  . 
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delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica. 

Per  una  superficie  S  di  Guichard  definita  dal  fuoco  (0,0, 5,)  la  falda  C, 
della  sviluppata ,  relativa  alle  linee  di  curvatura  a, ,  ha  in  ogni  punto  la  Dor- 
male parallela  al  corrispondente  raggio  della  congruenza ,  alle  cui  sviluppabili 
corrisponde  su  C^  un  sistema  doppio  coniugato ,  ove  in  ogni  istante  V  angcè 
delle  due  linee  è  uguale  a  29^.  Sicché  per  quanto  si  è  visto  nel  f§  3)  si  ha  che 
ogni  superficie  di  Ouichard  ha  per  una  falda  della  sviluppata  una  super^cU  S, 
Voss.  Si  scorge  pure  che  inversamente  :  le  sviluppanti  di  una  superficie  di  Vàm 
rispetto  alVuno  od  all'  altro  sistema  delle  geodetiche  del  sistema  doppio  conivfot^: 
sono  superficie  di  Guichard  (*). 


(*)  Guichard.  Comptes  Rendus ,  t.  CX ,  1890. 


(continua) 


SULLA  DERIVABILITÀ  DI  UN  SISTEMA  DI  FORME  BINARIE 

DA  UN'  UNICA  FORMA 
CON  APPLICAZIONE  AL  SISTEMA  DI  DDE  CUBICHE  BINARIE 

NOTA 

DEL 

Dott  FILIPPO  DE  ASTIS. 


Partendo  da  certe  relazioni  tra  le  forme  invariantive  di  due  cubiche  binarie 
e  dalla  loro  rappresentazione  tipica,  è  stata  trovata  una  sostituzione  lineare  ca- 
pace di  trasformare  le  due  cubiche  date  in  altre  che  si  possono  considerare 
come  le  derivate  parziali  prime  di  una  stessa  forma  biquadratica  (^). 

Io  mi  propongo  in  questa  nota  di  trattare  lo  stesso  problema,  tenendo  di 
mira  la  ricerca  della  sostituzione  lineare,  e  di  dedurre  poi  la  rappresentazione 
tipica  delle  due  cubiche  date.  Alla  risoluzione  di  tale  problema  premetto  Tespo- 
sizione  di  un  metodo  di  indole  generale  per  la  deduzione  di  un  numero  qualun- 
que di  forme  binarie  di  grado  n  da  una  stessa  forma  di  grado  più  elevato,  me- 
diante le  derivate  parziali  di  questa  rispetto  alle  sue  variabili  binarie. 

I. 

1 .  «  Se  due  funzioni  razionali  intere  di  una  o  più  serie  di  variabili  binarie 
«  f{^  ,y  ,^  , ,  w)        ,        9  (ce  ,  2/  ,  £J  , ,u) 

«  omogenee  rispetto  alle  variabili  di  una  stessa  serie,  per  es.  la  serie  x,  si  de- 
«  ducono  runa  dall'altra  mediante  Toperazione  elementare  di  polare 


^^p-Pijizr+JPijz- 


dx, 


dx9 


(con  p  differente  da  x) , 


C)  V.  Olebsch- Theorie  der  binSren  algebraischen  Formen  §  98. 
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)(  W2  )( 
«:  i  valori  delle  x  e  delle  p  soddisfacenti  alle  due  equazioni 

«  /(aJ,y,«, ,u)=0        ,        ?(ae,y,«, t*)*=0 

«  se  non  verificano  la 

«  (ay)  =  0, 

«  dovranno  soddisfare  le  due  equazioni 

fiiXjVjZj ,  w)  =  0        ,        <Pi  («  ,  y  ,  «  , ,  «*)  =  0 

«  dedotte  dalle  date  e  di  gradi  più  bassi  nelle  x  e  nelle  p  ». 

Sia  f{x  )  y  i  z  7  •  •'  yU)  una  funzione  razionale;  intera,  omogenea  e  dì  grni^ 
n  nella  serie  x  e  di  grado  m  nella  serie  p ,  ed  abbiasi  per  supposto 

^xpfi^fV}^} ,  t*)  =  <P  (^  ,  2/ ,  « «) 

dove  la  funzione  f  sarà  omogenea  e  di  grado  n  -  1  nelle  x^  e  di  ^adon  +  l 
nelle  p. 

Possiamo  scrivere  la  f  nel  seguente  modo  : 

f  =  A^x^""  Eo  +  «AiOJi'^-'Xj  Ei  -H  'L^-^^^  A,  Xi"" *  0?,*  E,  + + 

-h  nA^.i  {Tja?,'-^  E^.i  +  A^  a?,*  E^ 

dove  Ao,Ai,...,A^  sono  i  coefficienti  preparati  della  f^  ed  E^,  E^^E,, ...  J^ 
denotano  termini  indipendenti  dalla  serie  x.  Possiamo  inoltre  porre 

AoEo  =  ai«  ,  A^Ei  =  a^^'»  a,  -, ;  A^.^E^.^  =  a.a^'"'^  ;  A^E„  =  a**       (I) 

ed  allora  la  /  sarà  rappresentata  simbolicamente  da  a^**,  cioè  ; 

È  poi  ovvio ,  che  si  avrà  : 

Ciò  posto,  dalle  equazioni 
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L  ^.^  B^X^K 


Px  •  «1  ««""  '  +  -Ps;  ««  ««'*"*  =  0 
v^remo,  che  se  non  è  soddisfatta  la 

Lovrà,   essere 

equazioni  queste  che,  per  le  (1),  hanno  un  significato  perfettamente  determinato, 
e   che  sono  di  grado  n  -  1  nelle  x  e  di  grado  m  nelle  p. 

2.  «  Segue  immediatamente  che  la  proposizione  precedente  sussiste  anche 
nel  caso  di  una  funzione  : 

«  r(aB,j/,2, ,tt) 

«   somma  di  più  funzioni  razionali;  intere  ed  omogenee  rispetto  alle  variabili 
«   di  una  stessa  serie;  purché  si  prescinda  dai  coefficienti  numerici  della  fun- 
«   zione  <t>  (dedotta  dalla  F  mediante  l'operazione  D^p)  provenienti  dall'  opera- 
ie  zione  di  polare  applicata  alle  singole  funzioni  della  F  )>. 
Se  è  infatti 

F  =  a^~  +  ò^'**  H-  c^'  + +  ej 

(dove  a^** ,  hj^^ . . . ,  hanno  lo  stesso  significato  della  f  del  §  1) 


0-a^--Up+ò«*"-»6p  +  6, 


«-1- 


«'fii 


avremo 


(xp)  =  0 , 
ed  étfòltidéndò  questa^  i^àranno  verificate  le  due  equazioni: 


)(  164  )( 

II. 
1.  Consideriamo  ora  una  forma  binaria 

c  costruiamone  le  derivate  parziali  uesime  rispetto    alle   variabili  a?i    e   a^.    Ot- 
terremo cosi  n  +  1  forme  di  grado  m  -n  del  tipo 

f    —  —  i  A    w-w  A    n    .    ^  _  —  1  A    *»»-'»  A  **"!  A     • 

-f       —  _i.  —  1  A    *»»-»»  A  « 
1  /  n+l  ^  Px  '*  "" 


dove 

X  =  m  (w  -  1)  (w  -  2) (m  -  »  +  1) 

e  si  riconoscerà  agevolmente,  sviluppando  le  espressioni  delle  forme  f^  ,/,  y-fn^v 
che  gli  ultimi  m  —  n  coefiScienti  di  ciascuna  di  esse   coincidono    (a   prescinderf 
dai  coefficienti  binomiali)  con  i  primi  ni  —  »  della  successiva. 
Date  quindi  m  forme  binarie  di  ordine  n 

f^a^-     ;     (p  =  6,-     ;     *  =  c,"; ;  X  =  «*"    >     ^  =  ^x'* 

per  trovare  le  sostituzioni  lineari  tali  che  le  forme  trasformate  sieno  le  derivate 
parziali  (m  —  l)-e8ime  di  una  stessa  forma  di  grado  m  }-  n  —  1,  eseguiremo  sulle 
forme  date  la  sostituzione 

(2) 

ed  ottenute  le  forme  trasfoimate,  eguaglieremo  gli  ultimi  n  coefficienti  di  ciascuna 
di  esse  con  i  primi  n  della  consecutiva  (a  prescindere  sempre  dai.  coefficienti 
binomiali).  Otterremo  cosi,  com'è  facile  riconoscere,  un  sistema  di  n(m-l)  equa- 
zioni omogenee  e  di  grado  n  tra  i  coefficienti  a  e  ^  della  sostituzione  lineare. 
Le  soluzioni  delle  equazioni  cosi  costruite  daranno  tutte  le  sostituzioni  lineari 
rispondenti  al  problema  propostoci. 
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«  nelle  a  e  ys,  si  riduce  sempre  (escludendo  le  soluzioni  che  danno  il  modulo 
«  A=(a^^)  della  sostituzione  eguale  a  zero)  al  sistema  lineare  omogeneo  di  n{m-ì) 
<  equazioni  tra  i  coefficienti  della  sostituzione  lineare. 

Senza  nuocere  alla  generalità  della  quistione  consideriamo ,    per   fissare   le 
idee,  4  forme  di  S^  grado 


f:=aj    -,    (f  =  bj    ;    ^  =  cj    ;    x  =  ^« 


(m  =  4  ,  n  =  3} 


e  cerchiamo,  se  è  possibile,  la  sostituzione  lineare  atta  a  trasformarle  in   altre 
che  sieno  le  derivate  parziali  terze  di  una  stessa  sestica  binaria. 

Eseguendo  sulle  forme  date  la  sostituzione  lineare  considerata^  avremo  : 

f=aj=\a^  (ai  x/  +  ft  a?,')  +  a^  (a^  x^'  +  /S,  x^')  \^  = 

=  «a*  oc\^  +  Sa\  a^  ac'i*  x'g  +  Sa^  a^^  x\  x'^*  +  a^*  x'g^ 
9  =  V  =  V  ^'1'  +  3  ò^»  òp  X',»  x',  +  3  ò^  6p«  x\  0?',^  +  6p«  x',» 
cj;  =  c^s  =  Cg^»  x7  +  3  Ca*  cp  X V  aj'a  +  3  c^^  Cp»  x'j  a?',^  +  cp»  x^ 
X  =  d^*  =  d^«  x'i»  +  3  d^^  dp  xV  ^'2  +  3  ci^  dp«  fl?'i  a?'g»  +  d^^  xV  --^^^  • 

ed  eguagliando  i  3  ultimi  coefficienti  di  ciascuna  rispettivamente  con  i  primi  tre 
della  successiva,  otterremo  : 

ftp®  =  Cj^  cp»  =  d^*  dp    ;     cp«  =  d^  d^« 

sistema  di  w(m  — l)-9  equazioni  di  30  grado.  Osserviamo  intanto  che  a  pre- 
scindere da  fattori  numerici  le  equazioni  trovate  si  deducono  V  una  dall'  altra, 
accoppiandole  a  due  a  due ,  mediante  operazioni  di  polare  del  tipo  D^^^  ;  per 
es.  polarizzando  la  prima  si  ottiene  la  2»,  cosi  pure  dalla  2^  si  ottiene  la  4^,  e 
così  di  seguito.  In  virtù  delle  proposizioni  del  cap.  I,  dal  sistema  (3)  passeremo 
(escludendo  le  soluzioni  che  danno  (a^^)  =  0)  ad  un  secondo  sistema  di  2^  grado 
nelle  a  e  /S  ,  dato  daUe  : 

«1  «a  «p  =  \  V     ;     «1  «p*  =  ^1  ^a  ^p  =  «1  <^a       ì     ^1  h^  =  ^i  ^a  <^^  =  ^i  ^a*  ì 

Cj  Cp*  =  dj  dgj  dp 

«2  ^a  «3  =  ^2  V     ;      «2  «3*  •=  h  K  h  =  <^2  Ca*      ',      &2  ^8*  =  ^2  ^a  ^o  =  d,  d^^»  ; 


Cg  Cp*  =  dg  djj  d^ 


* 


)(  IM  )( 

Queste  equazioni  si  deducono  pure  Vvmm  dall'altra  mediante  l'operazioDe  D^c.  : 
e  propriamente  polarizzando  la  prima  si  ottiene  la  2» ,  polarizzando  la  3*  ai  ot- 
tiene la  4«  ecc.  ;  e  perciò  dedurremo  un  altro  sistema  di  primo  grado  nelle  a  e 
nelle  /:{,  costituito  dalle  equazioni 

«i*«e=^^*^a  ;  aiaa«p=^ft»&«,  ;  «i  ««  «p  =  ^  2>8  ^a  ?  V«p  =  V*aì 
^*^p  =  ^l*«a  1  ^  ^«  ^.6  =■  ^i  ^%  ^a  5  h  \  &p  =  C|  Cg  Ca  ;  V^p  -  ^t  ^a  ? 
Cj*  cp  =  cfi*  da    ;    Cj  Cj  Cp  -  </,  dj  df^j  ;    Cj  Cg  Cp  =  rfj  d,  d^  ;   e,*  c^  =  d^  d^ 

che  si  riducono  a  9  equazioni  essendo  la  2*  identica  alla  3*1  la  6*  alla  7*  e  In 
10»  alla  11*. 

In  generale  dal  sistema  primitivo  delle  n(m  —  1)  equazioni  di  grado  n  nelle 
a  e  /S,  dedurremo  un  secondo  sistema  derivato  di  2(n  -  l)(m  — 1)  equazioni  di 
grado  n  —  1  soddisfacenti  alla  condizione  di  potersi  dedurre  Tuna  dall'altra  me- 
diante operazioni  del  tipo  D^^.  Ottenuto  questo  secondo  sistema,  passeremo,  se- 
guendo lo  stesso  procedimento ,  ad  un  terzo  sistema  derivato  composto  di 
4(n  -  2){m  -  1}  equazioni  di  grado  n ^  2  ;  e  dalla  natura  stessa  delle  equaaoni 
del  2o  sistema  si  riconoscerli  che  delle  4(n  — 2>(m  -  1)  equazioni  di  grado  h— 2 
ve  ne  sono  (tn  —  1)  (n  -  2)  ripetute  due  volte ,  cosicché  il  3©  sistema  derivato 
si  comporrà  di  3(n  -  2)(m  -  1)  equazioni  di  grado  n  '-'2.  Da  questo  3»  sistema 
passeremo  allo  stesso  modo  ad  un  4o  sistema  derivato  dal  3<>,  e  composto  di 

6{n  -  3)  (m  -  Ij  -  2  (n  -  3)(m  -  1)  =  4(/i  - 3)(m  -  1) 

equazioni  di  grado  n  —  3  ;  e  cosi  proseguendo  dedurremo  sistemi  derivati  l'uno 
dall'altro  di  gradi  sempre  più  bassi  sino  ad  arrivare  ad  un  sistema  lineare  omo- 
geneo tra  le  a  e  )3.  Il  numero  poi  delle  equazioni  di  cui  è  composto  ciascun 
sistema  derivato,  sarà  dato  dalla  successione  dei  numeri  : 


n{m  -  1}  ;  2(n  -  \){nt  -  1)    ;    3(n  -  2)(m  -  1)    ;    4(7i  -  3)(m  -  l)  ; ; 

(i»-'l)X2XCw-*l)    ;    n(m-l) 

cioè  il  primo  sistema  sarà  formato  da  n(m— 1)  equazioni  di  grado  n,  il    2»  si- 
stema da  2^n—  l)(m  —  1)  equazioni  di  grado  n-1  ;  e  cosi  proseguendo  si  giun- 
gerà all'fi-esimo  sistema  formato  da  n(m— 1)  equazioni  lineari. 
Date  dunque  m  forme  binarie  di  grado  n 

f^a^-    ;   (?  =  ò,-    ;    ^  ^  cj^  ) ;x  =  «**   ;   ^  ^  gj" 

od  ottenuto  dalle  forme  trasformate  mediante  la  sostituzione  lineare  del  tipo  (2), 
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)(  ut  )( 
il  sistema  delle  n(«— 1)  equazioni  omogenee  di  grado  n,  deHa  forma 


V=^a^p'*"' 


questo  si  ridurrà  sempre  al  sistema  lineare  omogeneo  di  n(m— 1)  equazioni 


e  le  soluzioni  di  questo  sistema  daranno  tutte  le  sostituzioni  lineari  tali  che  le 
m  forme  trasformate  sieno  le.  derivate  parziali  (m-l)-esime  di  una  stessa  forma 
di  grado  m  +  n  —  1. 

Nel  caso  da  noi  trattato  di  4  forme  cubiche  binarie  >  abbiamo  ottenuto  9 
equazioni  di  primo  grado  tra  le  4  incognite  a| ,  a,  ,  P\ì  P%\  ®  quindi  in  generale 
non  si  ha  nessuna  forma  del  sesto  ordine  tale  che  le  sue  derivate  parziali  terze 
coincidano  con  le  4  cubiche  date.  In  casi  speciali  però  la  cosa  può  essere 
possibile. 

III. 


Ciò  premesso;  veniamo^  applicando  il  metodo  generale  anzidetto,  al  sistema 
di  due  cubiche  biji^arie. 
1.  Siano 


f^aJ^a^J^ ,        ,  =  6^».-6V  = 


due  cubiche  binarie^  e  proponiamoci  di  trovare  la  sostituzione  lineare  tale  che 
le  cubiche  trasformate  risultiao  derivate  parziali  prime  rispetto  alle  variabili  bi- 
narie di  una  stessa  biquadratica. 

Eseguendo  sulle  forme  date  la  sostituzione  lineare  (2)  y  avremo  : 

Z'  =  a^»  =  a^  x\^  +  8  a^  a^  x\*  x\  +  3  a^^  a^  x\  a'»  +  a^  x\^ 

^  =  6^»  ^  V  ar'i*  +  8  6.»  b^  057  ^«  +  8  K  V  ^\  ^'^  +  V  «^ V 
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ù  perchè  queste  sieno  le  derivate  parziali  prime  di  nna  stessa  biquadratica  •* 
necessario  e  safficiente  che  si  abbia 

Questo  sistema  si  ridurrà;  come  abbiamo  visto,  al  sistema  lineare  omogene*^ 
«1*  /^i  +  «1*  «2  flt  "  ^*  «1  -  ^*  &,  a,  =  0 

^1*  ^2  fil  +  ^1  ^2*  /^2  "^  ^1*  ^2  ^1  •"  ^1  ^2*  «2  =  0 
«1  «2*  /^l  +  ^2*  ^2  ""  ^1  ^2*  «1  "■  ^2*  «2  =  0 

e  ìe  a  e  le  p  soddisfacenti  a  questo  sistema  daranno  tutte  le  sostituzioni  lineari 
rispondenti  al  nostro  problema.  Le  soluzioni  di  questo  sistema  sono  oo^  e  diffe- 
riscono tra  loro  per  un  fattore  arbitrario ,  e  perciò  in  eflTetti  non  avremo  che 
una  sola  soluzione  in  generale ,  e  corrispondentemente  otterremo  una  sola  bi- 
quadratica le  cui  derivate  parziali  prime  coincideranno  con  le  cubiche  trasfor- 
mate secondo  la  sostituzione  lineare  definita  dalle 


fii 


-   «1*  «J 

6i' 

b*b. 

1  a,  a,* 

V*, 

b,  V 

!a,. 

hK 

6,» 

/^2 


a» 


— 

< 

ai»a, 

&t» 

<a% 

«iV 

V&2 

«i««* 

««» 

&iV 

=  p 


indicando  con  p  vma  costante  arbitraria,  e  supponendo  che  sia  diverso  da  zero 
almeno  uno  dei  determinanti  del  3o  ordine  dei  denominatori.  Facendo  p  =  1  e 
sviluppando  i  determinanti,  otteniamo  : 


i^i  =  - 


*  I 

a,  a,»    &,*  6,      b\  b\*  I  =  -  a,  6,  6', 

n,"         6,&,*      6',"       i 


6x» 


b\* 


"i  "f»     ^1  *»     ^'l '^  t 


I  a,* 


V       bV 


=  -  fl,  6»  6'»  (a6)(a&')(W'')  =  -  i  (66')*  (a6)(a6')  a, 
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/S«  =  y  (&ft')*(a&)(a*')«x  ;  ai  =  Y(aoOVa6)(o'»)ft,  ;  «j  =  -  y  (aa')'(a6)(a'6)6,. 
Per  la  sostìtazione  lineare  otteniamo  quindi 

a,  =  4-  i  {aa')*Kab) (a'b)  &,a?'i  -  (660*  iab)(ab')  a, a\  \ 

jTg  =  ^  I  ^  (aaO*  {ah)  {a^b)  b,  x\  +  (66')*  (ah)  {ab')  a,  x\  \ 

2 

donde  (trascurando  il  fattore  —  dove   A  è  il  modulo  della  sostituzione  lineare) 

ac',  =  (667(a6)(a6')a^ 

a?',  =  (aa')*(a6)(a'6)6^. 

I  secondi  membri  di  queste  sono  covarianti  lineari  simultanei  delle  due 
cubiche  date,  ed  hanno  un  significato  perfettamente  determinato.  Indicando  sim- 
bolicamente con  ir^  ^  Psc  rispettivamente  i  due  covarianti  lineari,  ponendo  cioè 

si  ha 
donde 

Cambiando  in   queste   il   simbolo  a  nel  simbolo  6  si  hanno  i  coefficienti 
analoghi  della  9,  e  quindi 

(jpY  f  =  (apYx\^'''ò(ap)\c^)x\^x\  +  3(ap)(ait)  ViajV-(aTE)'3C  V 
(icp)»  f  =  (6p)»jB',»-3(6p)*(6Tr)x'i*x',  +  3(6|>)(6Tt)ViXV-(&p) V,». 

Otteniamo  così  Tespressione  simbolica  tipica  delle  due  cubiche,  e  questi  ri- 
sultati coincidono  perfettamente  con  quelli  dati  da  C 1  e  b  s  e  h. 
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Mediante  le  (3)  gli  8  coefficienti*  delle  due  cubiche  si   riducono  a  5 ,   po- 
nendo 

{ap)^  =  A     ;     -(ap)«(ait)  =  (6i?)3  =  B     ;     (ai^XaiTy*  =  -  (òp)  =  C  ; 

-  (ai:)»  =  6p)  (òli)*  =  D    ;    -{òisj'^E 

e  facendo,  come  sappiamo,  ('^p)-  2-i,  avremo: 

S.i»  (p  =  BacV  +  2Cx7x 2  +  3Da;'prV  +  Ex',» 
Per  la  biquadratica  si  avrà: 

F  =  AxV  »  4Bx'i3a;'g  +  6Ca;'i*x',*  +  4Dx'ia?V  +  Ex',* 
donde  : 


cF 

'      ex. 


32  ii'  9  = 


aF 

Sx'a 


2.  So  i  determinanti  minori  del  3^  ordine  della  matrice 


ai»  a^*  a,         òj»  ò^*  6, 

a^*  a^         a^  a^*         ò^*  ò,         òj  ò^* 


I     a.  a 


1"2 


^  &/         V 


(^) 


sono  tutti  nulli;  senza  che  sieno  tutti  uguali  a  zero  i  determinanti  del  2^  ordine, 
avremo  : 


cioè 


«1  =  a«  ^  i^i  =  /^2  =  Ò 


Pi  -  |?j  =  TTl  =  TUg  =  0 


e  quindi  i  covarianti  ir^  e  p^^  saranno  nulli  identicamente.  Si  avranno  in  tal 
caso  00^  sostituzioni  lineari  soddisfacenti  al  problema,  e  corrispondentemente  od^ 
biquadratiche.  Cosi  per  es.  se  le  due  cubiche  date  sono  cubi  perfetti  si  avrà 

identicamente,  ed  in  questo  caso  si  otterranno  oo^    forme  biquadratiche. 
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Un  risultato  del  tutto  analogo  si  ha  quando  una  dello  cubiche  date,  per  es, 
la  9  ,  è  del  tipo 

r  +  XQ 

dove  Q=={fjày  e  X  è  una  costante  arbitraria.  Anche  in  questo  caso  si  ha 

^«  =  i^«  =  0 

identicamente. 

3.  Il  caso  infine  dei  determinanti  minori  tutti  nulli  della  matrice  v4)  non  ha 
importanza  alcuna,  giacché  questo  fatto  deriva  dalla  scelta  di  due  forme  cubiche 
particolari  coincidenti,  o  differenti  solo  per  un  fattore  arbitrario. 


In  un  prossimo  lavoro  tratterò,  seguendo  lo  stesso  procedimento,  il  problema 
analogo  per  il  sistema  di  3  forme  quadratiche  binarie. 

Napoli,  Novembre  1897. 
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SULLE 
SUPERFICIE  AD  AREA  MINIMA  APPLICABILI  SD  SÉ  STESSE 

PEL 

Oott.  L.  SINIGALLIA- Ferrara. 


Mi  propongo  qui  la  ricerca  delle  superficie  ad  area  minima,  che  sono  ap- 
plicabili sa  sé  stesse  in  un  nomerò  finito  di  modi.  Il  problema  analitico  corri- 
spondente dipende  come  nel  caso  di  una  superficie  qualunque^  dalla  determina- 
zione di  forme  differenziali  quadratiche  che  ammettono  trasformazioni  in  sé 
stesse.  Nel  caso  delle  superficie  minime,  per  le  note  formolo  di  Weierstrass, 
queste  forme  dipendono  da  una  funzione  di  variabile  complessa:  dunque  basta 
determinare  le  funzioni  di  variabile  complessa  che  corrispondono  alle  superficie 
cercate;  e  queste  alla  loro  volta  dipendono  semplicemente  dalle  funzioni  che  si 
riproducono ,  a  meno  di  un  fattore  costante  di  modulo  1 ,  per  le  sostituzioni 
lineari  di  un  gruppo  finito. 

Pertanto  il  problema  proposto  è  qui  risoluto  completamente  per  le  superficie 
minime  riferite  univocamente  al  piano,  cioè  per  le  superficie  minime  corrispon- 
denti a  funzioni  monodrome  di  variabile  complessa:  funzioni  che  supporrò  per 
semplicità  dotate  di  punti  singolari  costituenti  soltanto  un  gruppo   di  1*  specie. 

Trovo  cosi  5  classi  di  superficie  minime  dotate  di  un  numero  finito  di  ap- 
plicabilità su  sé  stesse,  in  corrispondenza  ai  5  tipi  di  gruppi  finiti  di  sostituzioni 
lineari  (ciclico,  diedrico,  tetraedrico,  ettaedrico,  icosaedrico).  Distinguo  inoltre 
il  caso  in  cui  le  applicabilità  considerate  avvengono  con  effettiva  deformazione 
della  superficie  ed  il  caso  particolare  in  cui  esse  riduconsi  a  movimenti  della 
superficie  in  bò  stessa.  In  ogni  gruppo  di  applicabilità  (tranne,  in  generale^  nel 
caso  ciclico)  vi  sono  sempre  applicabilità  che  si  riducono  a  movimenti  :  e  questo 
avviene  per  tutte  le  applicabilità  del  gruppo  nel  caso  icosaedrico. 

Ritrovo  ancora  tra  le  superficie  minime  dotate  di  un  numero  finito  di  ap- 
plicabilità su  sé  stesse,  quelle  già  segnalate  dai  sigg.  Hennerberg,  Scherk  e  le 
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trano  in  quelle  studiate  dal  sig.  Lecornu  (*). 

I. 
1.  Partendo  dalle  formole  di  Weierstrass 

a?  =  R   A 1  -  w»)  F(u)  du 

y  =  Ei  [(1  +  u^)  F(u)  du  (1) 

z=n  j2u F(w)  du 
Telemento  lineare  di  una  superficie  minima  ha  l'espressione 

ds^  ^  (1  +  MUi)* .  F(w)  •  Fi(Wi)  •  du  '  du^  ;  (2) 

essendo  u  l'affisso  deirimmagìne  del  punto  {x  ,  y  ,  z)  della  superficie  sulla  sfera 
di  Gauss,  u^  la  quantità  coniugata  delia  u  ed  F^  la  funzione  coniugata  della  F. 
Ora,  se  la  superficie  è  applicabile  su  sé  stessa  in  modo  che  al  punto  u  corri- 
sponda il  punto  Vj  dovrà  aversi 

(1  +  uu^y  F(u)  F,(Wi)  du  du^  =  (1  +  vv^y  F(v)  F^{v^)  dv  du^.  (3) 

ove  Vj  è  la  quantità  coniugata  di  v. 

Per  avere  la  relazione  che  lega  v  &d  u ,  supponiamo  disteso  sulla  nostra 
superficie  (1)  un  velo  (V;  fiessibile  ed  inestendibile  e  consideriamo  il  punto  u 
appartenente  alla  superficie  (I)  ed  il  punto  v  al  velo  (V).  Riguardando  (2)  e  (V) 
come  due  superficie  minime  applicabili  ;  possiamo,  per  un  noto  teorema  ('),  muo- 
vere (V)  rigidamente  nello  spazio  finché  le  normali  alle  due  superficie,  nei  punti 
u,v  corrispondenti  in  applicabilità,  divengano  parallele;  ossia  finché  questi 
punti  abbiano  la  stessa  immagine  sferica.  Le  due  quantità  v ,  u  vengono  quindi 
ad  essere  gli  affissi  delle  immagini  sferiche   di   uno  stesso  punto   di  (V)  prima 


(^)  Lecornu,  Sur  les  surfaces  possedant  les  mémes  plans  de  symétrie  que  Tun 
doB  polyédres  régulie)^  -  Acta  mathematica  X  Bd.  1887. 

(*)  V.  Darboux— Lefons  sur  la  thóorie  generale  des  surfaces-Promière  partie— 
Livre  III ,  Chap.  V. 


r 
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sponde  un  movimento  della  sfera  di  Qauss  in  so  stessa^  avremo 


V  = 


-  /5oW  +  do 


Vi  = 


(I) 


ove  6  =  affo  +  fif^o  =  !•  Sicciiè  essendo 


^  „  dv  dvt 

sarà  per  la  (3) 

F(y)Fi(yi)  dv^'dv^^  =  F(w)-Fi(Ui)  dw^-dwi»  : 

donde,  essendo  v  funzione  della  sola  U|  e  v^  funzione  della  sola  u^ 

VF(v) dv  =  k  \/F(u)  dw     ;      VÌ\(vJ rfVj  =  -  VÌ\(w7)  dUi- 

Ora  v^  è  la  quantità  coniugata  della  t?i ,  t/j  è  la  coniugata  della  t/ ,  Fj  è  li 

funzione  coniugata  della  F;  quindi  -  deve   essere    la    quantità  coniugata  di  l 

Ciò  è  possibile  solo  se  A:=  1  ossia  se  k  =  e*^  con  6  reale. 

Perciò  se  la  nostra  superficie  minima  è  applicabile  su  sé  stessa  in  modo  ci 

al  punto  u  corrisponda  il  punto  r,  la  funzione  UF{u)du  deve  trasformarsi  ir 

sé  stessa,  a  meno  di  un  fattore  costante  e'®  (0  essendo  reale),  quando  in  essa  si 
muti  «  in  V  tenendo  conto  della  (4).  E  se  una  superficie  minima  (1)  è  applica- 
bile su  sé  stessa  in  un  numero  finito  di  modi,  la  funzione  \IF{u)  du  deve  tra- 
sformarsi in  sé  stessa,  a  meno  di  un  fattore  costante  di  modulo  1,  per  un  grupp«o 
finito  di  sostituzioni  lineari. 

Le  superficie  minime  che  cerchiamo ,  si  ottengono  quindi  prendendo  per  li 
funzione  F(u),  che  compare  nelle  formole  di  Weierstrass;  il  quadrato  dMa  dm 
vaia  di  mia  fnmione  ^m)  che  torna  In  sé  stessa,  a  meno  di  un  fattor*;  coéta^k 
di  modulo  1  \  per  le  gostituzioni  lineari  d'  un  gruppo  finito  avremo  cioc  : 


Ora  se  per  le  sostìturioni  lineari  di  un  gruppo  finito  è 


(S) 


)(  175  )( 
si  ayr& 

quindi  le  funzioni  F(u)  definite  dalla  (5)  sono  tali  che  per  un   gruppo  finito  di 
sostituzioni  lineari  soddisfano  all'equazione  funzionale 


(6) 


essendo  0  una  quantità  reale.  Viceversa  se  una  funzione  F(w)  soddisfa  alla   (6) 

per  le  sostituzioni  lineari  di  un  gruppo  finito ,  V  jyJF  (u)  du  è  una  funzione  che 

per  quel  gruppo  di  sostituzioni  si  riproduce  a  meno  di  un   fattore   costante   di 
modulo  1.  In  altri  termini  le  (5),  (6)  definiscono  le  stesse  funzioni. 

2.  L'applicazione  della  superficie  minima  (1)  su  sé  stessa  definita  dalla  so- 
stituzione (4)  può  effettuarsi  prima  muovendo  rigidamente  il  velo  (V)  nello  spazio 
fino  a  fare  coincidere  le  immagini  sferiche  dei  punti  di  (V)  e  (I)  corrispondenti 
in  applicabilità,  ed  a  portare  un  punto  qualsiasi  (v)  di  (V)  nel  corrispondente 
(u)  di  (2)  ;  poi,  tenendo  fisso  questo  punto  e  flettendo  il  velo  (V)  fino  a  disten- 
dersi su  (2).  Con  questa  deformazione  l'immagine  sferica  di  (V)  non  verrà  alte- 
rata. Può  darsi  però  che  alla  fine  del  movimento  che  porta  il  punto  (y)  di  (V) 
nel  punto  {u)  di  (1)  e  che  fa  coincidere  le  immagini  sferiche  dei  punti  di  (V) 
e  (2)  che  si  corrispondono  in  applicabilità ,  il  velo  (V),  senza  bisogno  di  essere 
deformato,  si  trovi  nuovamente  disteso  sulla  superficie  (1):  in  questo  caso  le  po- 
sizioni del  velo  (V)  al  principio  ed  alla  fine  del  detto  movimento  coincidono  e 
l'applicabilità  si  effettua  mediante  un  movimento  che  riporta  la  superficie  in 
sé  stessa. 

Per  vedere  quando  ciò  accada,  osserviamo  che  il  valore  G(w)  della  funzione 
di  Weierstrass,  per  la  posizione  assunta  dal  velo  (V)  col  moto  rigido  cui  è  staio 
assoggettato  (e  che  è  definito  dalle  (4)),  è  dato  da  (^} 

G(u)=, -^ -^.F(-^tA.): 

e  quindi  per  la  (6) 


(•)  V.  Darboux  1.  e.  formolo  (21)  a  pag.  305. 
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Vediamo  cosi  che,  quando  6  è  multiplo  di  ir,  i  valori  delle  fanzioni  di  We- 
ierstrass,  corrispondenti  alle  posizioni  del  velo  prima  e  dopo  il  movimento  ri- 
gido cui  è  stato  assoggettato ,  coincidono  e  quindi  V  applicabilità  si  riduce  ad 
un  movimento  che  riporta  la  superficie  in  sé  stessa.  Se  invece  0  non  è  multiplo 
di  i:  il  velo  (V),  nella  posizione  assunta  col  detto  movimento  coincide  con  nna 
superficie  associata  a  (L)  ed  ha  bisogno  di  essere  deformato  per  poter  disten- 
dersi sopra  (I). 

Concludiamo  adunque  dicendo  che  :  8i  hanno  tutte  le  superficie  fninime  ap- 
plicabili 8tt  se  stesse  in  un  numero  finito  di  modi  prendendo  per  F(u)  il  quadrato 
della  derivata  della  funzione  piic  generale  che  si  riproduce,  a  meno  di  un  fat- 
tore costante  di  modulo  1,  per  le  sostituzioni  lineari  di  un  gruppo  finito. 

In  particolare  si  hanno  tutte  le  superficie  minime  che  tornano  in  sé  stesse, 
pei  movimenti  corrispondenti  ad  un  gruppo  finito  di  sostituzioni  lineari,  pren- 
dendo per  F(u)  il  quadrato  della  derivata  della  funzione  piò,  generale  che  per 
le  dette  sostituzioni  si  riproduce  a  meno  del  fattore  e''  :  la  F(w)  che  definisce 
queste  superficie^  soddisfa  adunque  per  le  sostituzioni  lineari  di  un  gruppo  finito 
all'equazione  funzionale 


^  (  -717T«  )  =  ("  ^0^*  +  °^o)'  ^\u)  (7) 


3.  Cominciamo  perciò  a  cercare  la  funzione  più  generale  che  si  riproduce, 
a  meno  di  un  fattore  costante  per  un  gruppo  finito  di  sostituzioni  lineari. 

Sia  {})  Z-Z{u)  una  delle  funzioni  razionali  fondamentali  del  grappo:  la 
Z(tO  bì  riproduce  costantemente  per  tutte  e  sole  le  sostituzioni  S  dei  detto 
gruppo. 

La  funzione  inversa  u  =  u(Z)  è  completamente  determinata  a  meno  di  so- 
.stituzioni  lineari  del  gruppo  cui  Z  appartiene  cioè  la  u  è  funzione  polidroma 
della  Z,  ma  tutti  i  valori  della  u  corrispondenti  ad  un  dato  valore  della  Z  ^  si 
ottengono  eseguendo  sopra  uno  qualunque  di  essi  (o  sopra  una  radice  qualsiasi 
deirequazione  u  -  t^  (Z)  =  0)  tutte  le  sostituzioni  S  del  gruppo  cui  Z  appartiene. 

Ciò  posto  9  =  9  (Z),  essendo  o  il  simbolo  di  una  funzione  monodroma  arbi- 
traria, è  la  funzione  più  generale  che  si  riproduce  assolufamente  pel  detto 
gruppo  di  sostituzione  S. 

Difatti  la  9(Z)  si  riproduce  assolutamente  per  tutte  le  S.  Inoltre  se  9o(m)  è 
un'altra  funzione  che  torna  in  sé  stessa  assolutamente  per  tutte  le  S,  possiamo 
riguardare  9o  come  funzione  implicita  della  Z, 
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^ella.  u  coiTiBpondenli  ad  un  dato  valore  della  Z,  si  deducono  da  uno  di  essi 
operando  tutte  le  sostituzioni  S  del  gruppo  e  per  queste  la  cp^  rimane  inalterata: 
dunque  cp^  è  funzione  nionodroma  della  Z  e  t(Z)  è  la  funzione  più  generale  che 
si    riproduce  assoluiamente  per  tutte  le  S. 

Collo  stesso  ragionamento  si  vede  che  se  '>]/  =  cj;(w)  è  una  funzione  nionodro- 
ma di  M  che  si  riproduce,  a  meno  di  un  fattore  costante  qualsiasi,  per  tutte  le 
S^   rig'uardando  i^  come  funzione  implicita  della  Z 

i^{xi)  =  à  \  u(Z)  \ 

la  ^  èi  funzione  polidroma  della  Z,  ma  i  diversi  valori  della  ^  corrispondenti  ad 
\in  dato  valore  della  Z  non  difiPeriscono  fra  loro  che  per  un  fattore  costante. 
d  logò 


Segane    da  ciò  che 
avrà  : 


rfZ 


è  una  funzione  monodroma  <f(Z)  della  Z  e  quindi  si 


i^  (u)  =  e 


[cpcZ; 


dZ 

du 


du 


/d'i  V* 
4.  Se  poniamo  F(tO  =  (—  )   essendo   <J;   la   funzione   ultimamente    trovata, 


avremo 


du, 


F(.)  =  .  |cp.Z)-[. 


(«) 


La  F(w)  sarà  funzione  monodroma  di  u,  quando  e  ^  sarà  funzione 

ad  un  sol  valore  di  w,  ossia  quando  i  diversi  valori  che  T /?(Z) -— dw  può  avere 

in  u  differiscono  fra  loro  di  un  multiplo  di  -/.  Quindi,  pel  teorema  di  Cauchy; 
la  F(?t)  definita  dalla  (8),  sarà  funzione  nionodroma  di  u^  quando  il  doppio   di 

ogni  residuo  della  funzione  cp(Z;  —-  in  ogni  suo  punto  singolare  sia  un  numero 
intero. 

Se  C  è  una  costante  qualsiasi  (reale  o  complessa)  :  la  r(tt)  definita  dalla  (8) 
è  la  soluzione  più  generale  doirequazione  funzionale 


K=lÌTt)  =  '^<-''"'-'-''^W 


/3W  -f  «0 

la  quale  coincide  colla  (6)  solo  se  |C|  -  1. 
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Ora    la  funzione  |«^(Z);j-[   soddisfa  alla  (7)  per  tutte   le  sostituzioni    cui    Z 

appartiene. 

Dunque  la  F(w)  data  dalla  (8;  sarà  la  soluzione  più  generale  della  (6),  quando 

»5  è  tale  che  i  diversi  valori  che  la  funzione  e  può   avere   in  Z  differi- 

scano fra  loro  per  un  fattore  costante  di  modulo  1  •  ciò  avverrà  se  i  diversi 
valori  che  rf<f(Z)dZ  può  avere  in  Z  differiscano  fra  loro  di  2kzi  (essendo  k 
reale),  ossia  se  i  residui  della  funzione  ^{Z)  nei  suoi  punti  singolari  sono  tutti 
reali. 

Riassumendo  adunque^  possiamo  dire  che  :  la  F(u)  definita  dalla  (8)  è  la 
soluzione  più  generale  della  (6)  e  definisce  tutte  le  superficie  minime  applicabili 
su  sé  stesse  in  un  numero  finita  di  modi  e  riferite  univocamente  al  piano ^  quando 
(p  è  una  funzione  monodroma  tale  che  io)  il  doppio   di  ogni  residuo   deUa   fun- 

dZ 
zione  9(Z;  —     in  ogni  suo  punto  singolare  sia  una  quantità  reale ,   2o)   i  residui 

della  funzione  ^(Z)  di  Z  nei  suoi  punti  singolari  siano  tutti  reali. 

In  particolare  quando  il  doppio  di  ogni  residuo  della  funzione  qp(Z)  di  Z  sia 

2fcf(Z;ciZ 
anch'esso  un  numero  intero  (e  solo  in  questo  caso),  la  funzione  e  sarà 

funzione  monodroma  non  solo  di  Uy  ma  anche  di  Z:  la  F(u)  definita  dalia  \S) 
soddisferà  allora  por  tutte  le  sostituzioni  cui  Z  appartiene  alla  (7)  e  ne  sarà  la 
soluzione  generale.  La  (8)  può  allora  scriversi  più  semplicemente  sotto  la  forma 


^(">='f^^K5!)*  ^^> 


La  (9)  definisce  tutte  le  superfìcie  minime  riferite  univocamente  al  piano 
che  tornano  in  sé  stesse  pei  movimenti  corrispondenti  alle  sostituzioni  lineari 
di  un  gruppo  finito. 

5.  Se  ora  supponiamo  che  i  punti  singolari  della  9'Z)  formino  un  groppo 
di  1»  specie,  la  espressione  di  F(w)  data  dalla  (8)  può  porsi  sotto  una  forma  più 
semplice  e  pratica  per  dedurne  nei  vari  casi  l'espressione  generale  di  F(tt). 

A  tale  scopo  indichiamo  con  a^  i  punti  di  singolarità  della  ^(Z;  e  con  p^  i 
residui  relativi.  Consideriamo  la  funzione  wi^Z)  che  ha  soltanto  poli  di  !<>  ordine 
nei  punti  a^  coi  residui  p^\  la  funzione  ^(Z)  — tr(Z)  avendo  residui  nulli  in  tutti 
i  suol  punti  singolari,  V  J  j  ^fZ)  —  w{Z}  \  dZ  è  funzione  monodroma  della  Z  pel  teo- 
rema di  Caucby,  quindi  potremo  scrivere  la  (8)  sotto  la  forma 


F,„,  =  P(Z,.^M^)''^(f)", 


\dul 
essendo  P  11  simbolo  di  una  funzione  monodromai 
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Pel  teorema  di  Mittag-Leffler  si  ha 


«"^)=^IA:+^'^' 


essendo  Pr(Z)  dei  polinomi  che  portano  la  equi-convergenza  della  serie  che  dà 
l'espressione  di  w{Z)  per  ogni  valore  finito  di  Z,  esclusi  i  punti  singolari.  Inte- 
grando lungo  un  cammino  che  non  incontri  alcuno  di  questi  punti^  avremo 


e  quindi 


j  w{Z)  dZ  =  ^^  { log  (Z  -  af'  +  l  Q,(Z) 


^2j.(Z).Z_J|J^^__^^^2,v^Q.(Z)j 


ed  il  prodotto  infinito,  essendosi  ottenuto  dalia  integrazione  d'una  serie  equicon- 
vergente,  sarà  esso  pure  equiconvergente. 
Con  ciò  la  (8)  diviene 

(V       .>«)=P(z,.(g)'nj(z-./'''..<''<^'i. 

Si  vede  così  che  la  F{u)  è  funzione  monodroma  di  u^  solo  quando  il  pro- 
dotto infinito  che  compare  nel  secondo  membro  della  (Oj)  è  funzione  monodro- 
ma di  w,  ossia  quando  tutti  i  fattori  del  detto  prodotto  saranno  funzioni  mono- 

drome  di  u.  Ed  in  generale  (Z  -  a^)  e  '*  è  funzione  monodroma  di  u  solo 
se  2/7^  è  intero,  a  meno  che  Z  -  a^  non  si  riduca  ad  un  quoziente  di  poteiìzo  di 
due  polinomi. 

6.  Giova  perciò  rammentare  che,  prescindendo  dal  gruppo  ciclico  ,  le  fun- 
zioni razionali  fondamentali  di  un  gruppo  finito  qu<ilsiasi  di  sostituzioni  lineari 
si  ottengono  formando  i  quozienti  di  due  qualunque  di  ire  polinomi  F,  ,r2,F3 
elevati  rispettivamente  alle  potenze  VuV^ìVs'i  essendo  |^i,H2j1^3  ^  P*^  piccoli 
numeri  interi  pei  quali 

Wi  V-i  =  nj  i*,  =  ?i3 1^3  ; 

se  nj ,  «2 ,  W3  sono  i  gradi  rispettivi  di  F, ,  F^ ,  F3. 
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X,  F,'*'+X,F,'*  + >,?;»  =  0, 


essendo  >,  ,  «,  ,  >j  tre  costanti  numeriche. 


vl'l 


Se  prendiamo  ora  Z  -     '      sarà 


'■3 


Z,''^  =  -'J-1* 


/,  l 

Un'altra  funzione  razionale  fondamentale  si  ha  moltiplicando  Z  -}-  -  per 

'i        ^ 
e  le  altre  tre  sono  le  inverse  delle  tre  precedenti. 

7.  Premesso  ciò,  è  chiaro  che  il 

relativo  ai  punti  a^  diversi  da  0  e  da  —  :—  sarà  funzione  monodroma  di  a,  solo 

se  gli  esponenti  relativi  22?^  sono  lutti  interi;  nel  qual  caso  il  detto  prtdoiiot 
funzione  monodroma  pure  di  Z.  Potremo  quindi  scrivere  la  (9j)  così 


oppure 
(9,ì 


r(.,.PCz,z.-(z.:-i)"(,^f)' 

.,„>=P<,?M!:!.(-y, 


Questa  relazione  ci  mostra  che  la  Y(u)  sarà  funzione  monodroma  dì  h. 
quando  2pii^  2q\Ì2  2(p  +  q)  [jtg  sono  interi.  Inoltre  confrontando  la  (9^)  colla  S 
si  deduce 


V(Z)=\^{Z)\''e   • 


2{?(Z) 


P i_\ 

2      ,,>.Ì 


''< 


non    sono  soggetti  ad  alcuna  restrizione,  tolte  unicamente  quelle  per  le  quali 

l'/2J<p(Z-)|--\JciZ 

riesce  funzione  monodroma  non  solo  di  u^  ma  anche  di  Z:  d'altra  parte  è  chiaro 
che  la  r(w)  definita  dalla  (Dg)  soddisfa  alla  (6)  pel  gruppo  di  sostituzioni  cui  Z 
appartiene,  qualunque  sia  la  funzione  monodroma  P(Z). 

Potremo  quindi  asserire  che  :  tutte  le  superficie  minime  applicabili  su  sé 
stesse  in  un  numero  finito  di  modi  {eccetto  quelle  relative  ed  un  gruppo  ciclico 
di  sostituzioni)  e  riferite  univocamente  al  piano  ;  sono  definite  da 


F(«)  =  <p(Z)tv.F/-r,T.(^y 


du 

essendo  9  il  simbolo  di  una  funzione  monodroma  arbitraria,  ad  a ,  f ,  ^  tre  nu- 
meri interi  che  soddisfano  alla  identità 

Tij  a  +  ?J2  P  +  ^h  Y  =  0. 

E  se  ricordiamo  che  Tunica  funzione  razionale  fondamentale  del  gruppo  ci- 
clico è  Z  =  w'*  ;  con  un  procedimento  analogo  a  quello  ora  tenuto,  possiamo  ve- 
dere (partendo  dalla  (9^)  che  :  le  superficie  minime  apjdicahili  su  sé  stesse  in  un 
numero  finito  di  modi,  corrispondentemente  ad  un  gruppo  ciclico  di  sostituzioni 
stella  u ,  S0710  date  da 


(11) 


¥(u)  =zu'^<f{u'') 


essendo  m  un  intero  qualsirsi ,  che  potremo  supporre  sempre   minore  di  7i  e  9 
denotando  una  funzione  monodroma  arbitraria. 

8.  Prima  però  di  parlare  separatamente  delle  superficie  che  si  presentano 
nei  vari  casi  notiamo  che  sopra  una  superficie  applicabile  su  sé  stessa  in  un 
numero  finito  di  modi,  per  ogni  applicabilità  esiste  un  sistema  di  linee  (l')  che 
neirapplicazione  coincidono  colle  linee  loro  deformate. 

Esse  hanno  per  immagini  sferiche  il  sistema  dei  circoli  posti  nei  piani  nor- 


lAimj       Ail    Cl,93V       intuì  illj       ili       ".ILI^IIV      OT    Vlir^Ui:        ll       ILI\/|,U       ^\a  JII..  ì  UJ  LUL'IJ  L1^     ^II^MIUUI^    ^av    J|"/lil! 

il  velo  (V)  dallA  sua  po&izionc  iniziale  a  ciuella  nella  quale  le  normali  nd[ciii 
corrispondenti  in  a[j[jlicabìlìfft  sono  paralleJe.  Se  e  è  il  punto  dtllt  ^m 
Gauss  che,  durante  tjuesto  mcdo  elicoidale,  resta  fisso  ^  Il  sistema  delle  lince  1 
corrispondente  sarà  dato  da 

(1  +  ««j)(l  +£Si)  2 

èssendo  C  l'angolo  che  le  normali  alla  superficie  lungo  una  line»  (?)  fioMeé 
l'tisse  del  moto  elieoìdalt;» 

La  linea  (l^)  per  ]a  quale  i  =  -  ossia  la  ììtiea 

2(t  -  n)\i^  -  ui)  «  ti  +  11%)  (1  t  «|) 

è  tale  elle  le  normali  in  due  punti  corrispondenti  inapplicabilità,  fanno òilo^j 
un  angolo  uguale  a  quello  di  cui  ruota  la  sfera  d!  GauEis  durante  il  moc^ii^ 
gido  di  (V). 

{cotttima) 
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SOPRA  UNA  CLASSE  DI  CURVE  INTRINSECAMENTE  ANALOGHE 

ALLA  CATENARIA.  DI  EGUALE  RESISTENZA 


NOTA 


DEL 


Dott.    T.    CIFARELLI 


Le  curve  r^  di  cui  ci  occuperemo ,  sono  quelle  definite  dall'  equazione  in- 
trinseca 


^=f*  (••--",)• 


Si  hanno  in  particolare  la  retta  e  la  catenaria  di  eguale  resistenza  per  i  valori 
0  ed  1  di  fc.  Se  9  è  l'angolo  che  la  tangente  in  un  punto  qualsiasi  M  fa  con 
quella  nelTorigine  0  degli  archi,  vertice,  si  ha 


P«^S",:=ir 


«~  alogtg 


\2k      4  / 


La  prima  ci  offre  una  costruzione  semplicissima  del  centro  di  curvatura. 

Per  k  pari  si  ha  un  assintoto  parallelo  alla  tangente  nel  vertice  ;  mentre 
per  k  dispari  sono  due  paralleli  e  simmetrici  rispetto  alla  normale  nel  vertice. 
Coiraumentare  k  di  un'unità  i  due  rami  all'infinito  rotano  l'un  verso  l'altro  di 
900;  aumentandolo  di  due  unità  s'aggiunge  un  altro  cappio;  questi  poi  sono 
interni  l'uno  all'altro. 

Per  A:  =  2  si  ha  un  sol  cappio,  e  l'assintoto  dista  di  2a  dal  vertice  0.  La 
normale  in  0  e  la  tangente  in  M  incontrino  l'assintoto  in  A  ed  L,  mentre  la 
bisettrice  dell'angolo  9  formato  dalla  normale  con  la  perpendicolare  abbassata 
sull'assintoto  incontri  questo  in  N.  È  isoscele  il  triangolo  MLN,  e  la  base  tocca 
nel  punto  di  mezzo  M,  il  proprio  inviluppo,  che  è  una  trattrice  di  parametro  a. 


)(  184  )( 

Il  segmento  AN  rettifica  la  J*j ,  e  se  diciamo  corrispondenti  i  punti  M  su  r,  e  ti 
N  suli'assintoto  abbiamo  che  è  costante  il  segmento  MN,  e  gli  elementi  corrispKU- 
denti  sono  uguali  ed  ugualmente  inclinati  ad  MN.  È  dunque  notevole  che  la  ?• 
si  comporta  rispetto  all'assintoto  quasi  come  una  retta  ad  esso  parallela.  L 
normali  nei  tre  punti  M,  M, ,  N  alle  rispettivo  linee  s'incontrano  nel  centro  .:. 
curvatura  C,  della  trattrice.  Il  punto  di  mcjzo  C  del  segmento  MC,  è  il  centro 
di  curvatura  di  Pj ,  e  perciò  la  catenaria  descritta  da  C,  è  il  luogo  dei  sinunr- 
trici  dei  punti  M  di  P,  rispetto  ai  relativi  centri  di  curvatura.  La  F^  poi  ^  <7 
luogo  dei  simmetrici  dei  piedi  delle  ordinate  della  catenaria  sulla  direttrice  ri- 
spetto alle  tangenti.  Il  centro  di  curvatura  della  catenaria  trovasi  f.ulla  tanirt'utf 
a  Pj.  Distendendo  sul  piano  le  assintotiche  della  pseudosfera  di  raggio  a  #/  ha.'i- 
no  le  r,. 

a  k 

Per  k  qualsiasi  è  MM,  = ,  mentre  MC,  =  -—  p  ;  le  curve  descritte  da  0, 

ed  M, ,  queste  sviluppanti  di  quelle,  sono  date  da 


Si  ritrovano  per  ^•=2  la  catenaria  e  la  trattrice.  Prendendo  ora  sulla  dire- 
zione positiva  delle  tangenti  alle  curve  (B)  segmenti  costanti  ed  uguali  ad  MM, 
si  hanno  le  Pj^^j ,  onde  due  qualsiasi  di  tali  curve ,  con  indici  differenti  di  dnt 
unitàj  poste  in  modo  da  avere   gli  assintoti  coincidenti  ed  i  vertici  distanti  di 

2a  2a 

— — ,  avranno  i  punti  corrispondenti  M  ed  N  a  distanza  costante  r — y  gli  archi 

corrispondenti  uguali,  ed  i  relativi  elementi  ugualmente  inclinati  alle    conginu- 

genti  MN.  Tale  inclinazìcne  è  data  da  io  =    --  -  -7-,  e  siccome  airinfinito  è  w=0, 

2  •      tc 

così  ritroviamo  che  relativamente  alla  retta  (fc=0)   ed   alla   catenaria  di  eguale 

resistenza  (Jc~l)  gli  assintoti  saranno  uno  o  due  secondo  che  A:  è  pari  o  dispari. 

2rt 
Notiamo  che  in  — -  la  fc  è  calcolata  per  la  curva  in  cui  l'indice   è  maggiore. 

I  vertici  delle  successive  curve  per  k  crescente  all'infinito  tendono  a  radunai-si 

in  un  punto  distante  di  «^  ^^^l^^^sintoto  per  k  pari,  e  distante  di  alog2  dal 

vertice  della  catenaria  di  eguale  resistenza  per  k  dispari. 
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UN  CASO  PARTICOLARE 
DEL  PROBLEMA  DELLA  ROTAZIONE 

T>1    UN  CORPO   SOLIDO  DI  RIVOLUZIONE  SOSPESO  PER  UN  PUNTO 
DEL  SUO  ASSE  DI  SIMMETRIA 

NOTA 

DEL 

Dott.  GAETANO  URZI-a  Messina. 


Il   problema  della  rotazione  di  un  solido  attorno  ad  un  punto  fisso  è  fra 
quelli   che  maggiormente  hanno  attratto  l'attenzione  dei  Geometri. 

Dopo  i  lavori  classici  di  Euler  (Mémoires  de  TAcadémie  de  Berlin,  1758) 
di  Lagrange  (Mécanìque  Anal.  Sec.  IX) ,  di  J  a  e  o  b  i  (Gesammelte  Werke, 
Bd.  II),  di  P  0  i  n  s  o  t  (J.  de  Liouville,  lere  s.  T.  XVII)  della  Kowalevski 
(Acta  Math.  tt.  XII  e  XIV),  il  D  a  r  b  o  u  x  in  una  Memoria  intitolata  Sur  le  mou- 
vement  d'un  corps  solide  de  revolution  fixé  par  un  point  de  son  axe  (Comptes- 
HenduSy  t.  101)  notava  che  «  il  metodo  di  Lagrange  è  applicabile  e  condu- 
«  ce  ai  tre  integrali  del  problema,  nel  caso  in  cui  il  solido  di  rivoluzione  è  sog- 
«  getto  a  forze  esterne,  il  cui  potenziale  dipende  unicamente  dair  angolo  0  che 
«  Tasse  di  simmetria  del  corpo  forma  con  una  retta  fissa,  passante  per  il  punto 
«  fìsso  ». 

Il  problema  di  cui  è  oggetto  la  presente  Nota  rientra  nel  caso  segnalato  dal 
D  a  r  b  o  u  X,  e  vi  son  pervenuto  cercando  la  forma  che  deve  avere  la  funzione 
potenziale  U,  affinchè  il  problema  si  riduca  alle  quadrature  elementari.  Ho  tro- 
vato cosi  che  U  dev'essere  proporzionale  a 

m  cos*  0  +  n  cos  0  4-  l 
1  -  cos*0 

dove  tn,  w,  l  sono  costatiti  qualunque,  ed  ho  fatto  lo  studio  completo  del  moto, 

_1 
tan*  0' 
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nel  caso  particolare  di  w  =  1,  n  =  0,  l  =  0,  cioè:  U »  —7^* 

VCL.    XXXYI. 


tori  deUa  terna  mobile,  rispetto  alla  terna  ftssa  :  nei  rimanenti  ho  fatto  io  sid: 

cinematico  del  movimento  il  quale  si   può   riprodurre    facendo   rotolare  il  ^ 
della  erpoloide  sopra  una  BUperlicic  dì  rot;jzionc  doi  i^  ordine, 

I.  Sìa  0  il  pnnlo  di  &OBpen£Ìone  del  ctt'po.  Àggnmiamo  nello  spazio  un 
terna  di  asBi  fìssi  Ox  ^  Oy,  0^  ortogonalij  supporremo  l'asse  delle  z  ?entó 
uscente  piirn  da  0  consideriamo  nna  seconda  terna  Oa?,  ,  Oy^  ,  Oz,  cosiimni 
dagli  assi  priiicipali  d'inerzia  del  corpo  relativi  al  punto  fisso. 

Supponiamo  eongruenti  le  due  terne,  e  i  nove  coseni  di  diremoneddUst 
eonda  terna  rispetto  alla  prima  aleno  degniti  dallo  schema  seguente; 


*1 

y\ 

«1 

X 

«1 

h 

Ci 

y 

o* 

h         ^ì 

z 

"s 

h 

H 

Se  ora  immaginiamo  il  corpo  soggetto  a  forze  che  ammettono  unafanzioBì 
potenziale  U  e  diciamo  A  ,  B  ,  C  le  grandezze  del  momenti  principali  d'iaenii 
del  corpo  ;  p  ,  5  ,  r  le  componenti  al  tempo  i  della  velocità  israatanea  di  fo- 
tazione  rispetto  nglì  assi  mobili,  e  ^  ,  i|)  ^  S  i  tre  noti  angoli  euleriani ,  in  ^^^ 
molto  semplice  sf  deducono  le  tre  seguenti  equazioni  differenziali  del  moto: 

A  -^  +  (C-B)  qr  ^  ^-^(  ^—  +  cosS  5-^  )  -  cos^  -r- 
di       ^  sm&  \dt^  d^  /  ^  dk 

Ti^?  .   .à     r^^  eo89/fU  ,^U\        .        ^0 


0t,,B-A,„  =  ^ 


lU 


Insieme  Bile  quali  hanuo  luogo  le  altre 
(2)        j  ein  ^  —  p  coi?  =  «-  ,  5  CO8?  +  p  sin?  =  smO  -^  ^  r  4  cos^ 


dt 


di 


o    le  equazioni  di  Poisson: 

(3)  —  T=  rò<  -  qci  ,   -^  =|,c<  -  ra^  ,    ^  =  qa^  -  phi 


(1^1,2,3). 


dt         '•      ^"*  '    rf< 

Il  teorema  della  conservazione  dell'energia  dà  Tintegralc  : 

(4)  Ap»  +  Bg«  f  Cr»  =  /i  +  2U. 

D'altra  parte  moltiplicando   le   (1)   rispettivamente   per   «3 ,  63  ,  Cg   e    som- 
mando si  ha 

—  (Aajp  +  B63  ^  +  CC3  r)  =  -  — 

onde  :  Se  la  funzione  potenziale  dipende  soltanto  da  ^  e   ^  ha  luogo  V integrale 
delle   aree  nel  piano  xy. 

Siccome  esiste  l'integrale  algebrico  razionale 


(5) 


«3*    +     ^8^    +    Cg»    -      1 


e  si  conosce  l'ultimo  moltiplicatore  del  sistema  delle  (1)  e  delle  (2)  che  è  eguale 
a  costante  ,  se  ne  conclude  che  il  problema  si  riduce  alle  quadrature  tutte  le 
volte   che  U  non  contenga  4  e  si  sappia  assegnare  un  quarto  integrale. 

Questo  quarto  integrale,  oltre  che  nei  noti  casi  di  Euler^  Lagrange 
e  Kowalevski,.è  stato  assegnato  dal  D  a  r  b  o  u  x  quando  il  solido  è  di  ri- 
voluzione e  la  l'unzione  potenziale  dipende  solo  da  c^  e  dal  De  Brtin  {}) 
quando  la  funzione  potenziale  abbia  la  forma 

rn, 

essendo    m   la   massa  del  corpo ,  K  costante  per  tutti  i   punti  e   o    simbolo  di 
funzione  arbitraria. 

Nel  caso  segnalato  dal  Darboux,  A=B  ,  U  =  /'(c3);  quindi  dalla  3»  delle 
equazioni  del  moto,  si  deduce 


(6) 


r  =  i\ 


costante 


e  gli  altri  due  integrali  della  forza  viva  e  delle  aree  divengono 

pa^  -f  $&3  =  5  -  acg 


(^)  Académie  des  Sciences  de  Stockolm  (Septembre  1893). 


)(  188  )( 
essendosi  posto 

"~  A    '   ''- A   '  ^-     2       '  A   • 

Dalla  3>  delle  (3)  deduciamo^  elevando  a  quadrato: 

la  quale  mostra  che  il  problema  si  risolverà  colle  quadrature  elementari,  se 
^^    .       «iCo*  +  «fo  4-  Z      ,       .  ^      Co'  e. 

^('^«^  = -T3^— =  ^  +  ^^  + '"^  r:h?  +  »rr^  • 

La  funzione  potenziale  si  scinde  adunque  in  tre  altre,  la  prima  delie  qaaì: 

e  • 
dà  luogo  a  forze  nulle.  Ci  limiteremo  a  studiare  il  caso  di  U  =  - — - — |    riserban- 

doci  di  mostrare  in  seguito   che ,   almeno  analiticamente ,  questa  ipotesi  nulla 
toglie  alla  generalità  del  problema. 

2.  Nel  caso  suddetto  l'integrale  (7)  prende  la  forma: 

(10)  ^'  +  **=Plr-V»"^^)- 

Supponiamo  ora  che  inizialmente,  cioè  per  f  =  0,  sia  j?  -  0 ,  ^=0,  r  —  r^ 
e  C3  =  9  <  1  e  positivo  scegliendo  convenientemente  il  senso  positivo  deirasse  ver- 
ticale :  avremo  allora 

e  quindi  dalla  (9)  ricaviamo  (*)  : 


(11)  dt  = 


dcg 


y/a  +  òcj  +  CC3* 


Q)  Si  può  facilmente  verificare  che  nel  caso  più  generale  di 

r(c3)  = 


TOCj*  +  ncj  +  / 


I-C3» 

si  giunge  anche  alla  (It),  se  non  che  i  valori  di  a,  h,  e  non  sono  più   quelli  dati 
dalle  (12),  ma  altri  nei  quali  oltre  che  A,  C,  r^,  e  <f>  entrano  le  costanti  {,  m,  n. 
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dove 


q2  2C'r  ^ 


(12) 


c  =  P(l-T)-a'=; 


A»(l— ,-^i2A-C«V(l-<p'0ì. 


Per  studiare  ora  il  movimento  dell'asse  di  figura  del  corpo  consideriamo 
l'equazione  di  2^  grado  a -|- òcj  +  ccg*  =  0.  È  facile  verificare  che  il  suo  discri- 
minante è  positivo^  onde  le  due  radici^  che  denoteremo  con  x^  e  x^,  sono  reali. 
£sse  sono 


—  (1)2  —  1  io2  +  1 

scs,  =  <P  — = — —  =  9 


10*-1 


1  -  w« 


essendosi  posto 


2A 


^o      p    , Tv  =  w«  >  0. 


Discutiamo  queste  radici.  Una  di  esse,  eguale  a  <p,  è  positiva  e  minore  di  1. 

Osserviamo  in  primo  luogo  che  se  fosse  (o*  =  l,  allora  e  =  0  e  si  cadrebbe 
in  nn  caso  di  moto  affatto  diverso,  poiché  nella  (11)  si  avrebbe  sotto  il  radicale 
un'  espressione  di  lo  grado ,  anziché  di  2^.  Rimangono  i  due  casi  :  lo^  <  1  e 
co«  >  1  : 

lo  C(M0)  w^  <  1  ;  sarà  e  <  0  ;  quindi  x^  positiva  e  maggiore  di  9  :  ma  può 
essere 


1  +  w«  <  ^ 


ovvero 


IO 


>1  +? 


perciò 
se  fosse 


w»  = 


1-9 

1  +  <p 

,    .1-9 


w"  < 


1+9 

1  +  ? 


<1 


•        1  -cp 
co*  > ' 


si  avrebbe 


ajj  =  1; 
0  <  Xj  <  1  ; 


Xg  >  1, 


)(  190  )( 

2°  caso)  lo*  >  1  ,  sarà  e  >  0.  In  questo  caso  x,  risulta  negativo   e  ra^o- 
nando  come  nel  caso  precedente,  si  avrà 

9  <  IxJ  <  1       ,      a?2  =  -  1      ,      lacal  >  1. 

Riepilogando  ,  ed  indicando  in  ogni  caso  la  maggior  radice  con  x"  e  la 
minore  con  x',  avremo 

1  >.a?"  >  ?  >  0 
per  e  <  0  :  a;'  =  9  )  x"  >  1 

f  X"  =  1 

0  >  x'  >  —  1 
per  e  >  0  x"  =  9  j  x'  <  -  1 

x'  =  -  1 

Ciò  premesso,  affinchè  il  moto  sia  reale  dev'essere 

a  ±bc^-\-  CC3*  =  c(c3  -  x')  C3  -  x")  >  0. 

Nel  caso  di  e  <  0  ed  entrambe  le  radici  sìeno  minori  di  1  ,  questa  condi- 
zione sarà  soddisfatta  quando  c^  varia  fra  x'  e  x"  ;  Cg  prende  adunque  inizial- 
mente il  valore  <?  e  raggiunge  il  valore  massimo  x".  Quando  è  x"  >  l  (sempre 
con  e  <  0)  il  trinomio  precedente  sarà  reale  per  Cj  compreso  ancora  fra  x'  e  x'': 
ma  C3  dovendo  soddisfare  alle  due  relazioni  pa^  +  gh^  =  6  —  acj  e  aj*  +  63*  +  Cj*^  1, 
non  potrà  prendere  il  valore  1  ,  perchè  in  tal  caso  sarebbe  S  =  a ,  mentre  s*  è 
trovato  S  -  a<p  <  a  :  inoltre,  siccome  vedremo  nel  no  seguente  per  e  <  0  ,  r,  risulta 

9— 
funzione  periodica   del    tempo    col  periodo  (reale)-_|l^,   ne   segue   che  e,  non 

V|c| 

può  nemmeno  avvicinarsi  indefinitamente  ad  1,  senza  che  p  Q  q  divengano  en- 
trambe infinitamente  grandi,  ciò  che,  dovendo  verificarsi  per  ogni  periodo,  sa- 
rebbe impossibile,  mantenendosi  il  tempo  finito.  Allora  si  può  senz'altro  affer- 
mare, che  per  e  <  0  ,  Cj  ammette  periodicamente  un  valore  minimo  ed  un  valore 
massimo  che  denoteremo  rispettivamente  con  cos  Oj  e  cosO,:  onde  si  può  con- 
cludere : 

Quando  è  e  <  0,  tasse  di  figura  del  corpo  descrive  interno  al  punto  fism 
un  cono  compreso  fra  due  altri  coni  circolari,  aventi  per  a^se  comune  V  asse 
verticale  Oz  e  per  vertice  il  punto  fisso.  Le  semi-aperture  di  questi  due  coni  sono 
date  da  0^  =  [are  cos  9),  e  0^  ;  Oj ,  contato  dalla  direzione  positiva  della  verticah 
è  sempre  il  piti  gravide, 


Digitized  by 


Google 


\^f*a\j     V4I     Vf   ^   yj     Ài     bA  j Al v#  11.11  vf     «^  ^^   ^'-'S     l^   ^^3    } 


0«*1  e»        li/\^»&Vl  V  V^f       \JU.C«llV«Vf 


3  <c  qp  :  in  questo  caso  essendo  il  periodo  della  funzione  Cg  dì  t  immaginario , 
^oine  si  vedrà  nel  numero  seguente,  Cg  potrà  avvicinarsi  asintoticamente  ad  1 
>erciò  si  conclude: 

dnando  è  c>0,  V  asse  di  figura  del  corpo  descrive  intorno  al  punto  fisso 
urt  conoj  tutto  compreso  entro  un  cono  circolare,  il  quale  ha  per  vertice  il  punto 
fsso,  e  per  asse  tasse  verticale  Oz  La  semi- apertura  di  questo  cono  è  data  da 
&i  =  (arccos^). 

3.  Passiamo  ora  alla  effettiva  determinazione  di  Cg.  Nel  caso  di  e  <  0,  inte- 
grando e  chiamando  i  la  costante,  dalla  (11)  ricaviamo: 


/  1C|C3-|\ 

(t  4-  T)  V|c|  =  -  I  arccos  —   1 


E  poiché  per  f  =  0  si  ha  i  =  0,  ponendo  -  ijct  =  u  (reale),  avremo  ; 


b       v'ò*  -  4  ac 
Cg  =  -  :: ^ cos  u 


2c 


2c 


E  introducendo  le  costanti  a?'  e  oc",  si  ha  : 


13) 


c^  -  x"  COS*  :;  +  ^  sen*  - 


la  quale   mostra  che  Cg  è  funzione  periodica  di  u  col  periodo  2ir ,   ovvero  fun- 
«ione    periodica  di  t  col  periodo  --_::z  • 

v'N 

Invece  nel  caso  di  e  >  0  l'integrale  della  (11)  trasformato   opportunamente 
ci  dà  : 


(14) 


es  =  x"Ch''^-x'Sh'^ 


dalla  quale  si  scorge  che  anche  in  questo  caso  Cg  è  funzione  periodica  di  u , 

2'~t 
Oppure  di  t  col  periodo  Immaginario  -f=  * 

ve 


j^e  aue  preceacnii  esprei«ioni  tu  e^  possono  scnversi  sono  la  lonna  i  ; 

(15)  i^=af'Ch^~-ùf  SA*  y 

nella  quale  è  da  intendere 

^=  m  per  e  <  0  ed  x-  u  per  e  >  0  con  u  sempre  reale, 

4.  In  questo  pnÉÉÌpeiifo  stabiliremo  alcune  formolo  preliminari  che  ci  sem 
ranno  per  la  determfsiUiioiic  de^li  aUri  otto  coseni.  Calcoliamo  pertanto  i  4te 
Integrali 


1*J  caso  i  e  <  0,  ac'  0  ac"  entrambe  minori  dt  1,  ma  positive.   Dalla  (13)  H- 
oaviamo  ; 


fi- e,      i-x     11- a;' 


ef  tan  — 


1  —a;"  1  —  0?"  p 

Ed  esBendo  0<- r  <  U  potremo  porro  -—-^.^  TA*-:  onde  si  stA 

]  -  X  l  —  a  i 


u 
I  =  — —  -  are  tang 

di 


« 


nella  quale  11  2^  membro  è  una   quantità   reale   ed   univocamente   determlontii 
Ti' asformando  il  2^  membro  colla  nota  relazione 


m 

si  avrà 


1    ,        1+12 

are  tan  «  =  —  log  -— — :- 
2i     ^  1  -  iz 


mi 


i^ 


SA  ;,(!?  +  (il) 

log:  —  ^ 


i^a-m^ll^x-)       Bk^^^im 
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Quanto  ad  I', 

ancora  per  la  (13),  si  ha  : 

,    ^'^9 

1^' 

,       f        ^tan 

'       1  +  as'  f  1  +  »' 

J    1  +  X"  "^ 

tan» 

u 
¥ 

1  4-  flc'  V 

E  ponendo,  come  è  possibile, ^  =  Coth*  -^  ,  avremo 

1  "^  35  A 


Ch  —  (»,  +  <«) 
(18)  I'=  ■— -_  log  ^ 

2o  ca«o  :  e  <  0  ,  se'  =  9,  a"  pos.  >  1.  Per  V  si  ha  ancora  la  (18):  quanto  ad 

1  —  se'' 
I  essendo  in  questo   caso r  <0,  si  potrà  porre 

1  —  0? 


1  -  »'  2  2 


e  con  nn  calcolo  analogo  al  precedente  si  dedurrà 


Sh-j(t»  +  ftt) 

(19)  I  =  —     -  log 

t-  V(l  -  al)  (1  -  X")  sh  -|-  (t»  - 1«) 


30  caso  :  c>  0  ;  x"  =  ?  ,  0  >  »'  >  —  1.  Dalla  (14)  si  ricava  ! 

o  1  C 

1    = 


1— ac"                         1— a/'  V 

Ed  essendo  in  questo  caso  0  < j  <  1  ,  porremo  y  =  Th*  -  ,  e  quindi 

1^3C  1~«3C  ^ 
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X  194  )( 


avremo 


(20)  I  =    ;  -      ;  ^^^ 


V(r-^)(l-a7")      "   Shl(t;-ti) 


il  cui  secondo  membro  per  essere  v>u  (}) ,  h  una  quantità  reale. 
Per  I'  si  ha 


^                                  Chy(Vi-ft^) 
(2 1)  I'  =  -=-=::=.-^rr=  tt^  log 


avendo  posto  qui 


1  -H  3B"  2 

40  Caso  0  0 ,  x"  =  9  ,  0?'  <  -  1.  Per  I  vale  la  (20) 

1  -f  ac'' 
quanto  ad  I',  essendo  ,  <  0 ,  porremo 


1  +35" 


,2  ''i 


0  ricaveremo  : 

j  Ch— (to, +  M) 

(22)  I'=    K.         ,.,.    .  ^..i^^'^g  — ì 


N/(l+.r')(l+a!")        Ch-i(tr.-«) 
Le  diverse  formolo  trovato  per  I  ed  I'  possono  mettersi  sotto  forme  uniche. 


(^)  Infatti  si  ha  ; 


r  >  H 
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lu    quHJi   uividu   pei    Vl^l    Ulvenguiju 


(23) 


log, 


Sh  2"  (w  +  X) 


Vi  e  I ,     v/c(i  -  X') (1  -  X")       sh -  (V  -a;) 

2  ' 


(24) 


»/-./i"  x'i.'ici  j.  /»•"^        ^,   1 


Cli  -j  ("i  +  ^) 


\'|  e  I       Ve  (1  +  x'Kl  +  X")       ch  i  (v,  -  X) 


i   cui  secondi  membri^  per  quanto  precede,  sono  reali.  Nelle  formole  precedenti 
intenderemo  che 


pere<0,     sia    jc=/m  ;     ma 


per  e  >  0 ,    sia    x--u\    ma 


per  05'=©,  a?"pos.  <1     sieno     v  e  v^  reali 
«   flc'=9,  ac">l  «         vimag.  e  v^  reale 

{   per  a?"-cp,    a'neg.  >-l     sieno  t;  e  t;,  reali 


(      «    X'''=? ,    aj'<— 1     sia    V  reale  e  v^  imag. 
in  virtù  delle  quali  convenzioni,  varranno  sempre  le  posizioni 


(25) 


l-aj' 


2       '       1  +  0?"  2 


L'una  o  l'altra  delle  formole  precedenti  perde  affatto  di  signitìcato  quando  una 
delle  due  radici  risulta  eguale  a  jt  1.  A  queste  due  ipolesi  corrispondono  casi  di 
moto  affatto  diversi  dai  precedenti.  Per  amore  di  brevità  escluderò  nella  trat- 
tazione ulteriore  questi  casi ,  le  cui  formolo  relative  si  otterrebbero  in  modo 
malogo. 

Dalla  (15)  in  virtù  delle  (25)  ricaviamo  le  due  altre  formole  seguenti  : 


l-c,= 


1-a?' 


1+05'     ,     1 


Ch«  -^ 
2 


-^h-  {v-x)^ì\—[c-\x)  ,   l-fC3= --Ch  -(t-,    a?)Ch--,(i;,  +  x) 


Sh*- 


lalle  quali,  tenendo  ancora  presenti  le  relazioni 
ì-oo'     ì-x"      l  +  x-'      l+oc" 


(26) 


Ch'-      Sh»^     Sh2^     Ch*~^ 
2  2  2  2 


Ch--(y-ht',)Ch~(y-i;,) 


che  si  deducono  dalle  (25)^  avremo: 


l-c^\^  — 


ca^^cti^^^ 


V^V 


X  Hh  -  (v  h  x)  Sh  ^  {v-w}  Ch  —  [v^  ^  XjCh-  iri-i.. 


Inoltra  dallo  (12)  ^  ricaviamo  : 

ovvero  per  le  (2G) ,  e  poiiciida 

cSh^  Vq 


fi^ 


Ch 


.!-tJ!!Ch^lZ^' 


2 


2 


avremo  ; 


2  2 


Ch.»-±-'Ch»^--^' 


Ed  ora  possiamo  porre  per  brevità  : 


2  \'c(l-3c'Hl-aJ"J  "  *-^  ®^«^ 


i  (a  -r  5)             _  _i_  VSh(i;o  +  t?i)  Sh  (t?^  -  t>J  ^ 

2  ^c(l  +a?')a  +a;T  ^  ^  Sh  v^ 

osservando  che 

per    c<0    ;    X* ^^  j  x*^ pos,<ì     sono  i*    reale  e  ii|  reale 

«      c<0     ì     ac'=(f  ,  Jj"pos*   >  1        '.<  jji     ima^*e  ^,  reale 

«;      L^  >  0     i     x''—  9  ,  oc'  iieg,  >  —  1  ^:  \k    imag,  e  ijl,  iniaj?. 

^      e  >  U    ;    iJt^' —  9  I  £C'  neg,  <  -  1  «  jà    huag.  e  |i,  reale. 


5.  Dalle  relazioni 

moltiplicando  la  2*  per  i  e  sommando,  ricaviamo  : 

«'a  +  i&s'  =  -  ^^  («3  -H  «'^a)  +  'C3(p  -f  tg') 
Invece  dalle  relazioni 

abbiamo 

8  -  ac,  +  tcj'     («8  +  **^3^  (8  -  ac,  +  /e,') 


«3  ""  *^8 


l-c,* 


onde  si  avrà 


Osservando  che  si  ha  in  ogni  caso  dt  =  — :^  =  — ^i-,  e  integrando  avremo 

log(a5+i6,)  =  co8t.  -f  -> — zjr^^  +  i.  log(l-C3«)  -  -^— — É  I  -  -^-=^- 1'. 

Ve  2  2J|c|  2>/|c| 

Chiamando  «o  ®  ^0  ^  valori  iniziali  di  a,  e  6j  si  ha,  per  f  =  0,  anche  £C=0  e  Cj=9  , 
e    quindi 

1         a^  +  i6o 
cost.  =  -—  log  — ./  , 

onde  tenendo  presenti  le  (23) ,  (24)  e  le  (28)  ;  abbiamo  : 


i(a-r^x 


(29)  a,  +  iÒ3  = 


f /ao  +  i&, 

Ch  1  (t^  +  V,)  Ch  1  (t^  -  t^t)     V  «0  -  ^^ 


0  Ve 

e 


1 


[Shl(.-a)]      ^      [ch|(t;.-a;)] 


^^+ò 


r      1  1^'"2      r       1  V"' 

[Sh-(i;-fa?)j  [chy(.,  +  a?)J 


^^•-2 


)(  198  )( 
e  quindi  l'altra 


Ch-(i;  +  r,)Ch-(t;-t;,] 


»(«— r,'a; 


1  1 


ri  1    2    f     1  1  ' 


1  1 


[shi(«-a^)]     ^     [chl(r,-cc)]  '    ^ 

Ponendo  ora  C=:  e,  +  te, ,  C^  =  ^i  —  ìc, ,  abbiamo 

CCo  =  1  -  C3«. 
Ricordando  inoltre  la  formola  di  Halphen  (Fonctions  ellipt.  P.  2*,  Ch.  I,  (26 V 

cioè  : 

,^       C         2i    ò-aca 
d  log  -r-  =  -^  du 

o,    V|cli-<'»* 

da  cui  integrando  e  osservando  che  colle  supposte  condizioni  iniziali  il    valon 

della  costante  è  dato  da  log  \/-^ — ,~^ ,  ove  Cq  e  c\  rappresentano  i  valori  ini- 

\Cq-  te  ^ 

ziali  di  c^  e  c^j  avremo  : 


'\ 


^«"''•-"''o[shi(.-Hx)]"[chi(«.-a.)p 
Da  questa  formola  e  da  quella  che   da   ii   prodotto  CCq,   deduciamo   le  2 
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)(  199  )( 
altre  : 


2  2 

(30) 

[Sh|(«-x)]     *    [chi  K +»)]"*'  * 


1^+4    -      .  -li +1 


^--'     -       '  -li-l- 


[Shi(i>+x)]     *    [Ch|(«i-»)] 

Co = cj  -  fc,  = JèlZK' 

Ch  ^-±JL«  Ch filili' Ve, +  »V 

2  2 

(30') 

[shi(«  +  a;)]'^  *    [Ch|(t>,-x)]  ' 


1^4  r    ,  ,^*|■ 


Finalmente  i  valori  di  »,,«,,&,,  &,  si  hanno  immediatamente  dalle  identità  se- 
guenti : 

cm  a   +ìa   -  -i±Ì-^»  \  "»Ai^  _  ««.li*»  l 


6.  Dalla  espressione  (15)  di  c^j  ricaviamo 

x"  +  x'     ^"  -  x'  ^^ 
C3  =  — ^— +— —  Chx 

per  modo  che  sarà  : 

(32)  S-ac3± /c3'=(5-a?^Va*^^ 
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ura ,  lenenao  presenu  le  ^:so;  hq Diamo  : 


—  8  =  -  2t  pL  V«  +  6  +  e  =  2i  V  e  pi  • 


Sht7 


2  2 


+  6  =  -  2i>  Va  -  6  +  e  =  —  2i  V  e   pi 


Sht7i 


Ch«-±I>Ch^ 


dallo  quali  ricaviamo  le  altre 

,—  pL|  Sh  t?|  +  pi Sht; 


a  =  —  i  ^]  e 


ed  avendosi  inoltre 


Ch'^^Ch^» 


,—  ui  Sh  t?  -  pi.  Sh  r. 

,        0:=i   S^C 

2  2 


®    +  ^  =  _  Th  ^"^'^i  Th  ^-^1 
2  2  2 


avremo  ancora 


0  -  a  — - —  =  1  V  e  ^- — ~ 


2  2 


Inoltre 


x"-x'  .  r 


liShw  +  ii,  Sht?! 

.  x"-aj' 

ch»*'+/»ch*''-;« 

•    '       2 

Ch'^±^V-^' 


Sostituendo  nel  2o  membro  della  (32)  le  espressioni  testé  trovate,  abbiamo: 


0  -  ac8±  tC3'=  — - 


3  2 


;    piShrChr, -piiShi\  Chr          pi  Sh  v  +  pi,  Sh  v,      ^.         Shje 
^   i: i i i — . i L_  choji-r 


^  +  ^1  r>v,  ^  -  ^i 


V  +  1%  ^,    V  —  t\ 


(      Ch  :-^2-^  Ch  -2-'        Ch  :i-^^  Ch  —^ 


V  ^'i  \ 


Per  modo  che  dalle  relazioni 


5  —  ac.  +  icJ 


3  —  acj  —  tca' 


flfi  - 


j  -  ^v« 


«3  +  »^3 


enendo  presenti  le  (29)  e  (29')  potremo  ricavare  le  2  altre 

li-'-  i'  -f 

, •l^^[sh|(«-^)]   *[ci4k-^)]' 

.       a„-H-6o      Ve     '•    2  J        5^_i :!_ 

Vao-tòo  r    1        l*^"*  r    1 .      .Il 


I*  +i 


(33) 


i(a-r 


>-i 


«         2        V«.+»« 


^   [Sh^(v+a;)]     *    [0hÌ(ri+x)] 


1 

Vi 


1 


[Shi(v-x)f''    [Chliv.-x)]  ^'' 


(330 


[   fx  Sht?  Chvi  ^  li.  Shv,  Chw       fii  Sh  v  +  Mi  Sh  v.    ^^         Shx  ] 
X  \  ^^ '  Cbac — -  / 

(22  22  ] 

3  due  precedenti  forinole   ci   danno  le  2  componenti  p  o  q  della  rotazione  : 
lanto  ad  r  abbiamo  che  è  costante,  ed  il  suo  valore  abbiamo  denotato  con  r^. 

7.  In  questo  paragrafo  completeremo  lo  studio  fatto  al  n©  2  dando  qualche 
nno  sul  cono  descritto  dall'asse  di  figura.  Per  questo  iraagìniamo  un  piano 
rallelo  al  piano  fisso  xy ,  condotto  alla  distanza  1  dair  origine.  Questo  cono 
gherà  il  cono  circolare  (sempre  reale)  la  cui  semi  apertura  è  are  cos  9  secondo 
I  cerchio  che  diremo  r,  e  Taltro  cono  pure  circolare,  quando  esiste^  secondo 
l'altro  cerchio  r,  e  infine  la  superficie  conica  descritta  dall'asse  stesso  secondo 
ia  curva  o ,  in  ogni  caso  sempre  interna  a  T,.  Dette  ora  R  e  &  le  coordinate 
'lari  dei  punti  di  a,  avremo 


(34) 


1  -  e  * 


-  1 


quale  mostra  che  il  quadrato  del  raggio  vettore  della  curva  C3  ,  ha^e  del  cono 
scritto  dalVasse  di  figura  del  corpo,  varia  in  ragione  inversa  della  funzione 
Semiale, 

voL.  xxxvi.  26 


)(  202  )( 

Dalla  (34j  segue  inoltre  che  i  massimi  e  minimi  di  R  corrispondono  &  <Jtl^ 

a-" 

valori  di  x  che  rendono  e,  rispettivamente  minimo  o  massimo  :   cioè   ^j  ^=  jj. 


v'I  -  e* 

Un  massimo  esiste  dunque  sempre,  ed  è  dato  da  R^  = ^. Quando ^.l- 

? 

che  ac  '  è  positivo  e  minore  di  1  ,  esiste  anche  un  minimo  dato  da  R^  = ^,  — 

Per  questi  valori  il  punto  M  di  n  si  trova  rispettivamente  nelle  due  circoDfc- 
renze  r^  e  r,  alle  quali  perciò  questa  curva  deve  risultare  periodicamenc»* 
tangente. 

Quando  invece  è  e  <  0  ed  ac"  >  1 ,  si  avrà  ancora  un  massimo  di  R  per 
C3  =  5c'  =  9,  ma  non  un  minimo,  perchè  e,  non  può  prendere  il  valore  as":  pcr»j 
anche  qui  c^  varia  fra  9  e  cos  0,  (n.o  2)  :  onde  anche  in  questo  caso  la  cvrca 
o  risulta  compresa  fra  due  circonferenze^  essendo  tangente  solo  alla  r^. 

Quando  infine  è   c>0,  potendosi   c^  avvicinare   asintoticamente   ad  1 ,  il 
raggio  vettore  della  curva  in  discorso  avrebbe  inizialmente  ancora   il   valore 


,  valore  questo  che  decrescendo  in  modo   continuo ,  tende   asintotica- 

9 
mente  ad  1. 

Dette  ora  x  ^  y  le  coordinate  cartesiane  del  punto  M  rispetto  ad  un  sistema 
di  assi  ortogonali  aventi  Torigine  nel  punto  dell'asse  delle  Zj  posto  alla  distanza 
1  da  0,  e  rispettivamente  paralleli  agli  assi  omonimi  fissi,  e  posto  per  un  mo- 
mento OM=p,  avremo  x  =  pa^  ,  y  =  9^z7  dalle  quali  ricaviamo 

-==.-77  log    * 


2i         aj  —  tòj 


'3 


la  quale,  tenendo  presenti  le  (29)  e  (29')  e  ponendo  —•  log  -^ -^  =  S^  (reale) 

^i         a^  —  ìOq 

ci  dà  : 

ShÌ(i;-oc)  Ch^(v,  +  aT) 

(35)  &  =  &o  +  —~^  a  -i-  l^i  log  — +  [jLii  log 

Ve  Sh-(t;4-a;)  Ch-{v^-x) 


il  cui  secondo  membro  risulta  in  ogni  caso  una  quantità  reale.   La  precedente 
relazione  mostra  che  ^  si  compone  dì  2  parti  :  una  funzione  lineare  del  tempo 

ed  una  funzione  periodica   di  t  col  periodo  -4=.  Questo  periodo  è  reale,  quando 

Ve 
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R  riprende  lo  stesso  valore  quando  t  varia  di  un  multiplo  del  periodo,  mentre 
i  corrispondenti  valori   deirargomcnto  differiscono  fra  loro  di  — =?-2ii.  La  curva 

in  discorso^  adunque,  nel  caso  di  e  <  0  risulta  trascendente.  Essa  è  trascendente 
anche  quando  è  e  >  0  :  infatti,  in  questo  caso,  per  quello  che  s'  è  detto  più  so- 
pra, il  raggio  vettore  (essendo  il  periodo  della  funzione  che  lo  definisce,  iraa- 
ginario)  non  riprende  mai  uno  stesso  valore. 

8.  Diciamo  OM  l'ampiezza  al  tempo  t  della  rotazione  istantanea,  lo  cui  pro- 
iezioni sugli  assi  mobili  sono  p,q,r:  estendendo  il  significato  d'una  denomi- 
nazione adottata  da  P  o  i  s  s  o  n  ,  la  curva  descritta  sul  corpo  dal  punto  M  (curva 
base  del  cono  degli  assi  istantanei  di  rotazione  mobili)  la  diremo  P  o  1  o  i  d  e  ; 
la  curva  descritta  dal  punto  M  nello  spazio  la  diremo  E  r  p  o  1  o  i  d  e. 

Poiché  nel  caso  nostro,  essendo  r=ro=costante  :  La  poloide  Hsulterà  una 
curva  piana  contenuta  in  un  piano  parallelo  al  piano  Xj  y^  e  condotto  alla  di- 
ìtanza  r©  da  0. 

Le  coordinate  cartesiane  della  poloide  su  questo  piano  sono  evidentemente 
p  e  5.  Dette  ora  p  e  (}/  le  sue  coordinate  polari,  avremo  : 


(36)  (>«=^«+2*-=? ''''      '' 


(l-C3*)(l-9*) 


lai  la  quale  risulta  : 

I.  Il  raggio  vettore  della  poloide  è  una  funzione  periodica  del  tempo^  col 

periodo  — ^  che  è  reale  ed  eguale  a  —=:  per  e  <  0. 
Ve  ^  s/|c|  ^ 

IL  Poiché  inizialmente  ,  cioè  per.  C3  =  9  il  raggio   vettore   si  annulla ,  ne 

egue  che  la  poloide  è  una  curva  passante  per  V origine. 

Si  ha  inoltre  : 

2"^  -  ^  ^^  -  cts  +  ^'^3  S  -  «C3  4-  ic^' 
p  —  iq      aj  -  265  6  —  acj  -  icj' 

Et  cui  per  la  (35)  ricaviamo  : 


(37)   *-&+-log 


lJLSht;Chri-lJiiShi;iCht;-(|JiSht;+ptiSht;i)Chx+-lch-Ì-^Ch^^*Shx 
Ve         2  2 

[xSht;Cht?i--iJLiSht?iChi;-([xSht;+iJiiSht;i)Cha--ÌzCh^'^^iCh3^ 

ve  2  2 


.Ila  quale  per  quello  che  s'è  detto  per  &  segue  che  V  argomento  ^  della  poloide 


y" 


)(  204  )( 

9i  compoìie  di  una  funzione  lineare  di  t  e  di  una  funzione  peiHodica  di  t  sten 

.    ,    2111 
col  periodo   — ::r  . 
V  e 

Quando  questo  periodo  è  reato  si  ha  che  per  due  valori  dì  t  differenti  fr. 

loro  di  un  periodo,  mentre  il  raggio  vettore  non  varia,  l'angolo  4   si  acc^e^ce 

(X  —  ^ 
di  2Tt    —3^-  ,  e  siccome  questa  quantità,  in  generale,  non  è  commensurabile  C'.i 

\U 

2?:,  ne  segue  che  in  questo  caso  la  poloide  è  una  curva  trascendente  ,  come  lo 

è  pure  nel  caso  di  e  >  0,  per  essere  allora  il  periodo  imaginario. 

D'altra  parte  restando  ancora  nel  caso  di  e  <  0  e  supponendo  pure  x"  <  I. 

dalla  (36)  si  scorge  che  il  raggio  vettore  assumendo  inizialmente  il   valore  0. 

al  crescere  del  tempo ,    cresce  pur  esso ,   e  prende  il  massimo  valore  quana  • 

2it 
C3  =  x":  decresce  quindi  e  ritorna  al  valore  0  per  f  =  — 3;.   Si  ottiene   cosi  un 

M 

ramo  intero  della  curva.  E  poiché  t  contìnua  a  crescere,  si  vengono  a  ripetere 
le  stesse  fasi  del  movimento  :  onde  ne  segue  che  in  queste  ipotesi  la  poloid-: 
risulta  costituita  da  infiniti  rami  chiusi,  tutti  eguali  fra  loro  e  simmetrici  ri- 
spetto al  più  grande  raggio  vettore,  ed  uscenti  dalVorigine, 

Poiché  inoltre,  per  tutti  i  valori  del  tempo  eguali  ad   un  multiplo   ìnip:i:: 

di  — zk  il  raggio  vettore  risulta  avere  lo  stesso  valore  p^  ,  ne  segue  che  questa 

curva  risulta  tutta  quanta  compresa   entro   la  circonferenza   di  raggio  p^.   Ora 

se    questo    valore    rappresenta   un    massimo    od   un   minimo    dell'  espressione 

e.*  —  ** 
fi    <,.  / Tv  gr  infiniti  rami  della  poloide  risulteranno  tangenti  a  quella 

circonferenza,  ciò  che  avviene  quando  entrambe  le  radici  x*  e  oi*  sono  positive 
e  minori  di  1. 

Infine ,  quando  e  >  0 ,  la  curva  come  abbiamo  visto ,  esce  ancora  dalT  ori- 
gine, ma  se  ne  allontana  sempre  più  in  modo  continuo,  senza  che  il  suo  ragtciu 
vettore  ripassi  per  uno  stesso  valore. 

9.  Dette  X  ,  Y  ,  Z  le  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un  punto  qualunque 
della  erpoloide,  per  la  definizione  stessa  di  questa  curva,  esse  saranno  date  da 

(38)  X-^ai+gòi+rCi    ,    Y=^pa^\  qh^-^rc^    ,    Z=pa^\  qb^^rc^ 

Per  Tintegrale  delle  aree  dalla  3»  si  ricava  Z=5-(a-rQ)G3,  e  dalle  prime  due 
X  M  Yp  =  (aj  ±  taj)  +  g(ò,  ±  ib^)  +  r^^  (c^  =t  ic^) 
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dalle  quali,  in  virtù  delle  formole  trovate,  ricaviamo  : 

xj(A-BChx)(?^^^^-Ohx)-(c?-''-±^'Sha;+r.C(Ch«-Chx)(Ch«i+Chx)} 


1  1 


nelle  quali  s'è  posto 

Se  fosse  possibile  eliminare  u  dalle  precedenti  equazioni  si  otterrebbe  in  coor- 
dinate cartesiane  l'equazione  della  proiezione  deiriperboloide  &ul  piano  xy. 
Dette  ora  p  e  x  le  coordinate  polari  di  questa  curva  proiezione  si  avrà  : 

p*  =  X*  +  Y«  =  - 


A  nu^^'^x  nx.  ^""^1   (Chv  -  Cha5)(Clit;i  +  Choc) 
4  Ch  -^  Ch  — 


j [(A -  BChx) (9.^_^-CH .cbo;) ,  r,(Ch.-Chx)(Ch.,4  Chx  ]   C^Sh«x •  (-9^^iv!{. 

E  siccome  la  espressione  fra  le  j     |  è  un  polinomio  del  4©  grado  in  Chac,  il 
quadrato  del  raggio  vettore  dell'erpoloide  risulterà  della  forma 

2  _  oCh^g  -h  òCh^as  +  cCh'a?  +  dChx  +  e 
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neiia  quaie  i  coemcicnii  a,  o,  e,  a,  e  si  esprimono  in  lunzione   ai   e  e  c„  si  r, 
e  di  e. 

Qaanto  a  /  si  trova  facilmente 

Sh  i  (v  4  X)  Ch  ^  («i  -  x) 

(40)  X  =  X.  +  '*»  log  — i +  f'i  «■ 


Shi(r-x)  Ch^(y,  +  x) 


(A- BCl.x)(^^''  ^^^^'-Chx)+  r.(Ch»-Ciia:)(Chr,+Cha;)t C^^^-^SIa 

il  cui  secondo  membro  darà  per  x  ima  quantità  necessariamente  reale. 

Le  formole  (39)  e  (40)  mostrano  che  tanto   p*  che  x  risultano  funzioni  [e- 

riodiche  di  t  col  periodo    -^=:.  Questo  periodo  è  reale  ed  eguale  a  -2!i, quando 

Ve  V!^, 

è  e  <  0  :  in  questo  caso  il  punto  generico  M  della  curva  proiezione  sul  piane 
xy  y  avrà  le  stesse  coordinate  polari    p    e   /   per  tutti  i  valori  del  tempo  diffe- 

renti  fra  loro  per  multipli  interi  di  -^::-.  Per  tutti   questi  valori   il   punto  M  à 

V|c] 

troverà  sulla  medesima  circonferenza. 

La  curva  proiezione  adunque  si  chiude  dopo  un  tempo  eguale  a  -^.  I>'a]tn 

M 

parte  nel  seguente  §  vedremo  che  la  erpoloide  è  contenuta  sopra  una  superficie  d 
rotazione  :  onde  essa  stessa  è  una  curva  chiusa^  poiché  di  questa  superficie  noi 
fa  parte  il  cilindro  che  la  proietta.  Dalla  (39)  segue  ancora  che  il  raggio  vei 
tore  della  proiezione  della  erpoloide  non  si  annulla  per  nessun  valore  di  U  Essj 
adunque  risulterà  compresa  entro  due  circonferenze  aventi  il  centro  nell'or 
gine  delle  coordinate,  ed  i  cui  raggi  (entrambi  non  nulli)  corrispondono  ai  vj 
lori  massimo  e  minimo  di  p  ,  ed  alle  quali  può  risultare  tangente.  Una  od  e 
trambe  queste  due  circonferenze  possono  non  essere  reali.  Nel  caso  adunque  • 
e  <  0  possiamo  concludere  il  seguente 

Teorema.  Nel  movimento  di  un  corpo  rigido  di  rivoluzione^  sospeso  per  i 
punto  del  suo  asse  di  simmetria j  e  soggetto  a  forze  il  cui  potenziale  è  tnven 
mente  proporzionale  al  quadrato  della  tangente  dell'angolo  che  l'asse  di  simiR 
tria  del  corpo  forma  con  uua  retta  fissa,  passante  per  il  punto  fisso,  la  erj 
Ioide  è  tma  curva  chiusa,  e  la  sua  proiezione  sul  piano  xy  è  compresa  fra  e 
circonferenze  concentriche j  una  delle  quali  o  tutte  e  due  possono  risultare  in 
ginarie. 


lu.  r  miro  COI  uare  la  inierprexazione  cinemaiica  uei  moviraenio  scuaiaio . 
Dalle  (38),  che  danno  ancora  le  componenti  della  velocità  istantanea  di  rotazione 
rispetto  agli  assi  fissi;  elevando  a  quadrato  e  sommando,  ricaviamo 


ò  -Z 
E  poiché  Cj  =  - — — ,  si  avrà  ancora 


a-ro 


(41) 


(3  -  Z)* 


X«  +  T«+Z.=  p{--;^,:^—  .,}.r.* 


E  poiché  X ,  Y ,  Z  sono  le  coordinate  cartesiane  ortogonali  rispetto  agli  assi 
fissi  del  polo  istantaneo  di  rotazione,  la  precedente  equazione  rappresenterà  una 
superficie  di  rotazione  del  quarto  ordine,  e  per<5iò  se  ne  conclude  il  seguente 

Teorema.  La  rotazione  di  un  corpo  rigido  di  rivoluzione  intorno  ad  un 
punto  del  suo  asse  di  simmetria^  soggetto  a  forze  che  ammettono  una  funzione 
potenziale  inversamente  proporzionale  al  quadrato  della  tangente  dell'angolo  che 
Vasse  di  simmetria  del  corpo  fa  con  una  retta  fissa,  passante  per  il  punto  fisso, 
si  può  rappresentare  mediante  il  rotolamento  di  un  cono  il  cui  asse  coincide 
colmasse  di  simmetria  del  corpo  {cono  delVerpoloide)  su  di  una  superficie  di  ro- 
tazione del  quarto  ordine,  la  cui  equazione  è  la  (41). 

Se  a  =  ro ,  rellissoide  d'inerzia  si  riduce  ad  una  sfera,  e  la  superficie  sud- 
detta diviene  pure  una  sfera. 

Messina,  Ottobre  1897. 
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EQUILIBRIO  DELLE  SUPERFICIE  PIANE  ELASTICHE  ISOTROPE 


NOTA 


DEL 


Dott.  ANTONINO  VACCARO- 


Il  Prof.  S  o  m  i  g  1  i  a  n  a ,  dopo  avere  modificato  ed  applicato  il  metodo  ge- 
nerale del  Betti  (•)  al  caso  particolare  dell' equilibrio  d'un  corpo  elastico 
isotropo  indefinito  limitato  da  un  piano  (*)  e  d'un  corpo  elastico  sferico  ('),  ri- 
tornando sul  problema  generale  ha  trovalo  delle  formule  che  danno  le  compo- 
nenti degli  spostamenti  corrispondenti  ad  una  deformazione  in  funzione  delle 
forze  che  agiscono  sui  punti  del  corpo  elastico ,  delle  tensioni  al  contomo  e 
degli  spostamenti  pure  al  contorno  (*).  Egli  poi  generalizza  le  sue  formule  al 
caso  d'un  sistema  di  n  equazioni  alle  derivate  parziali  della  medesima  forma  di 
quelle  dell'  elasticità ,  che  però  non  valgono  più  per  n  =  2 ,  per  il  quale  caso . 
come  Egli  stesso  osserva,  occorre  una  trattazione  a  parte. 

Il  caso  di  w  =  2  corrisponde  evidentemente  al  problema  dell'  equilibrio  di 
una  superficie  clastica  isotropa,  quando  non  avvengono  spostamenti  nella  dire- 
zione normale  alla  superficie  stessa. 


(*)  Teoria  dell'elasticità.  Betti.  Nuovo  Cimento  Voi.  VII,  Vili,  IX,  X. 
(*)  C  e  r  r  u  t  i  :  Ricerche  intorno  alVequilibrio  ecc.  Atti  della  R.  Accademia  dei 
Lincei,  m.  della  classe  di  se.  fis.  e  mat.  serie  3^  T.  Xlll. 
Sulla  deformaz,  d^un  corpo  elastico   ecc.  Rendiconti  della 
R.  Acc.  dei  Lincei  T.  IV  1»  sem. 
S  0  m  i  g  1  i  a  n  a  :  Sopra  V equilibrio  d\in  corpo  elastico  isotropo  :  Nuovo  Ci- 
mento Voi.  XVII,  XVIII,  XIX. 
(';  Cerruti:  Atti  della  R.  Acc.  dei  Lincei  1885-86  serie  IV  Voi.  IL 

S  0  m  i  g  1  i  a  n  a  :  Annali  della  R.  Scuola  Norm.  Sup.  dì  Pisa  (1887). 
(*)  >'  Annali  di  Matematica  pura  ed  applic.  T.  XVII   Serie  2*. 
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Ora  lo  mi  propongo  di  trovare  le  formule  analoghe  a  quelle  del  Som  i- 
g;  1  i  a  n  a  pel  caso  delle  superficie  piane  elastiche  isotrope,  studiando  particolar- 
mente grintegrali  di  superficie  e  di  curva  che  entrano  in  dette  formule. 

In  ultimo  poi  ho  applicato  le  formule  trovate  relativamente  agli  spostamenti 
per  risolvere  il  problema  deirequilibrio  elastico  d'una  superficie  piana  indefinita 
limitata  da  una  retta  indefinita  nel  caso  in  cui  sono  date  al  limite  le  compo- 
nenti degli  spostamenti,  oppure  una  componente  degii  spostamenti  e  l'altra  delle 
tensioni.  Ho  accennato  il  terzo  ed  ultimo  caso  in  cui  sono  date  le  tensioni. 

§.  I.— Le  equazioni  deirequilibrio  delle  superficie  piane  elastiche  si  possono 
prendere  sotto  la  nota  forma 


0) 


(2) 


f     LA»t;  +  (L  +  ik)|^  =  pY 


X,  =  (K9  +  2L  Y,.,)  cos  (nx)  +  L  y,.,  cos  (7iy) 
Y,  =  (K0  +  2L  Ya-i)  cos  (ny)  -f  L  Y,.,  cos  (nx) 


in  cui  :  pX  ,  pY  sono  le  componenti  delle  forze  (forze  esterne)  che  agiscono  nei 
punti  della  superficie  elastica;  n  la  normale  al  coutomo  s  della  superficie  ela- 
stica 0  ;  Xf ,  Y,  le  componenti  delle  tensioni  nei  punti  di  s  ; 

_  du  du     dv  _  dv 

dove  u  e  V  sono  le  componenti  della  deformazione  nelle  direzioni  x ,  y.  Es- 
sendo il  mezzo  omogeneo,  L  e  K  sono  le  costanti  d'isotropia.  E  poi 

Consideriamo  ora  le  due  funzioni: 

v,  =  Ux  —- 
'  oy 

dove  r  è  la  distanza  del  punto  (ac ,  y)  da  un  altro  (a?,  ,  y,)  ed  M  una  costante 

VCL.  XXXVI.  2'' 
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che  determineremo.  Si  ha  : 

•    dx       dy        Sx  dx  dx^  dy^ 


=  (1  4-M)^|!^  +  MxlMgr 


e  poiché  si  ha  che  A*  Ig  r  =  0  è  ; 


e.  =  (i+M)?^'- 


Osservando  ancora  che  ; 


si  ha  subito  : 


4»  »,  =  2M 


a»lgr 


dxdy 
e  quindi  : 


=  1  2LM  +  (L  +  K)  (1  +  M)  I  -^  =  0 


LA«».  +  (L  +  K)  g-  =  2LM^-^  +  (L  4  K)(l +M)-^. 


=  I  2  LM  +  (L  +  K)  (l  +  M)  I  ^^j  =  0 


dove  si  è  posto  : 

2LM-f  (L  +  K)(1  -f  M)  =0 
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oaiia  quale 


(4) 


M  =  -. 


L-f  K 
3L  +  K 


sicché  le  funzioni  u^  j  v^  ^  dove  M  ha  il  valore  (4),  formano  un  sistema  d' inte- 
grali delle  (1)  corrispondenti  a  forze  esteme:  pX|  ,  pY| ,  nulle. 
Considerando  le  2  funzioni  : 


■        dx 


dìgr                          dìgr 
,  Vi  = 


dy 


ovviamente  si  ha: 


e   quindi 


e,  =  0      ,       A^w,  =  0      ,      A«t;,  =  0 


L  A»  t>,  +  (L  +  K)  ^^  =  0 

cioè  anche  le  funzioni  u^jVf,  formano  nn  sistema  d'integrali  delle  (1)  corri- 
spondenti  a  forze  esterne  nulle  e  poiché  le  (1)  per  pX  =  pT  =  0  sono  lineari  ed 
omogenee,  le  due  funzioni  : 


fdv\* 


(5) 


d\sr  /dv\ 

w'  =  tt,  -  M  ar,  v,  =  Igr  +  M  {x  -  a?,;  -^  =  Igr  +  M(  r-J 


9  Iff  r  ^T  dv 

v'  =  v,  -  M  X|  V,  =  MfoB  -  X|)  — -  =  M  —  — 


lono  integrali  delle  (1)  corrispondenti  a  forze  esterne  nulle. 

Calcoliamo  le   tensioni  X,' ,  Y,' ,   corrispondenti  agli   spostamenti  (5)  me- 
nante le  (2). 

Si  ha: 
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y...  =  ^'  =  '^1.  +  2M  ^:i^  -  2M  ^'"-f-^' 


By       dx         dy  r*  r*  r* 


e  poiché  : 


dn 


(—Y^  2  f ?Z^  ??  _  (x-x^y  dx  _  (x  -  g,)*(i/  -  yt)  3y\ 
\dx/  \    r^     dn  r*        dn  r*  a»/ 

dn\dxdy)        r*     Sn  "*"     r*      ^n  r»  ^n  r*  an 


avremo  : 


aiffr  d    /dr\^  dÌRr  ex 

aiffr  d    /drY  dìsr  dx 

(6) 
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(7)  f   i;pX;y'do+f  2:X/ii"cfs=|  IpXjw'da  +  f  SX/'t^'d* 

0  ciò  vale  finché  i  due  Bistemi  d'integrali;  w',t;'  ;  u",v''  sono  finiti  in  tutti  i 
punti  di  0  e  di  s.  In  particolare  se  prendiamo  per  integrali  delle  equazioni  (1), 
(2)  ,  le  funzioni  u' ,  v',  del  §  prec. ,  che  corrispondono  a  pas  =  py  =  0,  e  due  fun- 
zioni :  u,v,  sempre  finite  e  continue  corrispondenti  alle  forze  esterne  poc ,  py, 
ed  alle  X, ,  Y, ,  non  potremo  applicare  la  (7)  perchè  la  w'  diviene  infinita  in 
C^f  ,  yi)  di  0. 

Se  però  escludiamo  tale  punto  di  o  con  un  piccolo   cerchio  di  raggio  E, 

001  centro  sullo  stesso  punto,  i  due  sistemi  integrali:  tt',v'  ;  UyV,  saranno  nel 
rimanente  campo  o  —  o)  sempre  finiti  e  continui  e  per  conseguenza  sarà  ad  essi 
applicabile  la  (7). 

Avremo ,  se  a  è  la  circonferenza  di  u>  : 

(8)  f       (pX  w'  +  pYvO  da  +  (       (X,tt'  +  Y,  v')  d»  =  /      (X/  u  +  Y,'  v)  d$ 
/  o-u)  Jf+a  /t+a 

posto  : 

3D  — 30,  =  rcosO       ,      y-yi  =  rsenO 
avremo  in  a: 

dr 


dx 


=  cos6 


^Igr  __  cosft 
'dx  BT 

dn  \dx)  ^ 
dx 


dn 


=  cos6 


dr 
,  —  =  sen6 

91gr__  senO 

'  dn\dx  dyì  "" 

dy 


du 


=  sen6 


e   per  conseguenza  : 


tt'zrlgR  +  Mcos*0 
i?'  =  M  cos  0  sen  6 


)(  214  )( 
sicché  : 

/cos'6      sen*0\  cos*  0  1  cos    6 

X'.  =  L(l  +  M)  (^|-1  +  -— )  +  4LM  Ì^-  =  L(l  +  M)  g  +  4LM  -^— 

,^f      , ,-      ,,/sen6oo86      cosOsenOx      .^^cosOsen»     ,_„8en»co8ft 
V.  =  L(1-M)(^— ^ -__j+4LM-^-=4LM-j^-. 

Ora  osserviamo  i  seguenti  integrali  : 

(9)  /    (pXw^+pYt?')dto  = 
/  fa) 

=  /     /    R[pX(lgR  +  Mcos'6)  +  pYMcosOsenO}  d9cfr, 

J   0      J  0  ^ 

(10)  [   (X,w'  +  Y.t?Va  =  P"|  X. (RlgR  f  M  R  cos«0)  +  Y,MR  cosO  sen 0  |  db 

I  {X\u  +  Y\v)daL-Lr^\u(l  i-M  + 4Mcos*  0 +  t?.4MsenO  cosO  {  rf9 

e  posto 

w  =  (u  -  Uq)  +  Wo    ,    V  =  (i;  -  Vo)  +  Vq 

dove  1*0  )  ^0  ;  indicano  rispettivamente  i  valori  di  it ,  t; ,  in  (X|  ,  y»)  si  avrà  an- 
cora: 

(11)  I  (X',  u  +  Y',  v)  da  =  L  r  (w  -  Mo)(1  4-  M  +  4M  cos'  6)  di  + 

(r— Vg)4MsenOcosOdO  +  hu^j    (l+M+4Mcos*6)dO+Li;o/    4M8eiiOcosed6 

al  limite  poi  R  =  0 ,  s'annullano  gl'integrali  (9)  e  (10)  e  supposta  la  continnltà 
delle  funzioni  u  ,  v; 

lim  (u  —  Uq)  =  lim  (v  -  Vq)  =  0 , 

R=0  R=0 

sicché  s'annullano  i  due  primi  integrali  nel  2°  membro  della  (11)  coU'indefinito 
impiccolire  di  R,  e  poiché 

1^    2  cos*  0  d()  =  1^    (^  +  ^  (8®n  0  cos  6))  dO  =  2:: 
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avremo 


/     (1  +  M  +  4M  cos«6)  cfO  =  (l  +  M  -f  2M)  2tu  =  - ~  4:: 

/  0  oh  +  si, 

I     4M  senOcosO  dO  =  0 
sicché  la  (11)  diviene  : 

(12)  limf  (X',u-Y'  v)(!a=-— ^-^L-4ti 

K=OÌ  a  oh  +  Li 

e  la  forinola  del  Betti  (8)  poiché  si  può  scrivere  : 

I  2:X>da+|  IpXu'di^-j  2X,u'da  =  /"  IpXw'da-h|  IX.u'ds-j  SX'.wds 

il  cui  secondo  membro  è  indipendente  dalla  piccolezza  di  R,  ci  dà,  per  le  (9), 
(10),  (12),  passando  al  limite  per  R  =  0: 


(13) 


w.i  =• 


3L  + 


~  j  f  2  pX  w'  do  +  I^I  X, v'  d«  - [^  l  X/m  ds 


^  471  LA: 

Considerando  ora  gl'integrali  delle  (1)  corrispondenti  a  forme  esterne  nulle: 

Sr  dr 


oxoy 
v"  =  Ig  r  +  M  ( 


dry 

dy) 


indicando  con  X,'' ,  Y,",  le  corrispondenti  tensioni,  avremo  similmente  : 
3L 


(14)  Vo  = 


aie 


^^j|^2pXw''cfo  +  [  ì:X,u''d8--j  IX^^'udaì 


che  colla  (13)  dà  le  componenti  degli  spostamenti  nei  punti  della  superficie 
elastica  in  funzione  delle  forze  esterne,  delle  tensioni  al  contorno  e  degli  spo- 
stamenti pure  al  contorno. 

§.  III.  Studiamo  gl'integrali  estesi  a  o  ed  »,  che  compariscono  nelle  (13)  e 
(14)  ,  per  trarne  una  conseguenza  importantissima. 


^ 


)(  216  )( 
Poiché  t;'  =  w'',  i  due  sistemi  di  funzioni: 

(15)  fi'  ,  u"        ;        v'  ,  v" 

saranno  integrali  delle  equazioni  (1)  corrispondenti  a  forze  esteme  nulle.  Ora 
le  funzioni  :  w' ,  v'  ,  it"  ,  v",  sono  simmetriche  rispetto  x  e  oc^,  y  e  y,  ,  per  ce! 
i  due  sistemi  (15)  saranno  ancora  due  sistemi  integrali  delle  equazioni  : 


(16) 


dove  è: 


LV«  +  (L  +  K)|^  =  0 


L  A,*  «  +  (L  4  k;  1^  =  0 


*•  -  à^i  +  air»       ®       "•  -  a;;r  +  a,,  ' 


e  per  conseguenza  saranno  integrali  detle  (16)  1  sistemi 

X,  u'  +  y,  v' 
X,  u"  +  Y,  v" 

0  ancora  : 


(«) 


|^(X,tt'  +Y.«')d« 
I  {X,u"  +  Y,v")ds 


Ora  se  le  (15)  formano  due  sistemi  integrali  delle  (16),  saranno  ancora  intesali 
delle  (16)  i  seguenti  sistemi  : 

dv/     du^       du'     dj^       d^     ?i^  .   ?l'     ^. 
dx   '   dx    '  dy    '   dy    '  d^  '   8x    '   d^  '   dy' 


e  quindi  ancora,  posto: 

du"  _  _ 

da   '  "•*  ~  dy  ^  dx   '  '*•*  ~ly   '"   ~  dx  ^  dy 


„     du»  „    du"     a«"  „     dv"     .„     du"     dv- 
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TiM    )  Tri      >    Tr2    >  Tit      >    Tri    »    \rt      i    ^    7  ^  • 
Dunque  saranno  integrali  delle  (16) ,  le  .espressioni  : 

Y/  =  (KO'  +  2  Ly,.,0  +  Ly../     ;     Y/'  -  (KO"  +  2  Lv,.,")  +  Ly,.," 
ed  ancora,  per  conseguenza  i  due  integrali  : 


(?) 


f      /  (X.'  u  +  Y,'  v)  ds 
(     {  (X,"  w  +  y,"  v)  ds. 


Poiché  le  (13)  e  (14)  soddisfano  alle  equazioni: 


(17) 


LA,'M  +  (L  +  K)|^^  =  d„Xo 


LA.»«+(L  +  K)^  =  PoYo 


love  pj  Xq  ,  Po  Yo ,  sono  i  valori  di  pX  ,  pY  ,  in  (a?,  ,  y,) ,  avremo,  per  quanto  s' è 
dimostrato,  che  saranno  integrali  delle  (15),  le  due  espressioni: 

'    «.  +  ^^  j  /,  (X.  «'  +  Y,  v')  ds  -j^  (X;  u  +  Y.'  V)  ds 
1  _      3L  +  K)|^p^^^,^Y^,^^^ 


4TtLK 


(T) 


t'o  +  ^-^~  j  /,  (X.  W  +  Y.  V')  ds  -f^  (X."  «  +  Y."  V)  ds 

concludiamo  che: 

«    GV  integrali  (13),  (14),  che  danno  le  componenti  della  deformazione  d'una 
uperficie  elastica  isotropa ,  si  compongono  di  3  sistemi  di  spostamenti ,   di  cui 
VCL.  xxxvx.  28 
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due  [(a),  (jS)  J  corrisjìondono  a  forze  esterne  nulle,  ti  terzo  (7)  corrispmdtà* 
forze  esterne  date  ». 

Ne  segue  subito  il  teorema  : 

Il  problema  più  generale  delV equilibrio  delle  superficie  elastiche  isoiropt-fi^ 
ridursi  ad  un  problema  analogo^  nel  quale  le  forze  esterne  sono  nulle. 

La  dimostrazione  è  del  tutto  simile  al  metodo  tenuto  dal  Prof.  Latri- 
colla^  pel  teorema  relativo  ai  solidi  (*;. 

Si  potrebbero  così  estendere  alle  superficie  elastiche  isotrope  altre  delle prcf^ 
prietà  relative  ai  corpi  solidi  e  per  conseguenza  estendere  alle  funzioni  ek: 
rappresentano  gV  integrali  delT  equazioni  del  loro  equilibrio,  molti  dei  teoresi 
relativi  alle  funzioni  potenziali,  la  cui  teoria  ne  costituisce  in  certo  modo  oii^ 
stensione,  come,  ad  esempio,  il  teorema  di  Green,  quello  di  Poisson,  r-;«t 


§.  IV.  Anche  qui  come  le  formolo  di  Green  nel  problema  di  Dirichlet 
e  le  formolo  del  Somigliana  nel  problema  deirequilibrio  dei  solidi elas^jd, 
le  formolo  (13)  e  ^14),  contengono  più  elementi  di  quello  che  effettivamente  è 
necessario  affinchè  gli  spostamenti  Uq  ,  Vq  ,  siano  completamente  determiml 
facile,  infatti,  dimostrare  ripetendo  i  calcoli  del  Betti  e  del  Lauricel'j 
(1.  e.)  che  : 

Gli  spostamenti  dei  punti  della  superficie  0. 

1.0  0  «0710  completamente  determinati 

2.0  0  determinati  a  meno  d*una  traslazione  infinitesima  nella  direzioni  y  iì 
tutta  la  superficie 

3.0  0  determinati  a  meno  d'tcn  movimento  infinitesimo  della  superficitnk 
stessa 
secondo  che  sono  note  rispettivamente 

1.0  0  le  forze  esterne  e  le  componenti  degli  spostamenti  dei  punti  rfi  s 

2.0  0  le  forze  esterne,  la  componente  degli  spostamenti  al  contorno  sico^" 
/  e  quella  delle  tensioni  al  contorno  secondo  y 

3.0  0  le  forze  esterne  e  le  componenti  delle  tensioni  al  contorno  s. 

Facciamo  subito  un'applicazione  dei  due  primi  casi  per  una  superficie  piaii 
elastica  indefinita  e  limitata  da  una  retta. 

È  utile  notare  che  le  (13)  (14)  dedotte  per  nn  campo  o  finito,  valgono  aa- 
che  per  un  campo  indefinito,  purché  si  faccia,  Tipotesi  che  le  forze  esterne  agi- 
scano soltanto  sopra  una  porzione  finita  della   superficie  e  che  gli  spostóment 


(')  Annali  della  R.  Se.  Norm.  Sup.  di  Pisa  (1894). 

(^)  G.  M  0  r  e  r  a — Sulle  derivate  seconde  della  funz,  poienz,  di  spazio—^'  I-"' 
tute  Lombardo   14  Aprile   1887. 


)(  219  )( 

ilivengano  aH'oo,  infìnitesimi  del  1°  ordine.  Perla  dimostrazione  si  vada  senza 
altro  a  quella  data  dal  S  o  m  i  g  1  i  a  n  a  (*)  nell'analoga  questione  pei  solidi. 

§.  V.  Per  retta  indefinita  s  prenderemo  Tasse  delle  y  e  per  superficie  ela- 
stica 0  la  regione  positiva  delle  x. 

Siamo  al  lo  caso  del  §  prec.  fiisoguerà  eliminare  dalle  (13)  (14)  le  tensioni 
incognite  X, ,  Y,. 

Consideriamo  le  2  funzioni  : 

óx    dy  cy  dxcy 


in  cui  x^y^  sono  le  coordinate  del  punto  che  si  considera  ed  r,=  V(3D-i-X|)*H-(y— yi)*. 
Esse  sono  regolari  in  tutto  o  e  soddisfano,  come  si  può  verificare,  alTequazioni 
indefinite  deirequilibrio  corrispondenti  a  forze  esterne  nulle  e  nei  punti  di  8 
alle  altre  : 

tt'  -H  a'  =  0 
(18) 

e;'  +  ò'  ^  0. 

Applicando  la  (7)  ed  indicando  con  A,  ,  B, ,  le  tensioni  corrispondenti  agli  spo- 
stamenti a'  ,  b' ; 

(19)  0=/    p{Xa'^Yb')da+j  X,  a' -\-Y,b')  ds  -  j    {AJ  u  i  B,' v)  ds 

Similmente  considerando  le  funzioni  regolari: 

ox  dy  cy  dx  dy 


5"=-lgr,-M(^^'/  +  2M'x.^-5-^ 


(')  Forinole  per  la  rappresentazione  d'un  campo  di  forze  .  ,.  Rendiconto  del  R. 
Ist.  Lombardo  Voi  XXIII  Ser.  II  fase.   20. 


Digitized  by 


Google 


(20) 
ed  inoltre  : 


u"  4  a"  =  0 


e?"  +  ò"  =  0 


I 


(21)       0  ..  |^p(Xa''+Y6")  da  4-  f^  (X,a"+Y,ò")  rf*-f  (A,"e/+B;'c)rfi 

dove  A/',B,",  sono  le  tensioni  corrispondenti  agli  spostamenti  a", 6". 
Moltiplicando  ie  (19)  (21)  per—  -  e    sommando   rispettivamente  cdk 

471  LiK 

(13)  (14),  avendo  riguardo  alle  (18)  (20),  si  ha: 

|UpX(n''+a")  I  pY(r"+6",]  do  -  j^[n(X/+A,")+v(Y/iB;',]d^; 


3L+K 


''^■"      4TILK 


che  risolvono  il  problema. 

§.  VI.  Per  gli  altri  due  casi  che  rimangono  a  trattare  è  utile  premettere 
ripotesi  che  pX  =  pY  -  0,  ciò  che  può  farsi  senza  togliere  nulla  alla  generjli'i 
in  forza  del  2°  teorema  del  §  III. 

Siamo  al  2»  caso  del  §.  IV. 

Si  considerino  grintegrali  regolari  in  tutto  o  delle  equazioni  deirequilibm 
corrispondenti  a  forze  esterne  nulle  : 


«'  =  -lg.,-M(g) 


ox  cy 


le  tensioni  corrispondenti  sono  : 

A.'=-L(l+M)l^^'-2LM  ^(|!1')V4LM^:|I.'  '^ 
•  ón  cn  \dx/  ox     on 

*  \    dy     cn        ox     cn^  dn\dx  oyf  dx    ^h 


JV/       OÌJL       O     •        01       UC*     < 


(22)  a'    +  w'  =  0  ,         6'   +  y'  =  0 

(23)  A/  +  X/  =  2X;        ,         B,'  +  Y,  :^  0. 
Dalla  (7)  si  ha  poi  : 

0  =  [^  (X,  a'  H-  Y,  b')  da  -  ^^  (A,'  t^  +  B;  v) 


ds 


3L  4-  K 
Moltiplicando   i  due  membri    della  precedente   per  — tti-Tt   ^  sommando 


4tuLK 


colla  (13) ,  e   tenuto  riguardo  delle  (22)  (23) ,  si  ha  : 

3L 


411 


i;|[f.2^^''^^-/,2x>^«] 


Per  la  v^,  è  necessario  calcolare  prima  •^^,^  ,  Yj.j  in  (a?,  ,  y,).  Poniamo  : 

'  *       ex,  c'.^,  ^cx--  '  '  '  dx^  ^dx  dyl  ' 

aigr    ^^  e)   zar  \^  .,  ^  {Ir  dr  \  d\^v  ^  ^  d   (dry  ,  ^^  a  fdr  cr\ 

^yi         cyi'àxf         cx^^djcx^'  dx^         dx^^dij)         dy,\dxcy/' 

,,    d    (dr  dr\  d\gr      ^^    d     /dry 


3"X  " 


e  consideriamo  gl'integrali  regolari  dell'equazioni  dell'equilibrio  corrispondenti 
a  forze  esterne  nulle  : 


V  cy  cy  \cy/ 


)(  222  X 


*  '        5a?  ex  ^ou  /        cv  \dx    dv  / 


\ 

d(€  ex  ^dy  /        cy  \dx    dy 

Le  tensioni  corrispondenti  su  s ,  sono  : 

B,....  =  .-L{(i.M,^^.«j;jQ-|  =  -.r- 

e  sn  «  si  ha  : 

a,.,+«,.«=0  ,  A;»-»»+X,<*-*)=2X,('-«)  ,  a,..+«.,.,=0  ,  A,<«-*)+X."-'l=2X,  ••=■ 
(24) 

&,.,+«,.,=2»,.,  ,  B,'")+Y.(«-'>=0  ,  6,..  +  «,..=2«,.,  ,  B.('-^)+Y.<«-«'=0 

e  pel  teorema  del  Betti,  formola  (7)  : 

0  =  -  4^^  j  /,  (X.  a...  +  Y.  h,.,)  ds  -  [^  (A.(-')  u  +  B.(*-')  v)  d,  \ 
(25) 


0=  - 


inoltre  indicando  con  Yj.,'**  ,  Ti-i"">  *  valori  di  Yi-t  >  Tfn  j  i"  (*i  >  y«)  >  "  ha  dal- 
le (13)  (14)  : 

Y,..'"'  =  -  ^-^^  1  /.  (X.  «...  +  Y.  «,,ì  d«  -/^  (X.<«-»'  «  +  Y.(«-»)  t;)  d. } 
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che  sommate  colle  (25) ,  ci  danno ,  per  le  (24)  : 


Trt 


(0)  ^  -.  : 


(0)-_ 


Ti-t^"'  = 


ed  il  valore  di  v^  sarà  : 


3L-H  K  \ 
4t:LK  ' 


I  2t;,.,Y,d«-[  2X,('-*)wrf«  j 


dove  K|  indica  una  costante  arbitraria. 

Siamo  al  3©  caso  del  §.  IV. 

Bisognerà  cercare  tre  sistemi  d'integrali  delle  equazioni  deli'  equilibrio  cor- 
rispondenti a  forze  esterne  nulle  : 

^Vì    )    ^ri        'l       ^1*2    7    ^1-2       'l       ^2'2    J    ^Vt  ì 

tali  che  se  s'indicano  con  : 

A,(*-«)  ,  B,(*-*)  :     A,<'-5)  ,  B,(*-«)     ;     A,^»-»)  ,  B.(«-2) , 

le  corrispondenti  tensioni,  su  di  s  si  abbia  : 

A^{|.«)  +  X,«'-'^  =  0    ,  B,^«-«)  4- y,<'-«^  =  0     ,     A,(«-^  +  X,(«-*)  =  0 

(«) 

A,<«-«)  +  X,^«-«)  -  0     ,     B;«-«^ +  ¥,(*•*)  =  0    ,     B,('-»U  Y.(«-*)=0 

o    pel  teorema  del  Betti,  si  avrebbe  : 

0  =  -  ^^1  [l\  (X.  a..,  +  y.  6..,)  ds  -f^  (A,<'-'  «  +  6.(«->  r  d»  ] 

con  altre  due  analoghe  pei*  grindici  (1-2)  e  (2  •2). 
E  poiché  dalle  (13)  (14),  si  ha: 

^f  [(X.  «...  +  Y, ,,,..)  ds  -  f^  (X,(-  )  «  +  Y,('-')  v)ds  ] 


Tri  =  - 


)(  224  )( 
colle  analoghe  per  Y,./"'  ,  Yi-i'*'  ;  avremo,  facendo  uso  delle  (a)  : 

'•••""  "  "  ^xf /.  h^'  ("'-^  ^  "■••^  ■*■  ^'  ^''•*'  ^  ^•••^]  *** 

colle  analoghe. 

Calcolate  le  7|.,^®^  ?  Tr2^**^  >  Tf2^°^  P^''  avere  gli  spostamenti   bisojjna  jn 
cedere  nello  stesso  modo  : 

Dalle  formolo  : 


si  lia  : 


Risulta  ovviamente  ; 


e  Analmente  indicando  E, ,  H, ,  H, ,  delle  costanti  arbitrarie  : 

"o  =  f  [y.m'*'  daj,  +  P  dy,  ]  +  K,  y,  +  H, 

e  analogamente  : 

«.  =/  [  (Ti-»'"'  -  P)dx^  +  Y,.,^"'  dy,]  -  K,  x,  +  H, 
per 


Questo  risultato  è ,  come  si  vede ,  in  perfetta  armonia  con  quello  enunciatj 
al  caso  3*  del  §.  IV. 

Girgenti,  Gennaio  1898. 
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SULL'ANALISI  JNDKTEHMINATA  DI  PRIMO  GRADO 


NOTA 


DEL 


Dott.    F.    GIUDICE. 


Il  Betti,  estendendo  la  legge  con  la  quale  nell'Algebra  del  Bertrand, 
sono  espresse  le  soluzioni  intere  deirequazione 

ax  +  by  -{•  cz=kj 

ha  indicate  delle  formule  per  le  soluzioni  intere  d'un'equazione  lineare  ad  n  in- 
cognite, della  quale  si  conosca  una  soluzione  particolare.  Tali  formule  conten- 

gono  però    — - — -  interi  arbitrarii,  invece  di  contenerne  soltanto  n-1,  come  è 

Ci 

strettamente  necessario ,  la  qual  cosa  rende  laboriosa  e  complicata  la  ricerca 
delle  radici  intere  positive  e  di  quelle  d'altro  speciale  carattere. 

Nella  presente  Nota  dimostro  le  formule  generali  del  B  e  1 1  i  ;  e ,   pel  caso 
n=3,  dò  una  dimostrazione  più  semplice  di  quella  che  si  trova  nelTAlgebra  del 
Bertrand  (').  Insegno  poi  un  metodo  comodo  per  esprimere  le  soluzioni  in- 
tere deirequazione  ad  n  incognite  con  soltanto  n-1  interi  arbitrarii:  con   tal 
metodo  si  ha  precisamente  che,  essendo  considerate  le  incognite  in  un  certo 
ordine,  la  prima  di  queste  è  data  con  un  solo  intero  arbitrario  e  ciascun'altra, 
fino  alla  penultima,  è  data  con  un  intero  arbitrario  nuovo,  oltre  di  quelli  figu- 
ranti nelle  espressioni  delle  incognite  precedenti;  ciò  che  permette  di  ricono- 
scere facilmente  a  quali  restrizioni  vengono  assoggettati  gli  interi  arbitrarii, 
mediante  i  quali  sono  date  le  soluzioni  intere ,  quando  queste ,  oltre  ad  essere 
intere,  debbono  avere  qualche  altra  proprietà. 


(')  V.  G.  Bertrand,  Algebra  elementare  ;  traduzione  di  E,  Betti;  Firenze 
18G2,  pag.  285  e  293. 
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Formule  di  Bett i.  Se  («i  ,  a^ ,  .  .  .  ,  a J  è  una  soluzione  intera   dell'eqia- 
zione 

(1)  a,  a:,  +  «j  Xj  +  .  .  .  +  a^  fic„  =  a 

dove  «I  ,  cr,  ,  .  .  .  ,  a„  siano  numeri  interi  primi  fra  loro  ed  a  sia  un  numcr 
intero  qualsiasi,  allora  s'incominci  a  scrivere  o'i  i  o'i ,  •  .  •  ,  «n  come  primi  tv: 
mini  di  aci  ,  asj  y  .  .  . ,  cc,j.  Al  primo  termine  a,  di  ac,  s' aggiungano  i  coeffick.;. 
^t  j  ^z  ì  •  *  '  ì  <^n  <^Glle  successive  incognite  x^  ,  Xj  ,  .  . .  ,  oc^  moltiplicati  ribj<:: 
vamente  per  degli  interi  arbitrarli  0,  ,  O3  , .  .  .  ,  6^  ;  i  prodotti  di  questi  pel  oe- 
ficiente  a,  di  x,  si  tolgano  dai  primi  termini  «i  ^  «9  >  •  •  •  ?  o^n  «ielle  successirr 
incognite.  Alla  parte  a^-ajO,  già  scritta  di  x^  s'aggiungano  i  prodotti  deicj^ci- 
ficienti  a, ,...,  a,^  delle  successive  incognite  per  nuovi  interi  arbitrarli  6j',..mV 
ed  i  prodotti  di  questi  per  il  coefficiente  a,  di  x^  si  tolgano  dalle  parti  ^U 
scritte  delle  incognite  successive.  Continuando  cosi  giungesi  ad 

/  X,     =  a,      +  aA       +  a^Oj        -f  ...  +  a^^^h^,,  +  a^h^ 
Xjj     =a,     -a,0.      ^ajV       +  ...  +  a^^//^.,  +  a„V 


(2) 


< 


Queste  sono  le  formulo  date  dal  Betti  senza  dimostrazione. 

Si  riconosce  subito  ,  mediante  sostituzione  diretta,  eh'  esse  non  danno  cb^ 
soluzioni.  Dimostreremo  che  danno  tutte  lo  soluzioni  intere.  Se  ^^  è  nii  valirt 
intero  assegnabile  ad  x„ ,  per  tutte  le  soluzioni  intere  nelle  qaali  x^  ha  il  va- 
lore ^„  deve  essere 

Questa  mostra  che  il  massimo  comun  divisore  di  a,  ,  ...  ,  a^^ ,  essondo  primo 
con  «„,  deve  dividere  a^-g„.  Per  ciò  ha  soluzioni  intere  l'equazione 


Se  una  di  tali  soluzioni  sia  (X  ,  X|  ,  X, ,  .  .  .  ,  X^.,) ,  allora  tutte  quelle  soluzioni 
intere  della  (1)  nelle  quali  ir„  ha  il  valore  p^,   che  è  identicamente  uguale  ad 


a„  -  a,  X  -  «2  X,  -  ...  -  a,,_,  X„_, , 
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sono  manifestamente  le  soluzioni  intere  de)  sistema 


(3) 


\ 


X,,  =  flt^  —  a,  X  -  aj  Xi  -  .  .  .  -  a„_j  X,,.,  -  a„_,  X^_ 


1 


l      a,X,  +  a^X^  -f  ...  +  «n-l^n-l  =  «  -  an(^H  ~  ^1^  ""  ^1^1  -  -  "  ^n-l^n-2) 


Una  soluzione  particolare  della  seconda  di  queste  equazioni  è  manifestamente 
data  da 

X,  =  a,  4  a^X    ,    aj,  =  ot,  +  a^  X,  ,  .  .  .  ,  x^^,  =  a„  «  +  «n  K-i- 

Per  ciò,  se  la  legge  espressa  dalle  formule  del  Betti  vale  per  le  equazioni 
indeterminate  ad  «  —  1  in-cognite,  allora  tutte  le  soluzicni  intere  della  seconda 
delle  preced^iti  equazioni  sono  date  da 

^i      =  (^1  +  a^X)  H-  a,  0,  +  .  .  .  -f  a,,  ,  0,,_, 


dove  le  Oy^'^  indicano  interi  arbitrarii.  Queste  e  la  prima  delle  (3),  insieme,  non 
sono  che  le  (2),  dove  si  faccia 

K  =  ^  ,   (>'«  =  ^, ,  •  • . ,  o»'"-»)  =  x„-.. 

Tutte  quelle  soluzioni  intere  deirequazione  (1)  nelle  quali  x,^  ha  il  valore  p„  si 
ottengono  dunque  con  le  formule  (2).  Queste  formule  danno  dunque  tutte  le  so- 
luzioni intere,  perchè  p„  è  uno  qualunque  dei  valori,  che  ha  x^^  nelle  soluzioni 
intere  della  (1).  Per  giungere  a  questa  conclusione  s'  è  però  supposto  che  la 
legge  del  Betti  valesse  per  la  seconda  delle  equazioni  (3),  che  è  ad  w— 1  in- 
cognite: dimostreremo  che  questa  legge  vale  per  T  equazione  lineare  a  tre  in- 
cognite, e  resterà  così  provato  che  vale  per  l'equazione  lineare  ad  n  incognite, 
qualunque  sìa  Tintoro  n  ,  purché  non  sia  minore  di  3.  Da  quanto  sarà  detto  in 
seguito  si  rileverà  però  ancora  che  le  formule  del  Betti  danno  infinite  volte 
ogni  soluzione  intcì-a. 

Equazione  lineare  a  tre^  incognite.  Sia 

(a  ,  ?  ,  T> 
una  soluzione,  intera,  particolare  dell' oquazion<} 
(1)  ax  i-  bf/  -^  cz  =^  h 
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aovc  ayb,c  siano  iiumcri  interi  primi  ira  loro  ea  ti  sia  un  intero  qualsiasi. b:j 
71  il  massimo  coraun  divisore  di  a  e  ò  e  sia 

a  =  np  ò  =  ng 

per  cui  2>  e  ^  saranno  primi  fra  loro.  Si  ponga 


(2) 


\    y  ="  1^  -p"?  i-cf) 


Sia  V  un  valore  qualunque  di  z,  che,  con  valori  convenienti  dixedydli 
un'altra  soluzione  intera.  Se  una  delle  soluzioni  intere  nelle  quali  z  ha  il  valore 
V  è  (-^ ,  lit ,  v) ,  allora  ò  identicamente 

e  r^  -  V)  =  a(x  -  a)  +  ò(it  -  fi). 

Il  massimo  comun  divisore  n  di  a  e  6,  dividendo  il  secondo  membro,  dom 
dividere  anche  il  primo  e  precisamente  dovrà  dividere  Y""^»  perchè  r  è  priao 
con  e.  Per  ciò  l'equazione 

a<J;  -I-  60  =  Y  ■"  ^ 

ha  soluzioni  intere  ;  una  di  queste  sia  data  da 

4*  =  r  0  =  « 

Allora,  essendo  identicamente  v  =  Y"*  ^''~"^*  j   ^®  soluzioni  intere  della  il' 
nelle  quali  z  ha  il  valore  v  saranno  le  soluzioni  intere  del  sistema 

2  =  Y  -  a^  —  6« 
asc  +  6y  =  A  —  e  (y  —  ar  -  bs). 
Una  soluzione  particolare  della  seconda  di  queste  equazioni  è  data  da 
X  =  a  +  cr  y  zz  fi  i-  C8. 

Per  ciò  tutte  le  soluzioni  del  sistema  sono  date  da 

a;  =  (a  -f  cr)  +  <??  y  =  (?  +  c«)  -  279 

z  =z  ^  ^  àr  —  bs 


)(  229  X 

elove  e  è  intero  arbitrario.  Quelle  soluzioni  intere  dell'equazione  (1)  nelle  quali 
z  ha  il  valor  v  sono  dunque  date  dalle  formule  (2) ,  dove  si  pongano  i  valori 
costanti  r  ed  «  per  ^  e  0  e  si  attribuiscano  tutti  i  possibili  valori  interi,  posi- 
tivi e  negativi,  a  <p.  Le  (2)  danno  dunque  soltanto  soluzioni  della  (1)  e  ne  danno 
tixtte  le  soluzioni  intere,  se  a  <p ,  4;  e  0  s'attribuiscono  tutti  i  possibili  sistemi  di 
valori  interi,  positivi  e  negativi. 
Se  si  pone 

f     ac  =  a  -f  6w  +  c5 

(3)  )    y  =  ^  -  aw  4-  cC 

2  =  Y  ~>5  -  K 

si  riconosce  subito  che  queste  non  danno  che  soluzioni  della  (1),  le  quali  solu- 
zioni sono  manifestamente  intere,  se  (o  e  ^  e  ^  sono  numeri  interi.  Per  far  ve- 
dere che  danno  tutte  le  soluzioni  intere,  avendo  %\k  provato  ciò  per  le  (2),  ba- 
sterà far  vedere  che,  dopo  d'aver  attribuiti  arbitrariamente  dei  valori  interi  a 
<P ,  ^  e  0,  si  possono  attribuire  ad  w ,  5  e  {  tali  valori  interi  da  aversi  identica- 
mente : 

a  -h  6w  +  c5  =  a  +  ?  p   \-  c^ 

(4)  \    /5  -  aw  4-  cC  =  /5  -  p<f  +  cO 

La  terza  di  queste  equazioni,  avendo  evidentemente  la  soluzione  particolare 
5  =<};,{  =  0,  ha  le  soluzioni  date  da 

dove  t  è  intero  arbitrario  e  ^  e  g'  sono  i  quozienti  dello  divisioni  di  a  e  &  pel 
loro  massimo  comun  divisore  n.  Resta  da  vedersi  se  si  possa  fissare  t  in  modo 
che  siano  soddisfatte  anche  le  prime  due^  le  quali  divengono  : 

6co    f-  e  {i(  'V  qt)  =      ^9  +  co 
—  aw  f  e  ^0  —  pt)  =  —  p?  +  cO. 

Semplificandole,  e  dividendola  prima  per  5  e  la  seconda  per  —  p,  si  trova  che 
esse  riduconsi  all'unica  equazione 

no)  -I-  ci  =  <r. 
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aove  Of  e  intero  arbitrario.  iJn  moao  comodo  a'oueuere  le  soluzioni  intere  aei 
sistema  (2)  è  quindi  quellt>7  che  si  rileva  dalle  seguenti  indicazioni  : 


a,a,^l(mods,) 

(1  -  o,a,)  :  e,=/9, 

y,*:/^,fc-O,0, 

«♦72=1  (mod  s,) 

(l-a,aj):s»=^. 

yt^^ty^-aA 

(3) 

«»-t««-t=l(mods„. 

-i) 

(1    «»-«««-»):  e»- .=i«n-» 

Vn-  t-^n~tVn-t~^n~t^n-t 

a„_,«„_,=l(mod6„. 

-.) 

(l~o,._,a„_,):8„.,=/S„_, 

JB,  =  «4  A:  +  £,  0^ 
^1  =  ««  2^1  +  e,  Oj 


(4; 


Le<  soluzioni  intere  dell'equazione  (1)  sono  così  date,  con  w  — 1  interi  arbìtrarìi, 
dalle  (4)  dove  a, , , . . ,  a^_,  ,  g^.^  >  ^i ,  • .  • .  y^-i  hanno  valori  dati  dalle  (3).  Per 
il  teorema  di  Format  generalizzato  si  potrebbe  fare 


«..  =  a..?(^<>-^ 


P,  =  (l-a;(^'V^.. 


Cosi ,  p.  es. ,  per  l'equazione 

3x  +  6y  -h  16z  '  80  w  -h  360  v  =  11 


si  ha  ; 


6,  =  2 


6,  =  4 


s,  =  5        e,  =  9 
a,  =  3        Oj  =  3        o,  =  2         aj=  -  2 
a,  =  1        «j  =  3        «,  =  3         0^=4 

y,  =-11-36,         y»  =  22  +  60,  -  30,    y,  =  -  22  -  60,  +  30,  -  20, 
X  =  11  +  20,         y  =  -  33  -  90,  +  40,        z  =  66  +  18  0,  -  90,  4-  50, 
«  -  _  88  -  240,  +  120,  -  80j  +  904     w  =  -  22  -  60,  +  30,  -  20,  ■>-  20,. 
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QUELQUES  KOTIONS  SUR  LA  SÈRIE  HYPERGÉOMETRIQUE 

DE  GAUSS  n 


PER 


I.     H.     G  R  A  F. 

Prof,   ordinario  nelV  Università  di  Berna. 


§  1- 

U  équation  différentielle  de  la  sèrie  hypergéometrique 

F(a,p,Yx)  =  F(x). 

Supposons  d'après  Gauss 
Alors  nous  avons  les  formules  suivantes 


(1) 


(^  X  —  +  a  j  x"  =  (a  4  »)  x"  , 

(  X  ^  +  a)  P(x)  =  a  F(a  +  1  ,  0  ,  Y ,  x) 


.2) 


(*;  Il  chiaro  Autore,  nell'iuviarci  il  presente  articolo,  ci  ha  fatto  sapere  che  la 
sua  trattazione  è  ispirata  ai  metodi  del  compianto  prof.  Luigi  Schlaefli  e  che  i 
nuovi  risultati,  che  in  esso  si  ottengono,  debbono  considerarsi  come  proprietà  in- 
-tellettuale  di  questo  suo  antico  maestro. 

Nota  della  Direzione, 

VOL.   XXXVI.  BO 


1^ 


Alors  il  suit  d'après  (9) 


la  seconde  intégrale  particulière  est  donc 

Q{x)  =  a?»-Tf  F(a  -  Y  +  1  ,  ?  -  T  +  1  »  2  -  Y ,  a) 

et   l'integrai  complète  a  la  forme 

Y  =  o  F(a  ,  p  ,  7 ,  X)  +  6x»- '  F(a  -  7  +  1  ,  p  -  7  !■  1  ,  z  -  y  ,  x) 
y  =  <i  F(x)  +  bQ{x). 


(10) 


§  2. 
Déduction  directe  des  iniégrales  particiUières  de  Véquation  différentielle. 

Nous  supposons  rexpressìon  y^IA^x*"  cornine  solution  de  Téquation 
a?(x-l)^^  +  [(a  +  P-l)aj-T]^  +  «Py  =  0-,  (11) 

ci' après  (8)  nous  pouvons  écrire  pour  (11) 

(«^£+«)(^è  +  0^-(«'è+')ll=°- 


Gomme 


et 


(  *  1^  "^  ")  (  '^^  4  "^  0  ^•»  *"■  "  ^'"  +  "^^'"  +  ^^  ^'-  ^"'     "^ 


-(^ai  +  ^)%x— =-"'('"-^-^^^«'^"'"''       ^^ 

on   remarque  que  Téquation  est  divisée  en  deux  parties,   Tune  ne   change   pas 
d' exposant  des  termes,    T antro  le    dimìnue   d'une   unite,  par   conséquent  pour 


A.,_,  =0, 


La  sèrie  commence  donc  par  A_^^.j  =  1, 
Posons  en  (13)  w  =  n  —  -jf 


A,>M~--r  ^  (a-if*-w)(3--T  +  ^) 


'»-7 


71  (n  -  ^  +  1) 


.t  =  l, 


n  =  2, 


1  l-(2-T) 

A,-^  2.(3-T) 


n  =  n, 


An^i-^  _  (a-T  +  n)(g-Y  +  n) 


*«-Y 


w(n  — Y  +  1 


et  par  maltiplicatìon 


^  ^  (a-74-l)(a~T+2)  »»>.  («-'T+^)(g-T^'l)(p-T-^2  ....  (g-Y^w) 

'•*'  "'  w  !  (2-y)  (3-T)  ••••  (1  -T+n)  ^ 


substitué  en  y  =  £  A^^i_^x"+^''^  ^.  il  suit  la  seconde  intégrale 

^      ^  n!(2-T)(3-T....(l-Y+n)  ^ 

=  a7^-TF(a-YH  1  ,  p-Y+1  ,  2-y  ,  a3)  =  G(T)  (15; 

y-a-t— il  ausai  des  séries  avec  des  puissaiices  diminuantes  ? 


X  2S8  )( 
Nou8  prenoDS  (13)  sous  la  forme  suivante: 

A^        (m  +  1)  (m  +  Y) 


A«»+i      (w  +  a)  (m  +  gì 


et  nous  mettons  w  =  —  a  -  n 


_  (-  tt  4- 1  -  n)  (V  -  g  H  n)  _  <a  -  1  +  n)  (a  -I-  n  —  7) 


n  =  2, 


A^^^i  2.(a-P  +  2)      ' 


71  -  n 


A,a--n  _  (a-l+n)(a-T  +  n) 


et  par  multiplication  et  en  considérant  A^^  =  1  , 

_  a(«-fl  ) (g-h^i-  l)(g-Y  ■^^) («  — T-*- w) 

"*"'*  ""  n  !  (a  -  p  +  1) (a  -  B  +  n) 

et  après  avoir  substitué  cette  valeur  en 
on  re9oit  cornine  deux  nouvelles  intégrales 


et  de  méme 


s/=(~)F(^?-ir  +  i, ?-«+!.>-) 


Ile 


(17) 
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I^cs  intégrales  (14)  et  (15)  suffisent  ponr  la  solution   de  réquation^  par  colise- 
li ucnt  (16)  et  (17)  doivent  étre  des  fonctìons  linéaires  homogènes  de  (14)  et  (15). 


§3. 
Rélationa  entre  F(x)  et  F(l  -  x)  et  F((2a;-  1>*). 
Substituons  dans  V  équation  (10)  1  —  x  au  lieu  de  co^  nous  recevons 

(-1)*(1-  •x){-x)  1^  +  (-1)  [(a+Pf  1-T)  -  (a+?+l)»]  ^  +  «  f  ^  =  ^ 

^(x-l)g-l-[(a+p  +  l)x-(a-rp  +  l-T)]^+aP!/  =  0.  (18) 

Pour  changer  (18)  en  (10;  il  faut  inettre 

a  +  P-T+ 1  =  T 


a  +  p  +  1 
^=—2— 


par  conséqaent  on  note  les  denx  séries  saivantes  : 

d'après  F  (x)  y  =  P  (a  ,  3  ,  ?±i±i  ,  x)  (19) 

d'apr^s  G(x)  ,  =  J=^\^  ,  ^ìl   ,  '-^  ,  x)  (20) 

Pour  la  transformation  /e  en  1  —  x  la  fonction  t  =  {2x  —  1)*  reste  intacte; 
c'est  une  indication  d'introduire  comme  variable  indépendante  dans  (18)  la  va- 
leur  t=.(2a;-  1)* 

(2^-.i)=V7.,a;=i^^  ;dx=^^; 
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4a?(a;-l)  =  <-l  ;  (a  +  ?  +  l)a;-^— =  ?^i|ii  Ve    ; 


on  refoit 


ce  qui  se  transforme  en 

(21)  a  la  méme  forme  comme  (10).  Les  intégrales  sont: 

ì'  =  f(|,|,ì,i)  ,«i  .m> 


c'est-à-dire  (19)  et  (20)  peuvent  ètre  exprìmé  par  (22)  et  (23)  d'une  manière  li- 
néaìre  et  homogène  et  vice-versa. 

Ou  peut  réunìr  (22)  et  (23)  dans  une  seule  expression.  Cherchons  la  somme 
suivante  : 


'®#K^^^<-"^- 


_aH    S+1 


G)        ''    '    '  '        r(|)    • 
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^r(|)^(|..)„...(|.x-.)r(|).|(|4-.(IM,,  ,. 


Xaoo 


A=0 


r^-^ Cf^--')^^i^-^#--(^^>-) , 


-G)l (-1) 


(2a?-l)«*+i 


tsr    2       2 


'i-o  r 


mais 


r(-jr(n+l)  =  2T^— -rr^+lj  par  conséquent 


■G) 


© 


r  ' —  •T  ' — 

— i-  V    — = =-(4»-2)"  =  /'(a> 

p/l\-i        r(n+l)  ^       'V/ 


(21) 


D'après  l'intégrale  Etilérienne  première  espèce  première  forme  (})  on  à 


(•)  Voir  I.  H.  Graf,   Binleitung   in   die   Theorie  der  Gammafunktion  etc.  S. 
7.  9.  12. 
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p^+^.j,P  +  «         /•» 


2  2  i        ^-^    1  P*-n 

t  ^    '  {ì-t)  ^    "  dt,  aetgpositif  , 


('-¥*"} 


2 


et 


r{^-Kn),.'-^tì.,.U-T)■. 


tout  substitué  en  (24) , 


^U/*^ 


pili  „«   /-^^\  r  — -1    — -1 

— tttS^-'K         j/*"^      <i-')^      (ix-srdt 


j,«+/s   /«la 


Mais 

(2  -  4X)''  (  V<a-<;)"  =  [l  +  (2  -  4x)  V«(l-«)1    ~  ~2~  , 


"-0  \       »        / 


f>^)  =  —^  I     t^      (1  -  0^       fi  +  (2  -  4x) v/m  "-^1         ^    dt.     (25) 
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On  peut  faire  disparaitre  la  racine  dans  Texpression   \^i(l~i).  Nous  posons 


ou 


N=(l-t*)«  +  w»;e---     ; 


V^         t* 


y/i-t 


1-ii     ' 


w       (1  —  u)^      u(ì  —  u) 


1— It  ì  —  u  ^       1  "  u  N  N 


dt  2dtt 


«(1-0      w(l-w) 


-a±i 


de 


t»  (1  -e>»  [l  +  (2-4ar)  >/<(! -o]      '    ^<^-^) 


=  ^-  ^^— ^  -N*^  [l  -  2u(ì  -  w)  +  (2  -  4a;)  1^(1-^)] 


«  2dw 


u(l  -  u) 


N«       N* 


g-fp 


=  u*  (1  -  w)P  (l  -  4x1^  (1  -  u))     '    --^' 


2du 


et  flnalement  par  (25) 


f(x)  =  2 ?-   1    w^'-i  (1  -  «/-^(l  -  Axu{i  -  ic)^ 

^\2/  J  0 


2 


cfi^  (26) 


)(  244  )( 

4u  (l  —  tt)  =  1  -  (2tt  -  l)*  est  toujours  positif  pendant  Tintégration  et  jamais  pIì:^ 
grand  que  1  ;  pour  la  convergence  il  est  seulement  necessaire  a;  <  1  ;  cette  co»- 
dition  est  remplie,  parce  que  x  se  trouve  dans  une  cerale  du  rayon  */,,  centre  ^v 

Il  est  donc  permis  de  développer  1 1  —  4a?u(l  -  u)l        dans  une  sèrie: 

1 — 1        **■*  / o — \ 

*»"«  \      n       / 

Le  terme  general  de  cette  somme  se  transforme  en 

r<lt_«.«_±/.(i|L^,) (ili..-.) 

=  f f LJ. 1 IJ l2»»«»(l  -«)"•«- 

a  +  à  \  /         1 

r-^r(n  +  i) 

snbstitaé  en  (26)  on  regoit 

,„     «-»  r— — -ri— — !-  +  nl  1 

/'(a;)  =  'ii—  V    ì __f 1  . 2»»  co"    I    tt"^*-»  (1  -  «)-**-'  dtt 


rQ)»-o      r"-ti.r(n  +  i) 

„-»  r(?Lti!  +  „)r(n  +  a)r(n  +  /S) 

«-0  rQ)r(2n  +  a  +  /S)r(n  +  l) 

r  0  rt2»  +  a  +  ys)  =  2»-+«*i>->  r  (»  +  ?^)  r  («  +  "^i|^) , 
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Bubstitué  en  f{X)y  on  a 


"-•  r(tt  + 1)  r  r    ]^      +  «) 


„,=...-,  mm.(..,,«_±£±i,.) 


(27) 


Cornino 


a\^a4-l 


r(l)r(„  =  2-.r(|)riJ 


r(l)r(«  =  2>-r(>)r^; 


multiplié  on  a 


o  +  1     /»•  +  1 


:  ria)  r  OS)  =  2«^?-»  r  (|)  r  Q)  r  ^^  r 


Ax)  = 


^(l>©r'-i^r£±l 


iir 


2  2       „/       ,     «  +  /*  +  !        \ 


a  +  /i 


(28) 


Nous  avons  donc  transformé  dans  nne  seale  ezpression  la  somme  des  deoz 
sérìes  et  noifs  poavons  noter 


f{x)  =  M  +  N, 


(29) 


Mais  comme  t  =■  (2x  —  1)*  reste  invariable  si  l'on  snbstitne  1  —  ac  pour  x  et 
N   contient  le  maltiplicateur  2x  -  1  et  2a'-  —  l  change  le  signe,  on  a 


/-(l  -  a?)  =  M  -  N  , 


k30) 


M  =  ^[./'(a!)+/'(l-a;)J, 


(31i 


(32) 


Si  l'on  désigne  (19)  par  4(^)  ì  (20)  par  •(«),  on  a  d'après  (31) 


\2/'  \-2/  ^  /a   /3    1     „        .A      1*2     2       2  2     f^  ^,       1 


K^) 


-r 


F  (M  ,  i ,  (.x-I,.)  .  i  -i- j^  1  *«)  *  4(.  -  x» 


(33i 


et  d'après  (32)  on  a 


2      2 


(^.«KtÌ,!ii,|,,.x-.,.)=ì_;^^_„^. 


fi(»)-i(l-x)l.  (M) 


SubBtituons  en  (19)  et  (20)  /S  =  1  —  a ,  on  re^oit 
i(x)  =  F(a  ,  1  -  a  ,  l  ,08)  =  «a?) 


et  (33)  et  (34)  se  cbangont  en 


^ll'  V'1  ' ^'^"''"  ^^*)  "  ^  ~^~TlV^  |F(a,l-a,l,x)  +  r(«,l -a,l,l- 


KD 


x;|    (35) 


Tr-r 


(2^-1  .f(^-±^,1-?,  I  ,(2aj-l)«)  =  j  -^1^  lF(a,l-a,l^)  -  F(a,l-a,l,l-x)]  36 


§.4. 


RéltitionB  entre  la  sèrie  hypergéometrique  et  la  foncHon  sphMque  X^ 

n 

et  la  fonction  Besselienne  J  (co). 


On  peut  transformer  les  coéfficients  de  (35)  et  (36)  somme  suit: 


1  «!+«»,/'.    ^\  T,l+a  t,/1\t,1+* 


•a) 


2  .  aie  _  /l\«a     2    ,  ?[5.p/^^'\ 


'G> 


sin— -r  I  -  jr--        sin- 


% 


r  -  •  r — 

2        2        1 


-d)      .Ki)'(f) 


H2)  ^(2)^  — '"^(^+^^2       ""'T^ 


2 


Alors  (35)  et  (36)  se  transforment  en 


(37) 


2         .    ait_  a 


IP(a,l-a,l,a})  +  P(a  ,  1 -a  ,  1  , 1 -ae)] 


Cs2irr  — 


.)f(H-«..-|.|,(»x-i,.) 


(38) 


4         aie  ^  l  4-  a 
cos— -r— - 
2         2 


[F(a  ,  1  -  a  ,  1  ,  X}  -  F(a  ,  1  -  a  ,  1 ,  1  -  x)]. 


(39)  et  (40)  présentent  en  regard  du  membre  gauche  une  relation  intéressante. 
Le  terme  general  du  membre  gauche  de  (39)  est  égal  à 

%•%  ...  (m  -  l)(m+\)  ...  (2m-X-i).-m.(-m+l)...(-X-l) 
(-1)"* ^^ — ^      ^    .      /^     , T^ (cosSr-»^ 


m 


!     1.2.3...(«-X).1.| (m-X-1) 


%.%...(m-|)(m+i)...(2m-X-|).»n(m-l)...(.X+l) 
=  (-l)»'»-^ \^JL2 ''\    \  il _ (cosO)*'»-*^ 


m 


!  (-^)'  ri ('"-^-t) 


2m-2^ 


^  2»"-»^  (4m  -  2X)  !  

-(-1)   §i5inxx:(2wi-X)!(2m-2X)!^*'°^  ^' 


=  ^-^Vr)C'",-^^)(cosOr-^     ,    cosO  =  . 
~    2=""     \  >.  /  \     2»»      /  ^ 


mais 


m)l\d^}     "^  -  V     2m      ;  * 


(2n0  !  Vcx/ 


par  couséquent  le  terme  géuéral  du  membre  gauche  de  (39)  est  égal  à 


2-'''      (27/n!  V  /.  J^dx/ 


et  dono 


(-:".).(„,  A ,  _ ., ...) = _L_  (i)-2;  (-  ..'(T)^-" 


1        /  9  X*"*, 


-  2*"'(2»ir!  t  )     ^'"^      ^'""' 
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al    uutj    uiiit^rt^iibiaiiuu   <3uu9couuvc   un   it?^uii   it^s   uruies   suivaiiLs 


43 o    qui  prouve  que  la  fonciion  Besseìienne  de  Vordre  0  peut  ètre  considérée  com- 
nr^xe^    ime  fonciion  sphérique  de  Vordre  oo . 


§5. 


Relation  entre  Véquatian  différentielle  de  la  sèrie  hypergéometriqtie 
et  une  équation  différentielle  de  1/  et  de  IIL^  ordre. 


Si  l'on  met 


1    dy  _^l<^gy  _ 
y    dx'^     dx     ""     ' 


J_  d^  _  d^logy      /dìogyy  ì_  d^y  _du        , 

y    dx^         dx^         \    dx    /       '      y    dx^"  dx 


et  on  sabstitue  en  (10) 


on  re9oit 


^^^-'>7S  +  f^«-P  +  '>'"-^J7  5l  +  «P  =  ^' 


aJ(^-l)(^  +  tt»)  +  [(a  +  p  +  l)x--rlu  +  ap  =  0  (44) 


L'intégrale  complète  de  cette  éqnalion  se  donne  comme  snit: 
y  =  oF(aj)  +  t.G(aj), 

^  =  aP,(a!)  +  6G,(x), 

_  J_  dy  _  aF,(aj)  +  b  Q^^x)  _  Ft(ae)  +  e  6,(00  _  &^ 

"~y    dx~  dF(x)  ■*■  h  G{x)   ~  F(a5)  +  e  G(a)      '     *'"  d 

L.a   solution  n'a  qu'nne  constante  arbitraire  e. 


r 


Il  reste  &  évalaer  la   constante  arbitraire  C ,  ce  qui  se  fait  par  un  cas 
special , 


F(iB)  =  F(a ,  2 ,  Y .  ^)  =  1  +  ^  aj  + 


G(a!)  =  aBi-TF(a-Y+l  ,  g-Y+l  ,  2-t  ,x)  =  cd^  7  +  (fLIi^^tti)  a?»-^  +  . . . 

l'(2— 7) 


F(x) 

0(0!) 


P,(aì) 

6,(0!) 


1  +  -ix  + 


26^ 

Y 


l—^^=?s??^ --'•••  •<'-t)--H. 


.(2-T) 

=  (1-^)0?-'^  + 


e  =  1  -  Y  ,  par  conséquent 


.         dz  dy 

^  dx  dx 


Fix)     .    Fi(aJ) 


=  (1-Y)flj-^(CC-1)^-^  (46) 


Nous  mettons  ensuite 


—  -^  ^  _   1    /da  ^    dy\  _  J^ 


Log  ^  =  Log  A  -  2  Logì/ , 


è-S  =  £(^'>^^^-^)-^L«««'  +  (^-'^^^^^'"-*0  -^7  |. 


dx 


Y      1  -  e 

X       X-1 


-  2t*  ==  V  +  X. 


Nona  mnltiplìons  (45)  par  -  2u  et  la  dounons  sons  la  torme  samote 

d  4aB 

2_(-2«)-(-2«)«  +  2X(-2«)-^^^=0, 

5Ì  ^  +  2  ^  -  V*  -  2  XV  -  X»  +  2  XV  +  2X»  -  -^^  =  0 , 
dx        dx  X(x  - 1) 


dx  dx  x{x  - 1) 


ce  qui  est  une  équation  différentielle  de  III«  ordre.  L'intégrale  est 


(4Ì) 


_a^J{x)-V\0(x) 
^^  aF(a?)  +  6G(a?)   ' 


et  contient  3  constantes  arbìtraires. 


§6. 


Quelques  exemples  d'équations  différentieUeis  du  11^  ordre,  dont  la  résolntion 
se  fait  par  des  iéries  hypergéometriques. 


d^y 


dy 


•         =[D»-(6  +  l)D-/']y. 
Si  l'on  snppose  w»  +  n  =  6  +  l  ,  mn  =  —  f,  on  aura 

[>''^^  +  bx^-  +  f]y  =  (D^fn)(J)-n)y.  a) 


(*)  D  i  e  n  g  e  r  J.  «  Die  Differential  und  Integralrecbnung  >  p.  350. 


De  mèine  nous  transformons 


[^'è"^''^^"^'']^"^^''^^'*"^^^^'^^  ^^ 


I  se  change  en 


a:  [D*  +  (a  -  1)  D  +  e]  2/  -  (D  -  w)(D  -  n)  y  =  0 


En  doDDant  y  la  valeur  x^z , 


T) 


Dy  =  ac  —  (aj^z)  =  a;"  ^D  +•  m)  0  , 

«05 


on  Bubsfitue  donc  (D  +  m)  y  au  lieu  de  Dy ,  de  mème 


(D  +  m)*  y  pour  D V 


et  -f)  se  change  en 


X  [(D  +  m)*  +  (a-l)(D+m)4  e]  x'^'z  -  [D-hm-m]  [D+m-n]  oc'^g  =  0 , 
oc  l(D+m)*  +  (a-1)  (D+m)  +  e]  a  -  D  [D+m-n]  2  =  0  (S) 

(D-hm)*  +  (a-l)<D+m)  +  e  =  D*-D  +  (2?w+a)  D  f  w*  +  (a-1)  w+c 


=  a?*  ^  +  (2mf  a)  x^  -f  m*  4-  (a~l)  m f  e 


d    (     d  \ 

par  conséquent  on  trouve  pour  6) 

X  I  a?*  3—,  +  (2m  i  a)a? --  +  w*  +  (a-1)  m  +  c    2  -  a?^-  (  a;-r- +  m  -  n  )  2  :::^0. 
L      ao;*  do?  \  dx  \    dx  J 


r 


D*abord  iious  divisione  par  x  ^  ensulte  ou  a 


3c  {a*  -  1  )  — j  +  [V2m  t  et)  X  -  (m  -  n+l}]  —  +  (m'4  (a  -  ì)  «i-j-c)  e=0. 


fji' 4  (<t  -  l)t/^     e  n  la  iiii'uie  ftmstructìon  comiiie  1>* -ffa  —  1)D  +  e,  dotif 


?ji~  +  (a  -  Dm  f  ''  -  (mi  —  pi)  (m  —  V  ) 


el  nous  avona  tìimleinem  eomme  équaiion  transformée 


te  (ai  -  1 J  -—  +  [(2m  +  a)  ar  -  (m  ^  IH- 1)] -^  +  (m  -  ;ji)  (m  -  v)  =  0,    (£ 


^dx 


En  comparali t  (s)  par  (IO)  on  & 


a  -  m  —  i*    ,    a  >  ^5  =  2m  -  (ji  +  v) 


g    ^    7/f    -    V        j 


jiL  +  v=  1  — a 


a  +  g  -f-  1  =  2m  4  a , 

Y  =  m  —  ?i  +  I, 

Dune  la  première  intégrale  pmticuHère  est  d'après  y  --^  F(aj  PjTj^* 
^  =  F  (»»  -  ji  ,  f n  —  V  j  »i  —  1*  4  1  j  a;) 
ot  la  Mcctindiì  iniégrult  particulière  d'après 

tj  =  a^i-^F (a  -  Y  4-  1  ,  p  _  ^  4  1  ,  2  '  Y  T  ^> 

gj  ^  .^.rt-i«  p  -^  _  |jL  j  ?i  ^  V  ,  ?i  «  m  4  1  j  a?) 


Luglio  e  Agosto  1898. 
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Les  intégraUs  particulières  de  l'équation  I  soj 

NOV  23  1C98 

y  =  x~  F  (wi  -  (*  ,  m  -  V  ,  \-  »  +  1  ,  ac) 


"%, 


y  =  a;"'F(n-t*,»-v,n-TO+l,a;) 


.N";'-^: 


et  l'intégrale  complète 

y  =  Ax"  F(7»-|*  ,  TO-v  ,  m-n+l  ,  k)  +  Bx"*  F(n-(*  ,  «-v  ,  j»   m fi  ,  ac) 

II    (x  -  ft)*-a^  +  (ax  +  6)(x  -  ft)  ^  +  (ex  +  d)  y  =  0, 


X 


,       d  l    d        d»       1    d» 

=  A(l-tt)  ,  dx=-Ad«  ,  d»x-./.d*«  ,;sji  =  "Tdi'd:^"ft^d? 


tt»A»h(l  -«)-^  ^  +  (l-ti)aA(-«A).-4-  ^  +  (cA-cAuf  d)y  =  0, 


A*  dx» 


A  dx 


nHl-'u)^,  +  {l-n)au^^+[c(l-u)  +  ^]y  =  0, 


et  en  changeant  les  signes 


(«-l)«*g  +  a(«-l)«|i[c«-(c  +  |)]y  =  0, 


une  éqnation,  qui  mentre  la  mème  constrnction  comme  Texeinple  L 

III    (x  -  70' ^^Pi  +  («a;  +  b){x  -'h)x^^  (ex*  +  da  4-  /) y  =  0    (*) 
acc*  CMC 


y  =  x«.,|  =  «x-.  +  x»|, 


(^)  Voir  S.  Pincherle,  Delle  funzioni  ipergeometriche  etc.  p.  49. 
VOI».  XXXVI.  83 


n'w  .  de  d}z 

-^,  =  n{n  -  Ijx"-» »  f  2Ha:"-'  t^  4  a;"  — ; , 


tlx 


dx  rfx*' 


(ne  "  70'  ac*  ^-r-^  +  (ae  -  ft)  [  ax  +  i^  +  (x  -  h)  2n  ]  a?  ,- 


cfoj^ 


dx 


{a;  '  /O*  3C  j^,  +  (x  ^  Ji)  [x(a  +  2tt)  f  6  -  2ftn]  ^ 


+  [«(li  *  1  +  a  +  e)  X  +  W  -  2n(;i  -  1)  h^n(f-  ha)  f  ^^^*     ^    "^ij-^^. 


m6m6  forme  comme  II* 


IV.    X'kX  -  1)*  -^  4-  x(x  ^  1) (Ao?  +  B)  ^  +  [Qx^  +  Dx  f  E]  y  ^Ci 


Ax  +  B  =  cA  +  B)  ae  -  B(a;  -  1) 
Ci»  +  Da;  +  E  =  CiT*  +  Da;{x  -  (se  - 1))  +  E{a3'  -  2x{a;  -  l)  +  (x- 1)') 


£cHx  -  1)»  §^,  +  fl?(x  -  1)  [(A  4- B)  se  -  B  (a;  -  1)1^ 


dai 


dx 


+  Cac»  +  Da!  (a;  -  (i«?  -  1)  )  +  E  (x'  -  2a?(a!  -  1)  +  (a?-  lj')y  ="- 


){  269  )( 
et   en  divisant  par  x(as— 1) 


d*y  /A  +  B      B\  dy      (  C_  D  E      \ 

dx*  \x-\       xJdx^Kx'  ■*■  icCa; -!)■'■  (a: -1)V^~' 

^*y  ,  /  g  ,     ^    \  '^y  ,  /  «^   ,      /       I      9     \  „  _ ,.  _. 

dx»      Vx      Jc-l/dx     Va»      »(x-l)     (x-1)»/^ 


-  *5 


x^  (x  -  1)1  a , 

I  .X  .  I       ,        .  N      X  d  Log  w       {        >ì       d  Log  s 

Log  y  -  {  Log  X  +  {  Log  (x  -  1)  +  Log  z  ,       ^  "  =.-  —  +  -!-+  —-S.  , 

u*V  se  «2/  (toc 

}^d}y  _  cPLogy      /dLogy X* 
y  dx^  "       dx^  \     dx     J 

après  avoir  divise  a)  par  y,  on  a 

dn^ogy      (dhogyY      (a         b    \  dLogy      (e  f  g      \ 

dx'-      '\     dx     /    "^U      a-l/       dj;  \a;»'^ic(a:-l)      (x-l;V 

<^  Log  y 


et  si  Ton  substitue  y  =  x^{X'-  1)^'  2 ,  on  regoit 


dx  \X        X-\/         NX       05-1/ 


a*       (ac-l)»       x'      a;(ac-l)"^(x-l)«  +  x*      ac(x-O)     ' 
bri  e  f  q 

(X— 1)*        X*         X(X— 1)        X* 

» 

Par  comparation  de    cette  équation  par  la    forme  (10) ,    on  obtient  les  deux 
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conditions 

ì*  -  (1  -  a)  C  +  e  =  0 ,        Solutions        f  {' 

et  les  combinaisons 


{  1 

f  yi, 

donc    4-2  =  8    poles 

i'>i 

V  ri' 

Pourvu  qu'  oii  ait  déterminé  les  valeurs  de  5  et  )j  et  de  y  =  x'(l  -  xY*z,  on  a 
Téquation 


du 
dx 


f  tt*  +  (  —  + '\  u  +  -. ~  =  0, 

1  dH       (  e    ^      b    \   \  dz  ^        f  _ 

z  d^x      ^x      X-  1/    z  dx     cc(ac— 1) 

dx*  "^  \  a;      JB  -  1/  dx     x{x  -  1}       ' 

si  Ton  met  dans  (S) 

Y  =  a   ,   a  +  /3  =  ò4-a-l    ,    a^  =  f  ,   a-f-/J-Y  +  i  =  ^ 
(3)  change  en 

—      (—        ^    \  ^       _  ^^    -  -  0 
das*      Va?       X  —  1  ^  dx      x(x  -  1)  ^     ' 

ce  qui  est  le  forme  (^). 


« 


('^/ 
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Dans  les  «  Mathematische  Annalen  :»    de   F.   E 1  e  I  n  ^   W.   D  y  e  k   et    A. 
^t  e  y  e  r  (tome  XLV,  p.  253)  nous  avons  donne  la  solution  de 


I.g.Mg.N,  =  0 


en  intégrales  de  la  sèrie  hypergéometrique.  On   pourrait  ajouter  cette  solution 
eomme  un  cinquième  exemple  d'application  de  sèrie  hypergéometrique. 

Nous  avons  construit  en  explications  d'après  les  indications  de  feu  Mr.  L. 
S  e  h  1  a  e  f  1  i ,  notre  ancien  professeur.  Mr.  Schlaefli  a  ètudiè  à  fond  V  oeu- 
vre magistrale  de  Mr.  E.  E.  K  u  m  m  e  r  dans  le  «  Journal  fQr  reine  und  ange- 
wandte  Mathematik  »  tome  XV,  p.  39-53,  »  127-162  de  A.  L.  Creile.  Mr. 
S  chlaefli  a  seulement  publié  sur  la  sèrie  hypergéometrique  un  petit  article 
dans  les  «  Mathematische  Annalen  >  tome  III  p.  286-295. 

Berne,  Juillet  1897. 
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GENERALIZZAZIONE  D'UNA  FORMOLA  D'INTEGRABILITÀ 


NOTA 


DEL 


Dott  LUIGI  RESTELLINI-a  Pavia. 


1.  -  Spesse  volte  neiranalisi  occorre  di  dover  considerare  fanzioni  di  piò 
variabili,  non  tutte  indipendenti  fra  di  loro,  e  dei  rispettivi  coefficienti  differen- 
ziali, delle  quali  è  necessario  stabilire  la  possibilità  o  no  della  loro  integrazione, 
indipendentemente  dalla  conoscenza  delle  relazioni  che  uniscono  le  variabili  di- 
pendenti alle  indipendenti.  La  Fisica- Matematica  offre  differenti  esempi  di  tak 
natura,  quale  il  problema  della  ricerca  deirespressione  generale  della  forza  che 
ammette  una  funzione  potenziale  dipendente  dalla  velocità  ;  i  risultati  del  cal- 
colo delle  variazioni  vengono  ancora  modificati ,  quando  ci  troviamo  alla  pre- 
senza di  funzioni  integrabili ,  il  di  cui  studio  può  d' altronde  formar  soggetto 
d'un  capitolo  speciale  nella  teoria  delle  equazioni  difiPerenziali. 

Riesce  quindi  di  non  lieve  interesse  lo  stabilire  a  quali  condizioni  è  neces- 
sario e  sufficiente  che  soddisfi  una  funzione  definita  come  sopra,  perchè  sia  pos» 
sibilo  calcolarne  l'integrale,  indipendentemente  dalla  conoscenza  dei  legami  cbe 
esistono  tra  le  funzioni  e  le  variabili  indipendenti. 

Il  problema,  quando  F  è  del  tipo 

F  (a? ,  y  ,  y' .  . .  y<")  ,  «  ,  a'  .  .  .  «^'*>  .  .  .) 

dove  si  suppone  che  y  ,  «  .  .  .  siano  funzioni  solamente  della  variabile  indipeD- 
dente  x ,  fu  trattato  come  si  sa,  primieramente  da  Eulero  e  dal  marchese  di 
Condor  cet,  poscia  da  altri  autori  e  notizie  bibliografiche  in  proposito  sì 
possono  trovare  in  «  Pasca  ì.-^Trattato  del  calcolo  delle  variazioni  §  35  »• 

Applicando  k  volte  di  seguito  il  criterio  di  Eulero,  si  possono  trovare 
le  condizioni  perchè  una  funzione  della  specie  considerata,  e  dove  le  variabili 
indipendenti  sono  più  di  una,  sia  k  volte  integrabile,  e  di  questo  s'è  occupato 
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J  e  1 1  e  1 1  a  pag.  370  del  suo  Calcolo  deUe  Vctriaaiani  (edizione  tedesca)   ed  il 
risultato  si  trova  riportato  in  Pascal  op.  cit.  a  pag.  204. 

Ora  questo  problema  può  estendersi  in  un  certo  senso  che  credo  non  sia 
stato  ancora  considerato ,  e  cioè  quando  F  è  funzione  di  x  ,  y  ,  z  ,  v  .  .  .  dove 
z  in  luogo  d'  essere  funzione  di  sola  co ,  è  anche  funzione  di  y  (e  se  si  vuole, 
anche  delle  derivate  di  y  rispetto  ad  a?) ,  e  t? ,  funzione  di  a? ,  y  e  2  (e  se  si 
vuole  anche  delle  loro  derivate)  ,  e  cosi  di  seguito ,  per  modo  che  T  contiene 
quali  argomenti  le  derivate  parziali  di  «  e  v  rispetto  ad  x  ed  y ,  quelle  di  v 
rispetto  a  z^  etc.  La  trattazione  di  questo  caso  è  il  problema  che  (dietro  sug- 
fi^erimento  del  Prof.  Pascal  mi  sono  proposto  in  questo  breve  scritto ,  ed  è 
notevole  il  fatto  che  le  relazioni  a  cui  si  arriva  sono  quelle  che  si  ricaverebbero 
formalmente  dalle  note  relazioni  d'  E  u  1  e  r  o ,  purché  in  queste  si  dia  ai  sim- 
boli differenti  che  vi  entrano  un  diverso  significato. 

2.-Supponga8i  dapprima  la  funzione  proposta  della  forma  : 
dove  y  è  funzione  di  sola  Wy  e  z  funzione  di  x  ed  y,  essendo  : 

Se  F  è  integrabile  e  cp  è  Tintegrale,  sarà  identicamente  : 

Dove  le  derivate  di  y  e  «  rispettivamente  di  ordine  m  ed  n  compariscano 
solo  nel  modo  scritto.  Questa  eguaglianza  ci  torna  comodo  scriverla  : 


*-»  '-■  ^'x'y'^'-' 


(1) 


+ 
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cne  denvata  no  suoi  argomenti,  aara  luogo  a  : 

(n  +  2)(n-H) 

»l  +   1    + 


relazioni  tra  lo  derivate  di  F  e  quelle  di  <p ,  che  dovranno  essere  ideDticame&te 

soddisfatte.  Eliminando  in  queste  le  m  +  -—j. derivate  di  9  si  otterranno  due 

relazioni  necessarie  affinchè  F  sia  derivata  esatta  nel  significato  volato  dal  pro- 
blema. Consideriamo  intanto  le  : 


aF_  d^  a^ 
dy      dx  dy 


aF  _  d  a»     a?    ^  ^      a?         ^''^ 


_aF  _  rf^  a?     _a(p_ 


m>  i>i 


da  esse  si  ha  facilmente  : 


/2)     ^-^    ^1 
"^       vy      dx  cy' 


^      ^    dx"*  ay("»^      dx  Zj   Zi 


a^ 


(0 


v./-' 


=0 


11  di  cui  ultimo  termine  sviluppato  diventa  : 


Con  un  cambiamento  opportuno  di  liralti  nel  sommatorìj  dalla  (Il  si  h»: 

V  V  1      g?     -  V  V  f_^L_ -„.  _!? !l— 1 

Zi  Zi  rf.u  a  f'-"  Zj  Zj  L  l^""  ^  „  t^"»'  ^  t"" 


)(  265  )( 
e  por  il  caso  speciale  di  r  =  n 


-t    dZrj^n-^iyn-s 


e  per  «  =  0 


inoltre 

^  (**'*)  ~ii*')        '       ^  .  C-M  '"ri'») 


Questi  risultati  sostituiti  in  ;3)  la  trasformano  nell'espressione: 
E  quindi  nna  delle  condizioni  necessarie  risalta  : 


^SS-^^^^^^'  ^-'"'--o. 


Altra  condizione  necessaria  ed  indipendente  dalla  (4)  si  ricava   dalle  relazioni: 
iz  "  dx  cz 
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05*  ce'        a*  * 


d¥  d(p 


(n)  (n-!) 

^2    «        ^«     n-i 


dalle  quali  si  ottiene  : 


ÒF       d     dF         d^    cF  iNn    ^     _^  -n 

Le  (4)  e  (5)  sono  qaindi  condizioni  necessarie  perchè  F  sia  derivata  esatta, 
è  facile  mostrare  che  esse  sono  anche  sufficienti.  Infatti  il  loro  sviluppo  cuc- 
tiene  derivate  di  y  e  2; ,  di  ordine  superiore  rispettivamente  ad  m  ed  n  che  nu: 
si  possono  eliminare  se  non  cgll'annullarsi  dei  rispettivi  coefficienti  :  tale  anna.'- 
larsi  costituisce  un  certo  numero  di  condizioni  per  le  quali  la  F  risulta  dei'.i 
forma  : 

P  =  A  +  By.'»)-,  e  (  z<;l  +  .Ji.,^  y),l>  (aji..^  +  .;^",'„.„^,  y)  +  .  .  . 

dove  A  ,  B . . .  non  contengono  i/""^ ,  in  z^*"}  ^.,  («  =  0  ,  1  ,  ,  .  .  n).  Fatto 

oc  y 

considerando  costanti  gli  altri  argomenti,  sarà  : 

e  l'espressione  : 
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(n) 

^  indipendente  da  z^^.  Di  più  soddisfa  alle  (4)  e  (6)  perchè  è  la  differenza  di 

Y  che  Ti  soddisfa  per  ipotesi  e  di  una  derivata  esatta.  Ripetendo  su  di  essa  le 
considerazioni  fatte  su  F  si  ha  : 

fi,  =  A.  f  B.  y(«.  +  D,  (4-:-,/  -J^.  y*)  +  •  •  •  +^'  fe;»-.  +  ^y"  ^') 
ed  in  analogo  modo  si  potrà  determinare  una  funzione  : 

tale  che  : 

(") 
sia  indipendente  da  z  n-i  o  che  di  più  soddisfa  a  (4)  e  (5). 

CD 

Operando  in  tal  modo  si  otterrà  la  serie  d'eguaglianze  : 
^     da, 

^-s'^'      


f.-s=f'      p.-.-^s^=f-. 


*^*»-'        dx 


che  sommate  membro  a  membro  danno  luogo  a  : 

dx      dx       '"         dx       ^'•"' 
dove  ^^.|  soddisfa  alle  stesse  condizioni  di  F  ed  è  della  forma 

P  +  y^'^i  R 

e») 
essendo  P  ed  R  indipendenti  da  y^^^  e  ^n^s^n-s  («  =  0 , 1  .  .  .  w). 
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Posto  : 

Sarà  ancora  : 

2       _***•»-  fi 

un'espressione  che  non  contiene  le  derivate  d'ordine  m  ed  n. 

Supponendo  ora  che  (4)  e  (5)  siano  sufficienti  per  funzioni    contenenti  fin: 
allo  derivate  d'ordine  m  —  1  ed  n  -  1 ,  risulta  g^  una  derivata  esatta  che  potre 

mo  indicare  con   j-^,  e  quindi 
dx 


dx 


F  =  :ì-  («i  +  «t  -^  •  •  •  +  «n  +  «©>  , 


il  che  fa  vedere  che  se  il  teorema  è  vero   per   gli   indici    m  — 1    ed  n-1,  !« 
sarà  pure  per  m  ed  n.  Ora  lo  stesso  procedimento  dimostra  l'assunto  per 

che  risulta  in  tal  modo  vero  in  generale. 
3.  —  li  espressione  : 


+    >        7       —7^r-Ts •  SiZL.r-9 


che  compare  nel  primo  membro  di  (4)  non  è  altro  che  la  derivata  totale  di  F 
rispetto  ad  y ,  qualora  si  consideri  questa  come  variabile  indipendente  e  la  x 

costante.  Se  l'indichiamo  col  sìmbolo  ( ( g- } )  »  ^a  prima  condiziono  diventa: 

\\dyJ/      dx  dy'  ^^    ^^    dx"^  dym 

che  mostra  l'analogia  formale  di  questo  caso  con  quello  già  trattato  da  Eulero. 
Se  infine  si  suppone  la  funzione  F  contenere  le  variabili  dipendenti  y,  *, '••• 
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ove  ognuna  ai  esse  e  ranzione  ai  ac,  e  ai  quelle  che  la  preceaono,  il  metoao  ai 
eliminazione  precedentemente  usato  ^  dà  per  condizioni  necessarie  e  sufficienti 
all'integrabilità  di  F,  il  sistema  : 

\\dz  ))      dx  dz'^  ■*"  dx^  dz'f^i 


\\ev  //       dx   fv' 


d      dF        d^       dF 


^     dx^  av'V 


4.  —  Si  può  ancora  generalizzare  la  natura  della  funzione  Zj  supponendola 
dipendente  oltre  che  da  a?  ed  y  anche  da  y\y''  •  •  > y^*^.  In  tale  caso  la  F  ri- 
sulta della  forma  : 


dx^  L  dy(^'^)^    ^    L     L   ./'• 


j»l 


do  <'*>  t^  a©  ('*) 

+  y'     (.-0       VyP-y(->*  +  •  •  •  +  y^  ""'^  rr^7) VyP-y(*)' 


^VyP-V'^-y^^^" 


aj«yP-y(^> 


ove  il  sommatorie  esteso  a  a  +  /9  +  Y4-...  +  ii)  =  r,  sta  ad  indicare  che  per  ogni 
valore  di  r ,  vanno  prese  tutte  le  possibili  combinazioni  di  fc  +  2   numeri    posi- 
tivi ,  lo  zero  incluso ,  tale  che  risulti  a  +  p  +  . . .  +  w  =  r. 
Le  (a)  si  trasformeranno  allora  in  : 

dY  _  d_   c^ 
dy      dx  dy 


a+p+...-v  r«i  ^Vy^Vì^-yt*> 


"'-"  "*4^^  s  t 


a  5  c) 


w  >  «  >  fc 


aF 


a? 


dalle  quali  per  eliminazioni  analoghe  alle  precedenti 

<«*  uD)-i((S))--(-.,(0.. 


La  (5)  rimane  invariata,  e  colla  (6)  stabilisce  le  condizioni  necessarie  aiih 
che  sia  F  integrabile.  Come  nel  primo  caso  considerato ,  il  loro  sviluppo  su: 
gerisce  la  forma  che  può  assumere  F,  per  la  quale  è  facile  vedere  che  e^se cji 
sono  soltanto  necessarie,  ma  anche  sufficienti. 

Pavia  1897. 


;ULLE  CUIIVE  IN  UNO  SPAZIO  LINEARE  A  UN  NUMERO  QUALUNQUE 


DI  DIMENSIONI 


NOTA 


DEL 


Dott.  ENRICO  PICCIOLI: 


Formule  preliminare 


Premettiamo  alcune  connùlerazioni  generali  clie  sono  iiceo^sarìo  jier  quel 
iehe  seg'ue  :  esse  sì  trovano  esposte  esresamente  nel  lavoro  del  signor  0  r  u  n  e  l 
€  Sur  les  propriétes  ìuetrìquus  des  amrhfs  fjtftfrhrs  (fnnii  un  tiapaci'  ii maire  a 
B  drmensions  (^)  ». 

Siano 


.r,  -  X,  (s) 


X. 


3r,  (#) 


^n  "  ^n  f*)  J 


le  equazioni  di  una  linea  eli  S^^  ed  s  lì  mo  arco.  La  curva  è  riferita  a  un  sistema 
di  assi  cartesiani  ertogonali  Oar,  x^  x^^.  In  ogni  punto  M  di  esso  esiste  un 
ennacdro  rettangolare  M  L,  Lj ...  L^^  cosi  formati  :  la  direzione  M  L,  è  1^  S|  oscu- 
latore o  come  suol  dirsi  la  tangente  in  M  ;  la  ML^  è  fra  le  a^"''*  normali  su  M 
ad  f\  quella  che  giace  neHYt  esculatore  *,.  le  M  L^  e  fra  le  oo"'^  normale  in 
M  airS^^_,  osculatore  quella  die  giace  nell' S^  osculatore  e  infine  la  ML^^  t  la 
perpendicolare  in  M  airiperpiano  osculatore. 

Chiamando  a^,,  il  coseno  delTangolo  formato  dalle  direscioni  positive  di  ML^ 


(«)  Math.  Anualeu  Bd.  19,  1882. 
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e  di  Oa:,  si  hanno  le  seguenti  relazioni  (•) 


ds   ^R, 


d8       R,      R| 


(1) 


^^pi  _  ^p+i-i  __  gp-i-< 


d8 


R« 


R. 


•p-i 


(t  =  l,2,...n) 


ds 


R, 


n-l 


che  tengono  luogo  delle  ordinarie  formule  di  F  r  e  n  e  t.  Le  quantità  R,  R^...R^., 
sono  1  raggi  di  curvatura  delia  linea  :  le  loro  inverse  sono  le  curvature.  Si  de- 
finisce curvatura  j3-esima  di  una  linea  in  un  punto  M  il  limite  del  rapporto  dd- 
Tangolo  dell' Sp  osculatore  in  questo  punto  con  quello  infinitamente  vicino  al- 
l'arco che  intercede  fra  i  punti  di  osculazione.  Indicandola  con  —  abbiamo 


(2) 


dove  è  in  generale 


1    _Mp_,Mp^,, 


Rp« 


Mp^ 


M,= 


ccJ 


a?/*^        x^^'^      .  .  .    a:,/'^ 


(-'"=&) 


Quello  che  segue  è  diviso  in  tre  paragrafi  :  nel  primo  studio  le  eliche  ci- 
lindriche per  le  quali  generalizzo  un  noto  teorema  di  Bertrand:  nel  secondo 


(')  Facendo  n  =  3  perchè  tornino  le  ordinarie  formule  di  Frenet  devesi  cam- 
biare il  segno  di  R.,  (torsione). 
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studio  una  classe  dì  curve  che  nello  spazio  ordinario  si  confondono  colle  eliche, 
ina  che  ne  sono  essenzialmente  distinte  per  gli  spazi  superiori  :  nel  terzo  mi 
occupo  di  curve  più  generali  di  quelle  studiate. 

§.  1. 

Prima  d'intraprendere  lo  studio  delle  eliche  cilindriche  osserverò  che  ana- 
logamente a  quanto  avviene  per  lo  spazio  ordinario,  una  curva  di  S„  è  perfet- 
tamente individuata  di  forma  quando  sono  dati  i  suoi  w  -  1  raggi  di  curvatura 
in  funzione  dell'arco.  La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  così  simile  a  quella 
che  si  dà  per  le  linee  del  nostro  spazio  che  credo  inutile  riportarla.  Ricorderò 
solo  quale  è  la  via  che  si  tiene  per  tale  dimostrazione.  Dapprima  si  prendono 
due  curve  che  ad  uguale  arco  abbiano  i  medesimi  raggi  di  curvatura  e  si  fa 
vedere  che  basta  collocarle  in  posizione  tale  che  vengano  a  coincidere  due  punti 
corrispondenti  coi  rispettivi  ennaedri  principali  affinchè  si  sovrappongano  in  tutte 
le  loro  parti.  Questo  serve  a  provare  l'unicità  della  curva  quando  ne  sia  dimo- 
strata resistenza:  la  quale  ultima  discende  Immediatamente  da  considerazioni 
riguardo  agli  integrali  dei  sistemi  d'equazioni  differenziali. 

Possiamo  quindi  dire  che: 

R,  =  R,(«)     ,     R,  =  R,(«) Rn-l=Rn-l(«) 

sono  le  equazioni  intrinseche  di  una  curva  di  «„. 

Dopo  ciò  torniamo  al  nostro  argomento. 

Chiamiamo  eliche  in  uno  spazio  a  7i  dimensioni  quelle  curve  la  cui  tangente 
fa  in  ogni  punto  un  angolo  costante  con  una  direzione  fissa. 

Cominciando  dall' S^  e  assumendo  l'asse  delle  a?^  parallelo  alla  direzione 
fissa  osserviamo  che  le  relazioni  : 

«41  _^  ^fu  _       ttat 

R3       Rj      '      d8  Rj 

danno,  quando  si  faccia  a,4  costante  ed  uguale  ad  A , 

A  ^  4  K«  ,  __     di  R«  ) 


da,, 

_«»! 

''«»i_*si      a»! 

d«„ 

da 

r;  •■ 

'      ds       R,      R, 

'      ds 

rfjP'rfi^RiJi  +  R;!,-^ 


VCL.    XXXVI.  85 


Digitized  by 


Google 


ovvero,  ponendo  per  brevttfl  : 


(«) 


^-k; 


T.-^-|R.T.| 


(l) 


«u  =  A     ,    a„  =  0    ,     «„  =  A-R,T,    ,    a^^-A-R,T, 


àiiB.T.u5^  =  0. 


Qoesta  equazlotio  sarà  costai) tcnieiì te  mclicata  con 

0  rappresenta  la  condizione  necessaria  per  uo'eliea  di  8|. 
Si  osservi  ctie  essa  è  equi  vai  ente  alla 


(2) 


(E|  T|)*  +  (Kj  Tj}*  =  costante 


Ja  quale  altro  non  esprìme  che 


«^u*  +  «u*  +  «a»*  +  ^u  =^1 


E  Infatti  la  (1)  sì  ottiene  dalla  (2)  con  semplice  derivazione  tentito  conto  dell» 
(a)  è  riceverla  dalla  {1}  si  passa  alla  (2)  moltiplicando  per  Kj  T^  è  tcBendo 
che  qui  presenti  le  posizioni  fatte  (*)* 

Si  ai,^ginnga  ohe  il  risultare  ffn  —  0  porta  che  le  Dormali  principali  di  r.: 
lica  dì  S4  sono  perpendicolari  a  una  direzione  flssa.  Questa  condizione  è  cani* 
terìsdca  non  solo  dolle  eliche  di  S|  ma  anche  di  quelle  dì  S^* 

In  generale  per  V  S^  si  trova  : 


''''  =  T.^^^ 


„.,T._,H-?-^».^*  =  0 


K-i 


(*)  Quest'osservazione  vale  anche  per  l' S^^ 


essendo  tre  consecutive  delle  T  legate  dalla  relazione  : 


(3) 


E  importante  far  vedere  come  la  condizione 

T„  =  0 
è  caratteristica  delle  eliche  di  S^.  Questo  costituisce  la 

Generalizzazione  del  teorema  di  Bertrand, 


Consideriamo  l'espressione 

■ 
Dico  che  la  derivata  di  questa  espressione  rispetto  ad  «  è  : 


Tn^n,. 


Infatti,  se  teniamo  presenti  le  formule  di  Frenet  in  questa  derivata  non 
comparisce  il  termine  in  a|,-.  Inoltre  i  termini  iu  a^^-  {p  <  n)  provengono. 
1.0  Dalla  derivazione  del  coefficiente  di  a^^  stesso  :  ciò  porta 


ds  '  ^^"^  ^^P'' 


2.0  Dalla  derivazione  del  coefficiente  di  R^^i  Tp_2  •  qnesto  porta 

Rp-i 
3.0  Dalla  derivazione  del  coefficiente  di  Rp  Tp  è  questo  dà  : 

Tutti  questi  termini  si  distruggono  in  virtù  della  (3)  finché  p  è  inferiore  ad 
n.  Ma  le  j?  =  /i  manca  il  terzo  dei  termini  sopra  indicati.  Ne  segue  che  la  de- 


livaiu  ueii  espiubsiuiiu  cuiisiueraui  e,  come  volevamo  provare  : 


T    a      . 


Se  i  raggi  di  curvatura  soddisfano  la  (  )  possiamo  porre ,  essendo  le  A^  dtlk 
costanti  : 

«I.  +  R2  T,  a,,.  +  .  .  .  +  R,, .,  T,,.,  ot,,,  =  A,  (è  =  1,  2  ...  n). 

Quadrando  e  sommando 


Ponendo 


A,   4-  Aj   +  .  .  .  -H  A^  "~  A*  ' 
A.A|  =  a,  A.Aj  =  a2  •  •  •  A.A^  =  a^ 


saranno  a^ai..,a,^  i  coseni  di  una  direzione  di  S„  colla  quale  le  tangenti  ddb 
nostra  curva  formano  un  angolo  costante  in  virtù  della  relazione 

«i«ii  +  aia,,  f  .  .  .  +a^rt,^  =  A. 

Segue  allora  immediatamente  dalla  definizione  che  la  curva  che  siconsideraè 
un'elica  la  quale  è  tracciata  sul  cilindro  a  due  dimensioni  che  si  ottiene  con- 
ducendo pei  punti  di  essa  gli  S,  paralleli  alla  direzione  fissa. 

È  utile  aggiungere  che  se  questo  cilindro  a  due  dimensioni  si  spiega  sopra 
un  Sj  di  S^  l'elica  che  vi  è  tracciata,  si  trasforma  in  una  retta  circostanza  de 
mantiene  alTelica  medesima  la  proprietà  di  essere  geodetica  del  cilindro. 
Da  quel  che  precede  possiamo  quindi  concludere  che  : 
Condizione  necessaria  è  sufficiente  affinchè  una  curva  di  S^   ha  un' elica  ò- 
lindrica  è  che  i  suoi  raggi  di  curvatura  soddisfacciano  la  relazione: 


T.  =0 


ove  è 


T,  =  OT,=  - 


t.  =  ^1b._,t..,J.?.^^I'^. 


In  altre  parole  :  Tequazione 


T.=0 


è  l'equazione  intrinseca  delle  eliche  di  S,^. 


eliche  negli  spazi  a  dimensione  drspan  e  linee  sferiche  negli  spazi  a  dimen- 
sione pari.  Questo  risultato  importante  è  dovuto  al  sig.  Brunel  che  lo  trova 
direttamente  egli  per  di  più  fa  vedere  che  le  prime  sono  sempre  curve  trascen- 
denti mentre  le  seconde  possono  essere  algebriche.  Per  noi  la  prima  parte  di 
questo  risultato  emana  dalle  formolo  che  abbiamo  trovate  e  da  quelle  che 
segnono. 

Per  le  linee  sferiche  in  generale  il  Brunel  trova  la  condizione  : 


da       R„_, 


dove  è 


Ponendo 


X,  =  0    Xj  =  R, 


(X„=|.0) 


(  d 


h  -  R*-«  ^H-% 


la  condizione  caratteristica  di  tali  linee  diviene 


dove  è 


H,  =  1,H,= 


ds 


H.  =  0 


H,  =  ~1R,.,H,., 


K,.,H,., 


R; 


k-% 


Con  questa  semplice  trasformazione  le  II  vengono  date  dalla  medesima  formola 
di  ricorrenza  delle  T. 

Tenendo  queste  notazioni  il  raggio  deiripersfera  osculatrice  è  dato  da: 

R«  =  (R,H,)*  +  (R,H,)*+  .  .  .  -I-(R,.,H„.,)' 
e  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  esso  ha  costante  è 


Rn-i  H^-«  H^  =  0 


e  quindi,  perchè  R„.,  -|=  0 


H,.  =  0 


H,._.  =0. 


y 
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Il  primo  caso  comprende  alle  linee  sferiche ,  il  secondo  è  quello    che  nel  caso 
dell'  S|  conduce  alle  curve  a  flessione  costante.  * 

Sulle  linee  coi  raggi  di  di  curvatura  costante  aggiungiamo. 

l.o  Che  sono  caratterizzate  dall'essere  in  ogni  punto  sovrapponibili  a  loro 
stesse  :  proprietà  che  P  u  i  s  e  u  x  avea  trovato  per  V  elica  circolare  del  nostro 
spazio. 

2.0  Data  in  un  Sj^  subordinato  di  S^  una  linea  coi  raggi  di  curvatura  co- 
stante j  se  rialziamo  ciascun  S^^i  osculatore  di  un  angolo  costante  facendolo 
ruotare  attorno  alTS;^.}  che  esso  ha  a  comune  coir  S,^_,  infinitamente  vicino, si 
passa  ad  una  linea  di  S^^i  che  è  un'elica  se  X:  è  pari,  una  linea  sferica  se  kt 
dispari. 


§  2. 


Andiamo  ora  a  trattare  di  quelle  curve  la  cui  ultima  direzione  principale 
fa  un  angolo  costante  con  una  direzione  fissa  ossia  di  quelle  curve  per  le  qu^l: 
lo  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  polare  è  un'  elica  cilindrica.  Il  itcì 
studio  potendosi  fare  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  per  le  eliche  mi  limin  p 
allo  spazio  a  quattro  dimensioni  accennando  brevemente  in  ultimo  i  risoluti 
generali. 

Assumendo  l'asse  x^  parallelo  alla  direzione  fissa  le  relazioni 


ds        R,     *      ds       R,       R,      '     ~d8       R,       R,      '      ds  R, 


danno  quando  vi  si  faccia  a^^  costante  ed  uguale  a  B  : 
(1)  a„  =  B    ,    o„  =  0    ,    «M=B^»    ,    «H  =  -B-B.£l||-Ì 


I 


<«  ^{«■i(i:)hè=«- 


Poniamo  : 


R,      '       '••♦"d« 


Vr4  =  p-       ,      V,.,=  -|R^V,.* 


il  secondo  indice  rappresentando  la  dimensione  dello  spazio  ambiente. 
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)(  279  )( 
Le  (1)  e  la  (2)  potranno  allora  scriversi  ; 

ay  o„  =  B,    ,    «,4  =  0    ,    a„  =  BR,V,.4    ,    au=-B-B,V,., 

(2)'  |.,R,V,.4!+?^*  =  0. 

Quest'ultima  equazione  l' indicheremo  con  : 

V..4  =  0. 

Notiamo  che  queste  linee  sono  caratterizzate  dall'avere  la  penultima  direzione 
principale  normale  costantemente  perpendicolare  ad  una  direzione  fìssa.  Questa 
I>roprietà  si  mantiene  per  gli  spazi  di  dimensione  superiore.  Si  aggiunga  che 
analogamente    è  quanto  si  trovò  per  le  eliche,  la  condizione  (2')  è  la  : 

(R^  Vj.4)'  +  (R,  V1.4)*  =  costante 

che  corrisponde  alla  relazione  ai^*  +  «^4*  +  0,4*  +  044*  =  1  si  equivalgono  :  questo 
s'intende  detto  anche  per  gli  spazi  di  dimensione  superiore. 

Facciamo  ora  vedere  come  la  condizione  (2')  sia  caratteristica  per  le  curve 
aventi  1'  ultima  direzione  principale  inclinata  di  un  angolo  costante  su  una  di- 
rezione fissa. 

Prendiamo  la  espressione: 

«4.  +  Ri  V2.4  «2»  -  Ri  V,.4  «u  (i  =  1,  2,  3,  4) 

la  sua  derivata  rispetto  all'arco  è 

V0.4  «1.- 
per  cui  se  supponiamo  soddisfatta  la  (2')  possiamo  porre  : 

««  +  Rt  V,.*  a,.,  -  R,  V,.4  a,,  =  B,  (*  =  1  .  2  .  3  .  4) 

essendo  le  B^  quantità  costanti. 
Quadrando  e  sommando 


1  +  (R,  V,.4)*  +  (R,  V,.,)'  =  S  ^'*  =  S- 


B, 
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roneimo  aiiora  : 

saranno  b^  b^  b^  b^  i  coseni  di  nna  direzione  fissa  di  S^  colla  quale  le  trincnaiL 
alla  linea  fanno  un  angolo  costante  come  risulta  dalla  reiasione: 

6,  «41  +  ^  «*«  +  h  «41  +  K  «u  =  B 

e  questo  prova  quello  che  si  voleva. 
In  generale  per  V  S„  poniamo  : 


n-fn—-^  f      ^/i-»'»  —  ^  i  -^n-l^n-l-n 


Avremo  : 

«/iii^'B     ,     «„.,.„  =  0  .  .  .  a„.j.„=  B.R^_2V,,_2.„ 

a,.,  =  (-  1--^  B.E,  V,.,        ,        a,,  =  (-  1^-*  B.R,  V,., 
e  si  dimostra  che  la  condizione 


(3; 


Vo."  =  0 


è  caratteristica  per  le  linee  in  discorso  facendo  vedere  che  l'espressione: 


(^ni  +  ^n^Vn  K-r  V^.,.„  +  ...  +  (-1)^  ^n-p-rK-p^n-p-n  +  -'  +  {-ir'\i^^^V^ 


con  i  che  varia  da  1  fino  ad  n,  è  costante  quando  si  supponga  soddisfatta! 
(3)  è  proseguendo  in  modo  dei  tutto  simile  a  quello  tenuto  per  le  eliche  e 
lindriche. 

Abbiamo  dunque  : 

«  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè   una  curva  di  S^   abbia  Ir 


«    fissa,  è  che  i  suoi  raggi  di  curvatura  soddisfacciano  la  relazione  ; 


Vo.n  =  0 


ove  è 


Potevamo  però  raggiungere  più  presto  il  nostro  scopo  ponendo  la  relazione 
colla  curva  data  quella  le  cui  equazioni  sono  : 

E  subito  visto  che  questa  curva  ha  il  medesimo  arco  della  proposta  di  più  le 
indichiamo  con  ^^i  ^^  coseno  dell'angolo  che  la  direzione  principale  ^-esima  fa 
coirasse  Xi  e  con  p,  pj . . .  p„«i  i  raggi  di  curvatura,  abbiamo  : 


,^„,=  (-!/-•  a, 


n-k'i 


(t=l,2,...7l) 


Le  due   curve  si  diranno  col  Prof.  Bianchi  coniugate  ('). 

Abbiamo  così  che  quando  una  linea  ha  Tultima  direzione  inclinata  di  un 
angolo  costante  su  una  direzione  fissa,  la  sua  coniugata  è  un'elica  è  quindi  pos- 
siamo ritrovare  le  formole  precedenti  avendo  presenti  le  relazioni  che  legano 
una  linea  colla  sua  coniugata. 


§.3. 


In  questo  paragrafo  studio  due  classi  di  curve  che  comprendono  come  casi 
particolari  quelle  studiate  negli  altri  due.  Esse   sono  le  geodetiche   del  cono  e 
le  curve  che  hanno  gli  iperpiani  osculatori  equidistanti  da  un  punto. 
Conviene  premettere  la  seguente  definizione  : 

Una  varietà  ad  una  dimensione  V,  si  dirà  geodetica  sopra  un* ipersuperficie 
V^_,  di  S^  quando  la  sua  seconda  direzione  principale  coincide  colla  normale 


(*)  Bianchi  —  Nota  sulle  linee   a   doppia   curvatura.    Giornale  Battagli- 
ni,  1883. 
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alla  tpersìtperflcie  ovvero  quando  l  iperplano  rettificante  della   linea  è  in  ùpi 
lìunto  taiigcnte  alV ipersuperficie. 

Sia  ora  P  un  punto  fisso  di  S^  le  cui  cordinate  siano  yi  ^j . .  •  y,  ^  costruii 
mo  le  espressioni 


Ai  =  £r^yr-'-t)«.> 


(i,r=l,2...n). 


Esse  rappresentano,  come  si  vede  facilmente,  le  distanze  di  P  dagli  iperpiad 
principali  della  curva  che  si  considera  e  precisamente  A^  è  la  distaDza  di  P 
dairiperpiano  principale  normale  alla  direzione  i-esima. 

Fra  queste  quantità  sussistono  le  relazioni  seguenti  che  si  deducono  me- 
diante derivazione  rispetto  all'arco  tenendo  presente  le  formule  di  Frenet: 


(l) 


dA|      Aj 
"57  ""Rj 


da       R,      R 


ds 


^p        I^p-i 


ds 


Kl 


Supponiamo  che  la  curva  che  si  considera  abbia  i  piani  rettificanti  passanti  per 
P,  cioè  che  sia  A,  =  0.  La  sviluppabile  rettificante  da  essi  inviluppatii  è  un'iper- 
superficie   conica   la  quale   contiene  la  linea  in  discorso  che  ne  è  per  di  pia 
geodetica  in  virtù  della  definizione. 
Dalle  formule  (1)  segue  che 

A,  =  c-«    ,     A,  =  0    ,     A,  =:A,R,T,     ,     A^s  A,  R3  T,  -  R,RiT, 

dove  e  è  una  costante. 

Possiamo  dare  a  queste  relazioni  una  forma  più  semplice  e  più  simmetrica 
ponendo  in  generale 

Ap  =  Rp.,  {  A,  Tp.,-  Dp.,  j  (p=  1 ,  2  .  .  .  n) 

essendo  tre  consecutive  delle  D  legate  dalla  relazione  : 


D«  = 


ds 


Vi  Vii  +  Vi  V 


Rp-tJVj 


R. 


p-i 


con  D|  e  D|  eguali  allo  zero. 

L'equazione  a  cui  le  (1)  conducono  è: 


(2) 


A,  T„  -  D„  =  0. 


JZJ     ai    puvr    i.ci>i      Yc^vt^A^    v/uc;    v^u^oi»    x  appi  C9v>utcb    i  ci^uoiAxvriJV    ^iii<xitio^«^c»    vi^iiu  ^\^vrviO~ 

tiche  di   una  ipersuperfìcie  conica  osservando  che  supposta  soddisfatta  le  espres- 
sioni : 

Xi  -h  (c-«)  1  a,i  +  Ri  T,7,,  +  ...  +  R„.,  T^^^o^ni  I  -  1  D^a^^  -h  D.aj,-  i- ...  4-  D^^.a^^  t 

considerati  per  tutti  i  valori  di  i  da  uno  fino  ad  u  sono  costanti  e  seguendo  il 
metodo  stesso  usato  nei  primi  due  paragrafi. 

Si  osservi  che  la  curva  che  si  considera  è  geodetica  anche  del  cono  a  due 
dimensioni  che  la  proietta  del  punto  P. 

Si  aggiunga  che  l'equazione  (2)  per  lo  spazio  ordinario  dice  che  lungo  una 
geodetica  di  un  cono  il  rapporto  del  raggio  di  flessione  a  quello  di  torsione  di 
una  funzione  lineare  dell'arco  della  linea  stessa  :  teorema  dimostrato  la  prima 
volta  dal  Sig.  E  n  n  e  p  e  r  (*;  e  in  seguito  dal  Prof.  Pirondini  (*). 

L'equazione  (2)  comprende  come  caso  particolare  quella  delle  eliche  a  cui 
essa  8i  riduce  quando  vi  si  fa  A,  =  00  :  il  che,  vista  l'espressione  che  dà  il  va- 
lore di  A, ,  corrisponde  ad  allontanare  P  a  distanza  infinita  per  modo  che  il 
cono  diviene  un  cilindro  di  cui  la  linea  è  anche  elica. 

Notiamo  in  ultimo  le  equazioni  simultanee  : 

T„:=0,D„=0: 

che  definiscono  delle  lince  che  sono  in  pari  tempo  geodetiche  di  un  cilindro 
e  di  un  cono  :  di  quelle  linee  non  v'  ha  esempio  nello  spazio  ordinario. 

Per  studiare  le  altre  curve  a  cui  abbiamo  accennato  in  principio  del  pre- 
sente paragrafo  supponiamo  che  A^  sia  costante.  Allora  le  formule  (1)  danno 
per  equazione  di  dette  linee 

Von  =  costante 

la  costante  del  secondo  membro  rappresentando  l'inversa  della  comune  distanza 
degli  iperpiani  osculatori  da  P. 

Si  può  dimostrare  che  questa  è  l'equazione  intrinseca  di  tali  linee  facendo 
osservare  che  una  volta  supposta  verificata,  le  espressioni  : 


(*)  E  n  n  e  p  e  r— Zar  Theorie  der  Curven  doppelterKrummung,  Math.  Ann.  1882. 
(*)  P  i  r  0  n  d  in  i— Studi  geometrici  relativi  specialmente  alle  superficie  gobbe. 
Gior.  di  Matematiche  1885,  e  sulle  linee  a  doppia  curvatura,  idem,  1888. 


i 


per  luiu  1  ^  aiuri  ui  i  uà  uno  ddo  aa  u  sono  cosianii  e  aeauceuaoDe  con  pro- 
cedimento analogo  a  quelli  tenuti  precedentemente  che  gli  ipeq)ìani  osculato:. 
della  linea  in  discorso  sono  equidistanti  da  un  punto  fisso. 

Se  il  punto  P  va  a  distanza  infinita  il  cono  proiettante   la  linea  da  P  di- 
viene un  cilindro  e  la  linea  assume  allora  Tequazione 


(3) 


V«.  =  0 


che ,  come  abbiamo  veduto ,  compete  a  quelle  curve  la  cui  ultima  dimioEi 
principale  fa  un  angolo  costante  con  una  direzione  fissa  (direzione  delle  gen^ 
ratrici  del  cilindro). 

Per  n  =  3  Tequazìone  (2)  coincide  colla 

A,  T,  -  D3  -  0 

già  studiata  e  che  definisce  le  geodetiche  del  cono  dello  spazio  ordinario. 

Ne  segue  una  notevole  proprietà  trovata  dal  Prof.  P  i  r  o  n  d  i  n  i  ('}  per  le  gei> 
detiche  di  un  cono  cioè  di  avere  i  piani  osculatori  equidistanti  dal  vertice. 

Applicazione  ali*  S^, 

A  complemento  di  quanto  precede  aggiungiamo  che^  contrariamente  a  qntì 
che  avviene  per  lo  spazio  ordinario,  le  eliche  non  hanno  l'ultima  direzione  io- 
clinata  di  un  angolo  costante  sulla  medesima  direzione  fissa  almeno  in  gene- 
rale. Ciò  del  resto  non  toglie  che  su  un  medesimo  cilindro  possano  esistert 
delle  linee  che  godano  di  ambe  le  proprietà.  Questa  circostanza  mentre  put 
presentarsi  nello  spazio  a  cinque  dimensioni  e  negli  spazi  di  dimensione  sopr 
riore,  non  può  mai  aver  luogo  neir  S^.  Si  prendano  infatti  le  relative  fonuul'? 
di  F  r  e  n  e  t  :  si  vede  immediatamente  che  se  una  elica  si  assoggetta  alla  con- 
dizione di  avere  Tultima  direzione  inclinata  di  un  angolo  costante  sulla  stessi 
direzione  fissa  (asse  delle  x^)  le  formule  medesime  danno  : 


il  che  non  può  essere  perchè  la  somma  dei  quadrati  deve  fare  sempre  l'uniti 
Se  però  i  raggi  R^  E^  R3  sono  scelti  in  maniera  da  soddisfare  tanto  la  pri- 
ma che  la  seconda  delle  condizioni 


T^^  0 


Vo.*  =  0 


('j  P  i  r  o  n  d  i  n  i— Sulle  linee  a  doppia  curvatura,  1888.  Gior.  di  Mat. 


rincipale  inclinata  di  un  angolo  costante  sulle  generatrici  di  un  altro  cilindro 
he  questo  caso  possa  eflFettivamente  presentarsi  si  vede  subito  osservando  che 
ì  eliche  che  hanno  il  raggio  di  prima  curvatura  eguale  al  terzo  ,  soddisfano 
nche  la  seconda  delle  equazioni  scritte  sopra.  Di  più  i  cilindri  che  le  conten- 
ono  sono  in  posizione  perpendicolare  l'uno  rispetto  all'altro  come  segue  dalla 
elazione  generale 


cos 


^  (     *ds  VR,/         *d8  Vr,/ 


1 


ihe  dà  ii  coseno  deirangolo  sotto  cui  si  tagliano  i  due  cilindri  in  funzione  dei 
ioseni  A  e  B  degli  angoli  Ccostanti)  che  la  tangenle  è  l'ultima  direzione  prin- 
cipale formano  rispettivamente  colle  due  direzioni  fìsse. 

Questi  risultati  rendono  manifeste   alcune   inesattezze   in   cui  ha  incorso  il 
Prof.  P  i  r  0  u  d  i  n  i  (*)  in  un  suo  lavoro  sulle  curve  dell'  8^. 


(*)  Pirondini  —  Sulla  linea  a  tripla  curvatura  nello  spazio  euclideo  a  quat- 
tro dimeusioni.  Gior.  di  Matematiche,  1889. 
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SULLK  DEFOfiMAZIOiM  IKFINITESIME  DELLE  CURVE 


NOTA 


DEL 


Dott.  ALFREDO  PERNA. 


1.  Corvè  piane.  Siano  u  e  v  le  proiezioni  dello  spostamento  infinitesii:::' 
MM,  d'un  punto  M  d'una  curva  piana  sulla  tangente  e  sulla  normale  in  Muli 
curva  stessa^  e  sieno  «  e  p  rispettivamente  l'arco  ed  il  raggio  di  curvatura  dei-a 
curva  data,  «,  e  p,  rispettivamente  l'arco  ed  il  raggio  di  curvatura  della  cuna 
deformata.  Per  le  formolo  fondamentali  della  Geometria  intrinseca  delle  ciure 
piane  (*),  si  ha 

ds  p  '     d«  p  ' 

dove  u*  e  v'  sono  le  derivate  di  u  e  i;  rispetto  ad  s.  Quadrando  e  sommando 

^'=-«(--7)*("'-7)'^("'-7)' 

Il  segmento  percorso  da  M, ,  quando  M  percorre  un  segmento  ds,  ba  dun- 
que la  lunghezza  d«,  =  (1  +  £)d«,  dove  e  differisce  da  u' —  per  quantità  tra- 
scurabili rispetto  alla  distanza  MM,.  Ne  segue  os^^^zds. 

I  coseni  direttori  a,  e  6,  della  tangente  alla  traiettoria  di  M,  hanno  i  va- 
lori (1)  divisi  per  1  -h  s ,  ossia,  trascurando  infinitesimi  di  ordine  superiore,  mol- 
tiplicati per  1  -  g.  Si  ha  così  a,  =  1  ,  6,  -  w,  con  w  =  v'  +  — .   La  quantità  fc)  è 

P 


(*)  Cesare:  «  Lezioni  di  Geometria  intrinseca  »  p.  20. 
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dunque  l'angolo  di  cui  ruota  la  coppia  ortogonale  degli  assi,  nel  passaggio  da 
jM  ad  M,.  Applicando  ad  a,  e  b^  le  formolo  della  Geometria  intrinseca,  si  ha 

-r-i  = ,   — *  =  w'  +  —  ,        onde         —  =  (1  -  e)  (  tu'  +  —  )  , 

ds  p       ds  p  '  Pi  >•  P  ^ 

e  però,  a  meno  d'infinitesimi  di  ordine  superiore ,  8  —  =  to' . 

9  P 

Le  formolo  fondamentali  nello  studio  intrinseco  delle  deformazioni  infinite- 
Biine  delle  curve  piane  sono  dunque  le  due 


Ss  =  hds       ,       6  ~  =  tu'  -  -  ,  (2) 

9  P  ^ 


dove 


V  u 

6  =  u' ,      w  =  D'  +  —  .  (3; 

P  P 

Ponendo   nelle  (2)  tu  =;  0  ,  e  =  costante ,  si  ha  o«  =  6«  , =  8  —  .   E  se  si 

P  P 

vuole  che  la  nuova  curva  sia  sovrapponibile  alla  data ,  p  =  ^(«),  deve  aversi 
anche  p  +  5p  =  /"(«  + 6s) ,    cioè  op=rp'8«;  quindi,    eguagliando   i  due   valori   di 

6  — , -08  = .  Eliminando  8»  e  poi  integrando,  p  =  ms.  Adunque  le  spirali 

logaritmiche  sono  le  sole  curve  piane  che,  per  semplice  dilatazione  intorno  ad  un 
punto,  restano  sovrapponibili  a  loro  stesse.  Le  espressioni  dello  spostamento  in- 
finitesimo son   date  dalle  due  equazioni  differenziali 

t>'-f  —  ==0  ,  u' =  g=  -  cm,  o anche  «+  rriv's  =  0  ,  v''+  —  +  -—•=—. 

p  p  ^  s      7n'«*      s 

2.  A  quale  condizione  debbono  soddisfare  gli  spostamenti  u  e  v,  perchè  la 

(M,)  abbia  la  stessa  equazione  intrinseca  della  (M) ,  ossia  perchè  si  effettui  uno 

1  o' 

spostamento  rigido  ?  Come  s*  è  visto,  deve  aversi  8  —  =  —  ^  85,  cioè,  sostituendo 

P  P 

in  luogo  di  8—   e  8*  i  valori  dati  d^lle  (2) ,  tu'  —  —  —  -  ^  j€d«;  ed  integrando 

p  tu  =  ^Eds  -f  cpj  con  e  costante  arbitraria.  Derivando  rispetto  ad  s,  e  sostituendo 
per  e  ed  tu  1  valori  (3), 

v"  +  ~v'  +  ^  =  c-^'.  (4) 

P  P'         P 
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E  questa  la  relazione  richiesta,  la  quale,  essendo  indipendente  da  w,  mostra  cLe 
lo  spostamento  è  indipendente  dalla  componente  tangenziale. 

Ponendo  t  =  ^{8)  néìV equazione  incompleta  i?"  +  —  r' f  — .-  0,  si  ha 


'•'S^('"^f")S-?=«. 


o  ancbe  v  +  -^  =  0 ,  prendendo  —•  ~  -  i- ,  cioè  «  =  I  —  =  0  ,  essendo  h  l'an- 
golo che  forma  la  tangente  in  un  punto  della  curva  con  una  retta  fissa  del  piano. 
Si  ha  cosi  v  =  a  cos  0  f  6  sen  0.  Il  noto  metodo  di  Lagrangia  dà  poi,  per  i  b- 
tegrazione  della  (4) 

a  =  —  e  Jp'senOd*  =  —  e  JsenOc^p  =  —  c(psenO  -  JcosOcf*) , 

6  =  e  Jp'cosOd*  =  cJcosOdp  =  c(p  cosH  Jsen6d«) , 

e  però  la  componente  normale  di  uno  spostamento  rigido  è 

t?  =  e  (senOJsenOd*  +  cos6Jcos6e?«) .  (5) 

8  8 

Per  il  cerchio  p  =  a  ,  p'  =  0  e  la  (4)  dà  u  =  a  sen  -  +  ff  cos  - ,  con  a  e  ^  in- 
finitesimi dello  stesso  ordine  di  MM, ,  o  anche,  ponendo  a  =  fc  sen 9  , /3  =  fc sen:. 

«  =  A:cos^-~  -  9J, 

e  quindi  v  è  lo  spostamento  normale  di  una  traslazione  ky  fatta  secondo  la  tan- 
gente che  fa  l'angolo  9  con  la  tangente  neirorigine  degli  archi.  Per  la  spiralo 

logaritmica,  invece,  ^=^m8  ,  p'  =  m,  e  la  (4)  diventa  «"+  —  +  — ^^  =  -,  che  dà 

crn}8  *^ ^ 

V  =  ; r  +  a  sen  log  V  «  +  ?  cos  log  V  8  , 

1  4"  w 

a  e  p  essendo  infinitesimi  dello  stesso  ordine  di  MM,.  È  questa  anche  la  com- 
ponente normale  dello  spostamento  trattato  in  fine  del  §  1 ,  mentre 

cm*8  ^ *"  ^ 

^i  = 5  +  a  cos  log  V  «  —  /3  sen  log  V  * 

1  -|-  m 

ne  è  la  componente  tangenziale. 
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ó.  oe  io  spostamento  ngiao  si  riduce  aa  una  traslazione  innnitesima  kj  si 

V  u 

a  w  =  0  ,  6  =  0 ,  cioè  u' =:  0  ,  v'  +  —  =  0;  e  quindi  eliminando  la  u, 

9  P 


ù'  V 

p  pt 


a  cui,  come   s'  è   visto  nel  §  precedente,  v  =  a  cosO  +  h  sen  0.  Ponendo  tg  et  =  — , 

a 


'  =  Va^  +  &* ,  si  ha  i;  -  A:'  cos  (0  —  a).  Analogamente  u  =  fc"  cos(6  —  /3).  Scegliendo 
ome  retta  fissa  la  direzione  della  traslazione  si  ha  che  per  0  =  0  è  w  =  A:,v~0, 

iientre  per  0  =  -  è  w=0  ,  a;=fc  ;  quindi  A;'  =  fc"  =  fc,  a  =  -  ,  ^  =  0,  e  però  v  =-k  cos  0, 

\  -  k  sen  0 ,  come  era  da  prevedersi. 

Se  lo  spostamento  rigido  si  riduce  invece  ad  una  rotazione  w,  fatta  intorno 
id  un  punto  fisso,  si  ha  e  =  0,  i^ --i  costante,  e  le  (3)  diventano 


m' =  0      ,    v'f  —  =  w. 

P  P 

eliminando  u,  si  ottiene 

P  p«  p 

ihe,  salvo  il  cambiamento  di  (o  in  e,  coincide  perfettamente  con  la  (4),  onde 
si  avrà 

t?  =  lo  (sen  0  Jsen  0  ff«  +  cosO  Jcos 6  d«). 
Eliminando  v ,  invece  , 

P  P*       P 

e  questa,  con  procedimento  del  tutto  analogo  a  quello  tenuto  per  rìnlegrazionc 

della  (4) ,  dà 


«  =  (0  (sen0JcO80c?«  -  cosO/senOd*). 


Ponendo 


OP  =  -  senO  JsenOc?^  -  cosO  JcodOd»     ,    y  =  sen^  Jcos^;(f«  -  cosO  jsanhds ,        (6) 
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&i  ottiene  tA  =  wy  ,  i?  =  — wa?.  È  facile  riconoscere  che  il  punto    {x,t/)  soddisfa 
alle  condizioni  d'immobilità 

^  =  A  — 1        ^--^ 
ds  "^  p  '    ds^       p   ' 

e  però  esso  è  un  punto  fisso  del  piano;  anzi,  determinando  opportunamente  le 
costanti  che  entrano  nei  due  integrali,  è  proprio  il  centro  di  rotazione. 

Dalle  ultime  cose  risulta  chiaro  che  lo  spostamento  v,  dato  dalla  (5\  e.p:- 
vale  allo  spostamento  normale  di  una  rotazione  infinitesima  e  fatta  intomo  ^^ 
punto  fisso  che  ha  per  coordinate  i  valori  (6). 

4.  Immaginiamo  ora  ehe  si  esegua  una  deformazione  infinitesima,  tale  cbc 
ciascun  punto  della  curva  ruoti  di  un  angolo  9,  funzione  dell'arco ,  intomo  aJ 
un  punto  fisso  0.  Tenendo  conto  che,  in  generale,  dette  x  ed  ^  le  coordinate 
del  centro  di  rotazione,  le  componenti  dello  spostamento  sono  date  sempre  di 
w  =  92/  ,  V  =  —  9X ,  si  ha 


e  però 


6  =  w' =  v'y     }     w=  v'4- —  =  9  -  9'a;, 


S«  =  Jyd9    ,     5  i=-9"x-29'(^-l) 


Per  9  =  ^ky  j  essendo  k  un  infinitesimo  dello  stesso  ordine  di  MM, ,  è 

u  =  2ky^    ,    v  =  2A:  xy    ,    d<f  =^2kdy  ^ 

e  quindi 

1  2ka/ 

5«  =  fcy*  ,  6  —  =  [  3(y  -  p)  p  -  xp*]  -j-     ,     e  =  2kyy'  ,  w  =  2A:(y  -  xy'). 
p  p* 

Costruendo  la  curva,  i  cui  punti  M  hanno  per  ascissa  le  x  del  centro  di  rota- 
zione e  per  ordinate  le  y,  sarà  s  proporzionale  alla  sunnormale  ed  ui  propor- 
zionale al  segmento  d'  ordinata  compreso  fra  il  punto  M  della  curva  e  la  pa- 
rallela condotta  dall'origine  alla  tangente  in  M. 


5.  Per  finire,  consideriamo  le  deformazioni  che  sono  prodotte  da  semplici 

ioni.  Si  ha  allo: 
eliminando  v  0  w , 


V  u 

fiessioni.  Si  ha  allora  e  =  0  ,  w  =  /*(»),  e  quindi  w' =  0  ,  r'  +  —  =  co  ;  onde 


,»       P'     f       w       ^  n        P^    ,       "^  I       p' 
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A  =  -  Jco  senO  ds 
B  =  Jw  coB  0  e?« 


C  =  -  w  p  sen  6  +  Jw  eoa  6  ds  , 
D  =  (op  COB  6  +  Jco  senO  ds. 


Per   co  =  costante  sì  ritrovano  le  formolo  del  §  3;  per  io  =  -  è  wd«  =  fcdd  ,  e  però 
w  =  À:  +  a  COB  (0  —  P)  ,  t;  =  Y  <^08  (6  —  8). 

6.  Carve  storte.  Siano  u,VfW,  le  rispettive  proiezioni  dello  spostamento 
Infinitesimo  MM,  d'un  punto  M  d'una  curva  storta  sulla  tangente ,  sulla  blnor- 
niAle  e  sulla  normale  principale  alla  curva  stessa;  x^y ,z  le  coordinate  d'un 
punto  iisso  dello  spazio  rispetto  al  triedro  fondamentale  della  curva  data;  ?,>;,C 
quelle  dello  stesso  punto  rispetto  al  triedro  fondamentale  della  curva  defor- 
m£ita.  Se 


1 

p        -a 


1  a 

1 


è  la  matrice  pseudosìmmetrica  che  definisce  l'orientamento  dei  nuovi  assi  ri- 
spetto agli  assi  primitivi ,  fra  le  antiche  e  le  nuove  coordinate  avremo  le  re- 
lazioni : 


S=cc-ti-/50  +  Yy        >3=:y-t;  — ìfa?  +  a«        J=«-W7  —  ay  +  z^ac 


a;=5-ft*  +  /3»-7)3        y  =  )3-l-v  +  T5-ai;        z=^l-\-w-tayi-p\ 


(7) 


e  se  l'elemento  percorso  da  M,  è  <?«,  =  (1  +  e;  ds ,  quando  M  percorre  T  elemento 

d          1       d 
ds  ,  si  avrà  — -  = —  ,  ovvero,  trascurando  gl'infinitesimi  di  ordine  superiore, 

u^l        14-6   (iS 


drr^''"^ds 


(8) 


Ciò  posto,  proponiamoci  di  calcolare  le  quantità  e ,  a ,  i^ ,  7  e  le  variazioni  subite 
dalle  due  curvature  - ,  -  per  efiFetto  della  deformazione.  La  prima  formola  fon- 

da  mentale  per  la  curva  deformata  è  — ^  =Ì[(-  +  8-)  —  1,  il  cui  primo  membro 

ds\         Vp        9/ 


applicando  la  (8)  alla  prima  delle  (7),    equivale  a  —  (a?- w  - /Sg -j-v^j-e-^ 

Ct8  si 

mentre  il  secondo  membro  equivale  a  (z  —  u;  -  ay  -f  fix)  -  +  2jS-  -  l,  e  però,  ri- 

P  P 

cordando  le  formole  fondamentali  della  Geometria  intrìnseca  delle  corre  stone.*!, 

dx     z      ^  dy     z  dz  X     y 

d«       p  '     d«       r     '      d«  P       ^  ' 

si  ha  y  mediante  identificazioni , 

p  V*  "^        r     /  p  r       p 

Le  altre  due  formole  fondamentali  per  la  curva  deformata  sono 

e  queste,  con  procedimento  analogo,  danno 


^  \  or/  '  r  r 


1-1 
P       *" 


Dunque  le  formolo  fondamentali  per  lo  studio  intrinseco  delle  deformaziom  ini 
nitesime  delle  curve  storte  sono 

Is^Uds    ,     5  — =  -p'+^--  ,     8  — =a'^^-A       (IO) 

•'                      P           ^        r        p  '         r                 p       *■ 


dove 


11) 


Il    metodo  tenuto   per  giungere   a   queste    formole   può   applicarsi  anche  t^ 
curve  piane. 

Ponendo  nella  (IO)  z  =  costante ,  a  =  p  =  Y  =  ^>  ^^  ^* 


5«  =  e«     ,     0  —  = ,     0—  = , 

p  p  r  r 


(•)  Cesàro:  loc.  cit.,  p.  125. 


e  se  vogliamo  cne  la  nuova  curva  sia  Bovrapponibile  alla  data  aev  essere 


e  però 


»  1  r-  ^ 


P  *• 


P' 


da  cui,  successivamente  ,  —  =r  —  =  —  ,  p  =  m8  ,  r  =in8,    con    m    ed  n   costanti 

8  p  T 

arbitrarie.  Dunque  le  sole  curve ,  che  non  si  deformano  quando  vengono  sotto- 
poste ad  una  dilatazione  uniforme  intorno  ad  U7i  punto  qualunque  dello  spazio, 
sono  le  eliche  dei  cilindri^  che  hanno  per  base  una  spirale  logaritmica.  Tali  eli- 
che possono  riguardarsi  anclie  come  eliche  coniche.  Ed  infatti  il  punto  x=— A**, 
y  =  AB  s  ,  zzz  AC  s  ,  con 


A  = 


m 


v/li-n* 


Vm*i^n*-hm*;i* 


B  = 


n 


VU4n*Xm*  \  n^-\-m^n^) 


,   0^^^:^ 


V(l-f  n*)(m*+n*-fm*n*) 


è  un  punto  fisso  dello  spazio,  perchè  soddisfa  alle  condizioni  (9)  :  ed  inoltre  i 
coseni  direttori  della  retta  che  lo  unisce  ad  un  punto  qualunque  della  curva 
sono  (essendo  —  ks  il  raggio  vettore)  A ,  —  B ,  -  C,  ossia  sono  costanti.  Il  ver- 
tice del  cono  è  proprio  il  polo  della  curva,  giacché,  per  *-0,  si  ha  rt?=y=«-0. 

7.  Come  per  le  curve  piane,  cerchiamo  a  quali   condizioni  debbono    soddi- 
sfare le  componenti  dello  spostamento  infinitesimo  MM,,  perchè   si   effettui  uno 

1  p'  Ir' 

spostamento  rigido.  Deve  aversi  S —  =  -  ^-^Is  ,     S —  =  — j-S*,    cioè   sosti- 
tuendo per  ts  ,   8  —    ,   8  —  i  valori  (10) , 
P            ^ 


r       0       0* 


»'--!- 


=  -,-rJ«d.. 


Ma,  dalle  (11), 


quindi  si  ha 


\ 


dalle  quali 


0  anche,  avendosi  dalla  (12)  w'-\---^  —  j  - —  =  -  |  —, 

^  r      p  /     p  Ir 


Danque  Je  relazioni  rlcliiesco  sono 


iiidipendeati,  come  si  vede,  dallo  spostameato  tangeuzìale,  giacché  y  è  mdlpeu- 
dente  da  n. 

Le  equazioni  (13)  credo  die  in  generale  non  sieno  integrabili  :  esse,  j^\ 

Io  Bona  nel  caso  delie  elicile.  Por  queste,  essendo  — ^k-  costante,    e  qmL 

-t-  —  ^  ^  ]e  (13)  diventano 
p       r 


V      1  mdi      fydà      ^  ,,      p'  m* 

r      p  J    ù        ir  '     '         p    *        p*  '        ^ 


{14) 


con  m*  —  (1  +  ft*J  :  Jfc*.  La  seconda  di  queste  equazioni  j  come  al  solito  »  Ji 
7  =  acosmO -h  &senmfì  j  essendo  0  l'angolo  che  la  tangente  alla  curva  nel  part> 
M  fa  con  una  rotta  fìssa,  ed  ti ,  b  due  costanti  arbitrarie  infinitesime,  onde  {►a-- 
ritenersi  conosciuto  ^.  Le  rei  azioni  fra  u  e  te  possono  seri  versi  allora 


dallo  quali ,  eliminando  v 


w 


"-^(T7?)-l(>f.iA-) 


Integrando  e  ponendo  9  («)=--(  1  - —  +  -  n^*  )  >  si  ha 


da    cui ,   dopo    aver  moltiplicato  per  p  e  posto  ^{s)  =  -  9(5)  +  ^'(s) , 

P  P'  ^ 

quindi  t«>  =  A  cos  wO  +  B  senTnO.  Le  dne  quantità  A  e  B  sono  due  funzioni  di  s 
che  si  possono  determinare  col  metodo  di  Lagrangia.  Conosciuto  Io  sposta- 
mento Wy  mediante  la  v' =^  si  determina  v,    e  però  possiamo  dire  che  nel 

caso   delle  eliche  le  (13)  sono  integrabili. 

8.  Quar  è  la  condizione  perchè,  per  una  deformazione  infinitesima,  un'elica 
f— =  — j  resti  elica?  Deve  aversi,  essendo  a  una  costante  infinitesima, 

h  8  —  =  (A:  +  a)( —  +  5  —  ),  ossia,  tenendo  presente  le  (10)  : 

p  p  \  r  V  / 


r        0        r  \         or/ 


Ma  r  =  fcp  ,    quindi ,  per  le  (11),  'f"  -f-  ~  y'  +  -^  T  =  "y»  <^on  m*  =  (1  +  fc*)  :  A:*.  In- 

w 
tegrando  e  ricordando  il  valore  di  7 ,  si  ottiene ,   v' =  AcosmO  +  BsenwiO  , 

che  è  proprio  la  condizione  richiesta. 

9.  Applicazione  alle  oarve  sferiche.  Ci  proponiamo  ora  di  studiare , 
in  particolare,  le  deformazioni  infinitesime  di  una  curva  sferica^  neiripotesi  che 
esse  si  eseguano  sulla  sfera  medesima  su  cui  la  curva  data  è  posta.  Assu- 
mendo in  un  punto  M  della  curva  sferica  la  tangente  come  asse  delle  a; , 
•la  normale  alla  sfera  come  asse  delle  s  0  la  perpendicolare  a  queste  due 
rette  come  asse  delle  y,  si  hanno  dalla  Geometria  intrinseca  {*),  per  Timmobi- 


(*)  Cesàro:  loc.  cit.  ,  p.  153. 


dà  dt  d8 

dove 

Le  ciuftnlUà  p  ed  r  sono  rispettivamente  i  raggi  di  curvatura  e  di  loi-sioii' 
curva  nel  punto  M  e  tj'  ^  T  angolo  cbe  la  iiorniale  alla  superficie  h  i 
norniHle  alla  curva.  Tali  coiìdizioni  possono  anche  Bcriversi  : 


perchè  nel  caso  della  afera^  detto  R  II  suo  raggio^  bì  ha 

p  =  H  co»  (^    ,    r  3  -p^ ,  e  quindi     N  =  ^  ==  tosi.     ,    T  =  0, 

Ciò  posto,   se  M ,  t> ,  te   sono   le    componenti   dello  sposiameato  infiBitm» 
MM,  rispetto  ai  tre  assi  BceUì,  earà  w^  — 0,  a  meno  dMnfiDiteaimi  Ai  oniì: ^  ^^ 
porìore ,    perchè  la  deformazione  si  eseguo  sulla  sfera  stessa.   Prendiiinic 
punto  M, ,  come  nuovi  mssì  6»*J,C,  la  tangente  alla  curvadeformata  latnrE' 
alla  sfera  e  la  retta  ad  esso  perpendicolare  e  supponiamo  che  ,   rispetto  ^"  - 
tichi  aasi^  i  coseni  direttori  dei  nuovi  sieno 


per  l'asse  i  : 

1 

t 

r 

»         4: 

-Y 

l 

a 

»         C: 

P 

-  a 

1. 

Fra  le  antiche  e  le  nuove  coordinate  avremo  allora  le  relazioni 

l^cc-n^-^p  -  ^e   ,   1)  tsr  y  -  t»  f  az  —  VX   ,    {  ^  »  4.  ga?  -  «  v 

e  se  l'elemento  percorso  da  M,  è  d#4 '=(!-[  e)cl«,  qtiando  M  percorre  rrits**'" 
ds  f  sì  avrà 


dif, 


1  +  E  ds 


JT  -  fi  -  0  J-  . 


lì? 


ds 


Ajc»     yiiuia    lui  uxvia    xui&uic«iuc7u 


bCklU        L/V^l         ICh       VUl    T  O»        VAVJLVA.  AAJC*V«* 


|Ì  =  N!J-  (G  +  6G)ij-l, 

il  cui  primo  membro,  applicando  la  (17)  alla  prima  delle  (16) ,  equivale  a 

d  ,  ^  .         dx 

quindi,  sostituendo  per  >j  e  II  i  valori  (16) , 

Gv -  (8G  +  Na)  y-  Gaz  =  6  -  w'  +  (7'  +  Gt)y  -  (f'  +  Ne)« , 
che,  per  l'arbitrarietà  di  ce  ,  y ,  « ,  dà 

e  =  w'-f-Gv  ,     Ga  =  P'-f  Ne  ,    '^:G  =  -  (Y'+Na+Ge). 
Le  altre   due  formolo  per  la   curva  deformata  sono 

e  queste,  con  procedimento  analogo,  danno  P  =  -  Nw  ,  ^  =  *^'  •"  G*^-  ^^  valore  di 
P,  sostituito  nelTespressione  di  a ,  dà  a  =  Nv ,  e  quindi  possiamo  dire  che  le 
fonnole  fondamentali  per  lo  studio  intrinseco  delle  deformazioni  infinitesime 
delle  curve  sferiche ,  neiripotesi  che  le  deformazioni  si  eseguano  sulla  sfera 
stessa  a  cui  le  curve  appartengono,  sono 


con 


ls=^lids    ,    oG  =  -(Y'  +  Na+G6)  (18) 


6=:w'+Gv,    a=Ni;,     p  =  -Nu,    ^=^v'-Gu.  (19) 


A  queste   stesse   formolo  saremmo  giunti  partendo  dalle    (10)    e    (11),    ricor- 
dando la  relazione  ^  +  j"(^T")=^>  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  curva 

sia  sferica,  e  ricordando  che  la  deformazione  si  esegue  sulla  sfera. 

Se  la  curva  sferica  è  un  circolo  massimo  è  G  =0,  e  le  relazioni  (18)  e  (19) 
diventano  S«  =  w  ,  gG  =  -  v"  -  N*v  ,  e  =  t^'  ,  a  =  Nv  ,  p  =  —  Nw  ,  7  =  1;'.  Se 
vogliamo  che  la  curva  che  si  ottiene  dallo  spostamento  sìa  ancora  un  circolo 
massimo,  dev'essere  oG  =  0,  ossia  v"  +  N*v  =  0,   e  questa  relazione,  indipen- 
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dente  dà  « ,  dA  v  =  asenN*  +  bcosN^,    cioè  posto  N«  =  ^  =  0  , 

li 


V  =  asenO  +  òcosO  =  k  sen  (6  —  a)  , 


prendendo  k=  Va*T&-,  tga~-.  Dunque  la  componente  v  dello  spostamento  è 

a 

k 
la  componente  v  d'una  rotazione  infinitesima  -    fatta  intorno  ad  uno  dei  dùune- 

tri  del  circolo. 

Più  generalmente,  so  vogliamo  che  un  cerchio,  per  una  deformazione  infi- 
nitesima sulla  sfera;  non  cessi  di  essere  cerchio,  dev'essere  G=^A  =  co«(., 
SG=k=co8t,;  quindi  6=tt'+At;  ,  a=Nv,  p=-Nu  ,  7=t;'-Au  ,  fe=-t;"— (N»+A*)i:,  e 

8  8 

però  V  =  a  sen  —  +  &  cos ^p*  ^  p  essendo  il  raggio  del  cerchio  dato. 

10.  Se  vogliamo  infine  che  la  curva  per  uno  spostamento  rigido  resti  la 
stessa ,  dev'  essere 

5  —  =  -  -^  S«.  (20) 

P  P* 

Ma    dalla    relazione    M*  +  G*  =  -—  si  deduce  Q  8Q  =  —  8  — ,   quindi ,  ricor- 

P  9        9 

dando  l'espressione  di  SG , 

U1--^g[g'u-{v"^^)],     onde     8  1  =  Qp  [  G'«  -  („"+ ^)] . 

Sostituendo  nella  (20),  e  tenendo  presente  il  valore  di  Ss,  si  ottiene 

Ma  GG'p  =  —  ^,  quindi  Gp  f  t?"  +  -jj  =  —-jGrd*,  o  anche 

Gpt;"+^(-fGi;rf«)  =  0  (21) 

e  questa  relazione  è  indipendente  da  w,   come  era  da  prevedersi.  Mediante  la 
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INI*  H-  G*  =  — ,  possiamo  nella  (21)  far  comparire  o  la  sola  G  o  il  solo  p.   Nel 

P 
piriino  caso  si  ha 


v"  +  (N*  +  G*)  V  +  G'JGvds  =  0, 


nel   secoDdo 


(."+-!)  VBnr7.=Ì/V5^^'..., 


e    però,  specializzando  la  natura  della  curva  sferica,   possono  farsi  delle  appli- 
cazioni, servendosi  dell'una  piuttosto  che  dell'altra  formola. 

Lecce,  febbraio  1898. 
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SOPRA 
UNA  RAPPRKSENTAZIONE  UNIVOCA  DELLO  SPAZIO  RIGATO 

SULLO  SPAZIO  PUNTEGGIATO  A  QUATTRO  DIMENSIONI 

NOTA 

DEL 

Doti.  EMILIO  VENERONI. 


Il  Prof.  Gino  L  o  r  i  a  nel  tomo  27®  del  Giornale  di  Matematiche  accenna 
a  due  rappresentazioni  univoche  assai  generali  dello  spazio  rigato  sopra  lo  spazio 
punteggiato  a  4  dimensioni.  La  prima,  già  studiata  non  in  tutta  la  sua  genera- 
lità dal  Prof.  Aschieri  (*)  condusse  alla  scoperta  di  eleganti  proprietà  della 
curva  normale  dello  spazio  a  4  dimensioni  ;  la  seconda  venne,  finora,  in  un  caso 
assai  particolare  molto  diffusamente  trattata  dal  Sig.  C  h  i  z  z  o  n  i  (*).  La  presente 
Nota  contiene  i  fondamenti  per  lo  studio  affatto  generale  di  questa  seconda  rap- 
presentazione ,  basata  su  assai  semplici  corrispondenze  proiettive ,  e  in  essa  si 
troverà  fra  altro  dimostrato  che  l'ordinaria  rappresentazione  basata  sulla  proie- 
zione stereografica  si  può  considerare  come  un  caso  particolare  di  questa. 

1.  Nello  spazio  rigato  B  fissiamo  due  piani  a,^  :  e  nello  spazio  punteggiato 
Z  a  4  dimensioni  due  rette  a ,  h.  Riferiamo  proiettivamente  fì:a  loro  in  maniera 
arbitraria  i  punti  di  a  ai  piani  di  £  che  passano  per  a,  e  i  punti  di  ^  ai  piani 
di  £  che  passano  per  b.  Siene  n^ ,  i^^  ^^  ^^^  corrispondenze.  Allora  ad  una  retta 
generica  di  R  segante  in  due  punti  i  piani  a ,  ^ ,  facendo  corrispondere  in  I  il 
punto  d'incontro  dei  due  piani  corrispondenti  in  ii,  ii, ,  si  viene  a  stabilire  una 
rappresentazione  univoca  delle  rette  di  R  sui  punti  di  I. 

2.  La  retta  «3  determina  per  leii,  ,U,  due  fasci  di  piani  F„Pj  delle  forme 
(a)  (ò) ,  posti  in  due  spazi  di  £  ,  S,  ed  S,  incontrantisi  in  un  piano  ir.  I  due  fasci 


(*)  Acc.  Lincei  1887. 

{*)  Acc.  Gioenia  di  Catania  T.  XX  1858. 
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Pj ,  Fj  sono  riferiti  proiettivamente  fra  loro  quando  si  prendano  per  corrispondenti 
due  piani  di  F| ,  F^  corrispondenti  in  il^ ,  lìj  ^^  medesimo  punto  della  retta  a^. 
Il  luogo  delle  intersezioni  dei  piani  corrispondenti  è  una  conica,  y,  posta  nel 
piano  z  e  appoggiantesi  in  due  punti  A ,  B  di  ic  alle  rette  a ,  h. 

La  retta  ap  è  riferita  proiettivamente  alla  conica  y  >  l'omologo  a  un  punto 
P  di  ap,  essendo  quel  punto  P'  di  y  che  è  l'incontro  dei  due  piani  di  F, ,  F^  cor- 
rispondenti a  quel  punto.  Sia  O.^  questa  corrispondenza.  Risulta  tosto 

Ad  ogni  retta  della  stélla  che  ha  il  centro  P  sulla  retta  af  corrisponde  il 
medesimo  punto  P'  della  conica  7,  che  in  ìÌq"*  è  l'omologo  del  punto  P.  Alla  retta 
ap  corrispondono  tutti  i  plinti  del  piano  z  della  conica  y. 

3.  Una  retta  giacente  in  a  (0  in  f)  determina  per  la  ii,  (0  la  o^  un  fascio 
di  piani  contenente  un  piano  del  fascio  F,  (0  del  fascio  Fj)  e  per  la  n^  (od  ii^) 
un  piano  del  fascio  Fj  (oppure  del  fascio  F,).  Quella  retta  ha  dunque  per  im- 
magine in  £  gli  infiniti  punti  della  retta  sezione  di  questo  piano  collo  spazio 
contenente  i  piani  del  lo  fascio,  retta  che  s'appoggia  alla  conica  y  ed  alla  retta 
b  (oppure  alla  retta  a).  Dunque 

Alle  infinite  rette  del  piano  a  {oppure  del  piano  P)  corrispondono  non  punti 
ma  rette ,  e  precisamente  le  rette  della  congruenza  ordinaria  di  1^  ordine  e  2** 
classe  dello  spazio  Sj  (oppure  dello  spazio  S^)  che  ha  per  direttrici  la  retta  b 
{od  a)  e  la  conica  7.  Una  retta  di  a  (0  di  f)  e  la  retta  corrispondente  di  S^ 
{od  S,)  sono  puntegyiate  proiettivamente. 

Le  congruenze  (67)  od  (ay)  sono  rappresentate  così  univocamente  sui  piani 
ap.  Noteremo  ancora  che  ad  un  fascio  di  rette  del  piano  a  corrispondono  le  ge- 
neratrici delV  iperboloide  contenente  la  conica  -f,  avente  per  direttrici  la  retta 
b  (0  la  retta  a)  e  la  retta  uscente  da  A  {0  da  B)  che  è  l'intersezione  collo  spazio 
S,  {od  Si)  del  piano  che  corrisponde  in  ii^  {od  il^  al  centro  del  fascio. 

Ove  il  centro  del  fascio  sia  un  punto  P  della  retta  ap  l'iperboloide  si  scinde 
nei  due  fasci  di  raggi  aventi  il  centro  comune  nel  punto  P'  di"^  che  corrisponde 
in  lIq  a  P,  e  il  piano  del  primo  essendo  il  piano  ir,  il  piano  dell'altro  passando 
per  b  {oppure  per  a». 

4.  Le  rette  a  b  determinano  uno  spazio  S  di  £ ,  che  contiene  due  fasci  di 
piani  R| ,  R2  passanti  ordinatamente  per  a  e  per  by  cui  sono  omologhe  in  i2,~* 
A^t"*  due  punteggiate  r, ,  r^  di  a  e  di  p.  A  una  retta  che  s'appoggi  alle  r^ ,  r^  cor- 
risponde un'  intiera  retta  appoggiantesi  alle  a,b ,  perchè  i  piani  corrispondenti 
ai  punti  di  r, ,  r^  giacciono  in  un  medesimo  spazio  S.  Onde  alle  rette  della  con- 
gruenza lineare  di  direttrici  T^ ,  r,  corrispondono  le  rette  della  congruenza  lineare 
dello  spazio  S  di  direttrici  a  ,  b. 

Le  due  congruenze  risultano  così  riferite  proiettivamente  fra  loro. 

Una  r^tta  di  R  appoggiantesi  ad  r,  (oppure  ad  r^)   determina  mediante   le 
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il, ,  o,  due  piani  ;  di  questi,  l'uno  giace  in  8  e  proietta  da  a  (oppure  da  b)  uà 
punto  di  b  (oppure  di  a)  l'altro  non  giace  ordinariamente  (quando  cioè  la  rttu 
non  s'appoggi  anche  ad  r^  (o  ad  r^))  in  S,  passa  per  b  (oppure  per  a)  e  incoctn 
il  primo  in  quel  punto  di  b  (oppure  di  a).  Le  rette  r^,r^  son  cosi  punteggiate 
proiettivamente   alle  rette  6  ed  a,  e  segue 

A  tutte  le  rette  di  una  stella  col  centro  P  sopra  r^  (oppure  sopra  Tj)  eom- 
sponde  sempre  il  medesimo  punto  P',  l'omologo  di  P  sulla  retta  b  (oppure  sulla  a . 

In  particolare  ai  punti  A  e  B  corrispondono  rispettivamente  le  stelle  che 
hanno  i  centri  nei  punti  r,  a ,  r,  g  delle  r^ ,  r,. 

5.  Se  è  0  uno  spazio  di  £  e  sono  P',  Q'  i  suoi  punti  d'incontro  con  a,  6,  ed 
R',  S'  i  due  punti  di  7  che  esso  contiene,  proiettiamo  dalle  a,  b  il  fascio  di  piani 
dello  spazio  0  d'asse  P'Q':  s'ottengono  due  fasci  prospettivi  di  spazi,  ne*  quali 
lo  spazio  comune  S  è  uno  spazio  unito,  e  i  piani  corrispondenti  si  segano  m 
piani  del  fascio  (P'  Q';,  ovvero  nei  punti  dello  spazio  e.  In  virtù  delle  corrispon- 
denze iniziali  ii,"*,  iÌ2"^  viene  posta  in  tal  maniera  una  corrispondenza  proiettiva 
fra  due  determinati  fasci  di  raggi  dei  piani  a,  g.  I  centri  dei  due  fasci  sono  due 
punti  P,  Q  di  r, ,  r,  rispettivamente,  gli  omologhi  in  ili""',  ii^^-  ai  due  piani  aQ',  IF. 
Essendo  lo  spazio  S  comune  ai  due  fasci  di  spazi  dianzi  considerati,  uno  spazio 
unito,  segue  tosto  che  le  rette  r, ,  r^  dei  due  fasci  di  raggi  proiettivi  sono  fra 
loro  corrispondenti.  Allora  i  punti  di  0  rappresentano  le  rette  che  s'appoggiano 
ai  raggi  omologhi  di  que<*ti  due  fasci  proiettivi,  rette  che  costituiscono ,  com'  è 
ben  noto,  un  complesso  tetraedrale ,  contenente  la  congruenza  lineare  di  diret- 
trici r,  r^  ;  P ,  Q ,  centri  dei  due  fasci,  sono  due  vertici  del  tetraedro  fondamen- 
tale, mentre  gli  altri  due  sono  i  due  punti  uniti  R,  S  delle  due  punteggiate  pro- 
iettive sovrapposte  determinate  sulla  retta  a^  dai  due  fasci  dì  centri  P,  Q.  E  si 
trova  subito  che  i  punti  E,  S  sono  i  corrispondenti  in  ii^  ai  punti  R',  S'  della  co- 
nica 7.  Dunque 

Uno  spazio  0  generico  di  2  rappresenta  cogli  infiniti  suoi  punti  le  rtttf 
di  un  complesso  tetraedrale,  contenente  la  congruenza  lineare  di  direttrici  r,  Fj, 
mentre  dei  quattro  vertici  del  suo  tetraedro  fondamentale  due  sono  sulla  rdta 
a^ ,  uno  sopra  r, ,  V ultimo  sopra  r,. 

Di  questo  teorema  sta  anche  l'inverso. 

6.  Un  fascio  generico  di  raggi  ha  comuni  due  rette  con  ognuno  dei  prece- 
denti complessi  tetraedrali  :  dunque  la  curva  immagine  in  I  di  un  fascio  di  E 
è  una  conica,  e  perchè  un  fascio  di  raggi  ha  comune  una  retta  con  un  com- 
plesso lineare  generico,  segue  :  /  fasci  di  R  son  rappresentati  dalle  coniche  di 
£  che  s'appoggiano  alle  rette  a  b  ed  alla  conica  7. 

Anche  le  coniche  che  s'appoggiano  ad  un  punto  di  a  (0  di  ò)  e  a  due  di  7 
rappresentano  fasci  di  R,  e  precisamente  i  fasci  del  piano  a  (0  del  piano  p)  ài 
cui  però  non  costituiscono  l'immagine  completa. 
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Cosi  le  coniche  appoggiantesi  in  un  punto  ad  a  e  in  due  a  6,  o  viceversa, 
giacendo  interamente  nello  spazio  S  fan  parte  deirimraagine  di  fasci  della  con- 
gruenza di  direttrici  r, ,  r^. 

La  varietà  S,  immagine  in  Z  di  un  complesso  lineare  di  B^  perché  un  com- 
plesso lineare  ha  comune  con  una  stella  un  fascio  di  raggi,  conterrà  le  rette  ab 
e  la  conica  ^,  e  perchè  un  complesso  lineare  ha  con  un  fascio  di  raggi  una 
retta  comune  segue:  A  un  complesso  lineare  corrisponde  in  £  una  superficie  (  oo^) 
€iel  2o  ordine  passante  per  a ,  b  e  Za  conica  y* 
o  quindi 

A  una  congruenza  lineare  di  R  corrisponde  in  £  una  varietà  di  seconda 
specie  e  del  4®  ordine,  passante  per  a ,  b  ,  e  per  la  conica  if. 

E  perchè  un  iperboloide  ha  comune  con  un  complesso  lineare  due  rette; 

L'immagine  in  2  di  un  iperboloide  di  R  è  una  quartica  che  s' appoggia  in 
due  punti  ad  di.  j  h  ed  alla  conica  Y» 

7*  Si  ottiene  poi  facilmente 

Ai  piani  rigati  di  R  corrispondono  in  S  t  piani  appoggiantisi  ad  a  ^  b ,  e 
alla  conica  y* 

Questi  piani  costituiscono  una  speciale  e  notevole  forma  oo^  di  piani  di  Z. 
In  ogni  spazio  di  £  ne  giacciono  due,  corrispondenti  alle  due  facce  {oltre  ai  piani 
OL  e  ^)  del  tetraedro  fondamentale  del  corrispondente  complesso  tetraedrale.  Lo 
altre  due  facce  di  questo  (i  piani  a ,  P)  son  rappresentate  dai  piani  sezioni  di 
quello  spazio  cogli  spazi  S,  S^. 

Per  un  punto  di  £  passano  infiniti  piani  incontranti  a,  b,  y  :  e  sono  i  piani 
generatori  di  un  cono  quadrico  di  1»  specie  avente  il  vertice  nel  punto.  Esso  è 
l'immagine  in  £  del  complesso  speciale  che  ha  per  asse  la  retta  di  R  di  cui  quel 
punto  è  V immagine. 
Segue  anche 

Una  stella  di  R  ha  per  immagine  in  £  una  varietà  di  2*  specie  e  del  3®  or- 
dine contenente  sl,  h  e  la  conica  7. 

Queste  varietà  di  2»  specie  e  del  3*^  ordine^  normali  delio  spazio  a  4  dimen- 
sioni sono  studiate  dal  Veronese  in  una  sua  Memoria  (•)  ;  e  non  sarebbe 
difficile  dedurne  qui  le  più  notevoli  proprietà,  come  quella  di  contenere  una  serie 
due  volte  infinita  di  coniche,  delle  quali  una  sola  passa  per  un  punto  assegnato 
della  superficie  etc. 

È  ora  altresì  cosa  assai  ovvia  trovare  le  relazioni  d'ordine  che  legano  le 
varietà  di  £  e  le  varietà  corrispondenti  di  R.  Ma  noi  rimandiamo  perciò  alle 
già  citate  Memorie  dell'À  schieri  e  del  Chizzoni. 


0)  Math.  Ann.  XIX. 
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8.  Stahilendo  le  corrispondenze  SrUzialf  n,^o,  ta  modo  speda 
spccialo  fissaiìdo  la  posiziono  dcgU  clcniontì  fondamcnralì ,  sì 
rappresentazioni  assai  notevoli.  Noi  lavoro  più  volte  citato  del  Pr 
è  largamente  studiato  il  caso  particolare  seguento;  si  suppone  lo  spa^.  ^ 
tenuto  nello  spazio  S.  I  piani  oc,  ^  son  presi  comuDqao  in  By  meiktrelfl 
Bon  prese  in  noodo  che  a  tagli  /*,  b  tagli  ex,  A  on  punto  di  a  o  di  «  «1 
rispondere  11  piano  che  lo  proietta  da  a  o  da  6.  Bi  vede  tosto  che 
si  spezza  nella  rotta  a^  e  nella  retta  che  s'appoggia  alle  a  ,  &,  «;>. 
s'incontrano  in  un  punto  di  a;^  e  determinano  il  piano  comune  allo  spada 
allo  spazio  S  =  (ab). 


ipana 

I 
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9.  Termineremo  con  un  osservazione  notevole  e ,  forse ,  nuovi 
presentazione  ordinaria  che  s'  ottiene  colla  proiezione  stereografica  if  | 
guardare  come  caso  speciale  di  quella  ora  studiata,  potendosi  otieofil 
tale  rappresentazione  per  speciali  forme  delle  corrispondenze  Q^O^  I 
di  fatti  fileno  tali  che  alla  punteggiata  afi  corrispondano  in  esae  i  fàMdi 
d*assi  a,  h  rispettivamente,  posti  nello  spazio  B  =  (ab). 

Questi  due  fasci  di  piani,  sono  proiettivi  essendo  omologhi  i  dae^ 
rispondenti  in  i^iS  iij  a  un  medesimo  punto  di  a^.  Le  intersezioni  dei  p^ 
Ioghi  dei  due  fasci  son  le  generatrici  di  una  quadrica  gobba  Q  di  oB 
due  direttrici.  Le  generatrici  di  Q  rispondono  alle  stelle  che  hanno  t^ 
a^-f  f  che  resta  così  punteggiata  proiettivamente  alla  serie  delle  geaenud 
quadrica  tiene  il  posto  in  questo  caso  della  conica  *]f  e  si  ha  tosto.  J|H 
lineari  di  R  son  rappresentati  èu  1  dalle  o&5  quadriche  di  3'*  Bpeeh  «iP 
per  la  quadrica  gobba  Q.  ^— 

Un  ptmto  qualunque  dello  spazio  S  rappresenta  la  retta  a^i  ytÌ^È 
lo  spazio  S  è  luogo  dei  ponti  immagini  della  sola  retta  a/5,  ma  in  eaaf* 


cfrica  Q  è  V  immagi  ne  del  complesso  lineare  d'asse  a^. 

Segue  tosto 
Un  complesso  lineare  contenente  a§  è  rappresentato,  escluso  losp^ 

uno  spazio  di  S.  Heciprocamente, 


_hk  particolare  se  si  osserva  che  un  complesso  speciale  11  cui  udmÉM 
ad  ap,  ha  comune  col  complesso  ^'asse  a^ ^  una  stella  o  un  piano  rS|B 
tre  il  centro  della  stella  ò  sopra  a^  e  il  piano  rigato  passa  per  fl^&'' 
bito  che  Io  generatrici  di  Q  rappresentando  le  stelle  coi  centri  su  al,  k, 
rappresenteranno  ì  piani  rigati  per  ag.  Perciò  uu  punto  di  Q  è  propri 
magine  di  un  fascio  di  cui  eentro  e  piano  appartengono  alla  retta  aj* 

I  piani  a  ,  p  non  hanno  nella  rappresentazione  fouzioue   epecì; 
cioè  da  quella  di  tutti  gli  altri  piani  del  fascio  d'asse  ò^. 

Da  tutto  questo  risulta  che  la  rappresentazione  ora  considerata^ 
biarao  accennato  proprio  rordinaria  corrispondenza  che  s'ottiene  collft 
steroogratìca,  quando  Jo  spazio  Z  sia  uno  spazio  subordinato  dello  ^pta 


)(ao5)( 

quale  sia  posta  la  quadrica  immagine  dello  spazio  rigato  B ,  sìa  P  V  im- 
magine su  quella  quadrica  della  retta  a^ ,  sia  S  lo  spazio  sezione  di  £  coUMper- 
spazio  tangente  alla  quadrica  in  P,  mentre  Q  sia  T  intersezione  colla  quadrica 
dello  spazio  8. 

Pavia,  Marzo  1898. 
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RAPPORTO 
SULLO  STATO  PRESENTE  DELLA  TEORIA  DEGLI  INVARIANTI 

del  Prof.  Dott.  FRANZ  MEYER 
(Continuazione,  v.  Voi,  XXXm,  p.  319,  Voi  XXXIV  p.  290  e  Voi.  XXXV />.  284) 


d)  ALTRE  FORME  SPECIALI  (•). 


a)  Form(9  col  determinante  Heasiano  (•*)  nullo. 

Una  «ielle  questioni  più  importanti  della  teoria  delle  forme  è  la  ricerca  ilan 
criterio,  che  permetta  di  decidere  quando  una  forma  data  F  ad  n  variabili  possa 


(•)  Tra  la  lunga  serie  di  forme  speciali  ne  consideriamo  in  ciò  che  segue  due 
classi  che  presentano  un  più  largo  interesse,  e  del  resto  per  altre  notizie  riman- 
diamo alla  fine  di  questo  capitolo  II,  D,  d. 

(••)  Vogliamo  ricordare  qui  brevemente  due  altre  proprietà  delPHessiano  H.  Voss 
ha  dimostrato  in  generale,  che  per  le  forme  cubiche  F  ad  n  variabili  l'Hessìano  dì 
H  è  una  combinazione  lineare  della  forma  primitiva  F  e  di  II  (Math.  Ann.  XXVII  p. 
515-536,  1886).  Per  n=4  il  teorema  era  già  stato  prima  dimostrato  da  Bauer  (Mundi. 
Abh.  1883  p.  1-14)  e  da  lui  applicato  alla  geometria  delle  superficie  del  3°  ordine. 

D'  altra  parte  Brill,  per  istudiare  la  curva  flessiana  H  —  0  nei  punti  singoiar 
della  curva  fondamentale  C  =  0,  ha  costruito  la  forma  H  mediante  certi  covarianfi 
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i*\>\jiciiiic/    una    auoi/ituj&iuiic    iiiit/ciic    csacic    bi  aaiui  iiuibci.    ni    uiiiiii'ia    a    uu    luiuuic      iiu- 

iiero  di  variabili^  e  in  questo  caso  di  costruire  e(rettlvHrocnte  le  relative  sostituzioni. 
La  risoluzione  generale  di  questo  problema  è  dovuta  (•)  a  Gordan  e  Nother , 


binari  (Math.  Ann.  XEII  p.  175-182,  1878),  dietro  un  principio  che  fu  più  tardi  svi- 
luppato da  Forsyth  (v.  II,  A,  e). 

La  stessa  questione  geometrica  ha  poi  dato  occasione  a  WOlffing  di  costruire 
la  forma  H  d'una  funzione  intera  di  forme  ternarie  mediante  i  più  semplici  cova- 
rianti simultanei  di  queste:  Dissert.j  Tiibingen  1890,  opp.  Math.  Ann.  XXXVI 
p.  97-120.  Cfr.  anche  Gerbaldi,  Rend.  di  Palermo  III  p.  60-66  (1889). 

(*)  Gordan,  Erlang.  Ber.  1876  p.  89-95;  Nother,  ivi  1876  p.  51-56;  Gordan  e 
Nòther,  Math.  Ann.  X  p.  547-568  (1876).  Il  concetto  fondamentale  della  dimostra- 
zione si  trova  in  quest'ultimo  lavoro  (p.  561). 

Per  le  forme  cubiche  ternarie  e  quaternarie  il  teorema  in  discorso  fu  dimo- 
strato esatto  da  Pasch  mediante  relazioni  fra  determinanti,  Journ.  fUr  Math.  LXXX 
p.  169-176  (1875). 

Nella  prima  Nota  di  Gordan  sono  trattate  in  generale  le  forme  ternarie  me- 
diante la  considerazione^  del  determinante  Hessiano  d'una  forma  riducibile  per  rap- 
porto ai  fattori  di  questa,  e  della  relazione  esistente  tra  le  polari. 

Si  possono  costruire  come  segue,  secondo  Gordan  e  NCther,  intere  classi  di 
forme  f  ad  r  (>4)  variabili,  per  cui  il  teorema  di  Hesse  non  vale  più. 

Si  costruiscano  r— s  i  *  <  "^  )  forme  P^  ,  Pg  ,...  ,  P^_,  ad  s  variabili  x^ ,  cCg  ,...,  x, 

e  si  componga  mediante  queste  una  nuova  forma:  ^ 

Q  =•  Xj^jP,  -f  ^s^2^2  +  •  •  •  4"  «c^Pr— «• 

Allora  le  formo  cercate  /  sono  rappresentate  cosi  : 

/•  -=  9(Q  ,  aci  ,  ajg  ,  .  .  . ,  ccj, 

dove  9  deve  essere  omogenea  rispetto  alle  «i ,  ojg;  •  •  •  ,  aj^  (1.  e.  p.  564). 

In  particolare  si  ottengono  tutte  le  forme  quinarie  che  non  soddisfanno  al  teo- 
rema di  Hesse  sotto  la  forma  canonica  : 


dove  le  P  sono  forme  binarie  d'eguale  ordine  delle  x^  ,  iCg. 


)(  80«  )( 

l  quali  nello  stesso  tempo  hanno  rettiflcato  un  teorema  di  Hesse  (*; ,  secondo  li 
quale  il  criterio  in  discorso  sarebbe  espresso  dairannullarsi  identico  del  covarianteH 
che  porta  il  suo  nome,  cioè  del  determinante  funzionale  delle  prime  polari  di  F. 

É  risultato  che  il  teorema  stabilito  da  Hesse  non  vale  in  generale,  ma  solu 
per  le  forme  binarie  ,  ternario  e  quaternarie  e  per  tutte  le  forme  quadratiche, 
mentre  già  nel  campo  di  S  variabili  omogenee  esistono  intere  classi  di  forme,  il 
cui  Hessiano  sì  annulla  identicamente  senza  che  ira  le  loro  polari  abbiano  luogo 
relazioni  lineari. 

Lo  studio  di  Gordan  e  Nother  si  fonda  sopra  un'equazione  lineare  a  derivata 
parziali ,  a  cui  soddisfanno  F  e  le  sue  polari  ,  e  i  cui  coeOicienti  dipendono  alla 
lor  volta  da  un  sistema  d'equazioni  a  derivate  parziali. 

Dairinsieme  delie  soluzioni  di  questo  sistema  bisogna  separare  quelle  che  soqq 
funzioni  intere  delle  variabili. 

Si  fa  ciò  sottoponendo  queste  a  trasformazioni  razionali  improprie^  cioè  tali 
che  il  determinante  della  trasformazione  si  annulli  identicamente  insieme  ad  od 
certo  numero  di  minori. 

^)Forme  speciali,    la  cui   natura   è  caratterizzata 
da   equazioni  differenziali  algebriche. 

Poiché  lo  scorrimento  di  2  forme  può  essere  sostituito,  da  un  processo  di  de 
rivazione  ,  e  tutte  le  forme  invariantive  si  riducono  a  scorrimenti ,  è  chiaro  teo- 
rie «imente  che,  quando  la  degenerazione  invariantìva  di  una  forma  o  d'un  sistema 
dì  forme  è  detcrminata  dall'  annullarsi  di  invarianti  o  dall'  annullarsi  identico  di 
covarianti,  la  forma  stessa  deve  soddisfare  ad  una  o  più  equazioni  difTereniiali  al- 
gebriche, alla  cui  costruzione  per  la  via  accennata  si  oppongono  per  altro  in  pra- 
tica gravi  diflìcOità  di  calcolo. 

Ancora  più  difllcile  sarebbe  tuttavia  ottenere  inversamente  gli  equivalenti  cri- 
teri invariantivi,  quando  fossero  date  tali  equazioni  difTerenziali  per  forme  particolari. 

È  importante  per  questo  problema  una  proposizione  che  Bruno  dimostrò  an- 
zitutto per  le  forme  binarie,  che  però  secondo  Hilbert  e  Perrin  si  estende  facil- 
mente a  forme  superiori,  una  proposizione  che  è  atta  a  fornirci  quella  ri^luzionc 
reciproca. 

Sia  infatti  f{w)  =/ó  una  forma  binaria  nella  variabile  non  omogenea  x: 


fo  =  00^5**  +  ('f)  (^ a;«-'  -f  .  .  .  +  fl« 


(♦)  Journ.  ftir  Matb.  XLII  p,  117-124  (1851),  LVI  p.  268-269  (1869). 
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numerici  semplici  : 


Allora  si  ottiene  iramediatamente  ogni  covariante  di  f^  dal  proprio  termine 
principale  sostituendo  allo  o,  le  f^. 

Di  qui  segue  tosto,  clie  ogni  funzione  F  omogenea  ed  isobara  delio  fi  è  un 
covariante  della  f{x)  il  quale  soddisfa  alToquazione  : 

cF  dF  dF 

Con  questo  mezzo  Hilbert  (•)  ha  mostrato  come  possono  trattarsi  dal  punto 
di  vista  della  teoria  degli  invarianti  p.  cs.  le  funzioni  sferiche,  e  più  in  generale 
quelle  serie  ipergeomelriche  F(a  ,  p  ,  f  ,  ^)  che  sono  funzioni  razionali  intere 
di  a?.  Se  F  deve  essere  una  forma  binaria  f  dì  x,  a  (oppure  p)  si  prenderà  eguale 
ad  un  numero  intero  negativo  -n;  n  k  allora  l'ordine  di  f. 

Se  9  e  ({/  denotano  le  seguenti  forme,  Tuna  cubica  e  Taltra  lineare,  scritte  in 
variabili  omogenee  : 

t  »  ,       37  +  e(n-l)  33  +  n-l 


(*)  Diesert.^  KSnigsberg  1885,  Math.  Ann.  XXX  p.  15-29  (1887). 

Riguardo  ad  altre  speciali  forme  e  gruppi  di  sostituzioni,  in  quanto  non  so  n'è 
parlato  nel  testo,  aggiungiamo  ancora  quanto  segue. 

Le  più  semplici  forme  dei  campi  binario,  ternario  e  quaternario  furono  studiate 
sistematicamente  da  Battaglini,  con  speciale  riguardo  alFinterpretazione  geometrica^ 
sopra  sostegni  di  lo  e  2^  ordine. 

Torme  binarie  dei  quattro  primi  ordini:  Rend.  Acc.  Napoli  1864,   1865,    1866. 

Forme  binarie  del  5©  ordine:  Giorn.  di  mat.  XIV  p.  54-66  (1876). 

Forme  binarie  d'ordine  qualunque:  ivi  IX  p.  1-18,  78-86  (1871). 

(Per  l'applicazione  delle  forme  binarie  quadratiche  alla  trasformazione  del  dif- 
ferenziale ellittico  V.  Rend.  Acc.  Lincei  S.  IV  T.  I  p.  653-657  (1885),  G.  di  mat. 
XXIV  p.  128-140  (1886)). 

Forme  binarie  bilineari:  Rend.  Acc.  Line.  S.  IV  T.  I  p.  691-699  (1885),  G.  di 
mat.  XXV  p.  281-297  (1887)  (queste  forme  sono  stato  pure  trattate  diffusamente  da 


k 


r 
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l'equazione  dìflferenziale  lineare  per  F  si  trasforma  senz'altro  neir equazione  tra 
scorrimenti: 

e  viceversa. 

La  conoscenza  delle  forme  9  e  4*  permette  anche  di  trovare  tosto  le  trasfor- 


Stéphanos  con  applicazione  alle  rotazioni  dello  spazio  intorno  ad  un  punto  fisso, 
Math.  Ann.  XXV  p.  299-368,  1883). 

Forme  ternarie  quadratiche:  Atti  Acc.  Napoli  III  1867,  G.  di  mat.  Vili  p.  3B-5.K 
129-156  (1870). 

Forme  ternarie  cùbiche:  Collectanea  mathematica  p.  27-51  (1881)  (Combinanti 
della  forma  e  della  sua  Hessiana  nel  campo  binario). 

Forme  ternarie  d'ordine  qualunque:  Q-.  di  mat.  X  p.  152-169,    193-205    (1872;. 

Forme  ternarie  bilineari:  Mem.  Acc.  Line.  IX  (1880)  ;  Atti  Acc.  Line.  S.  Ili 
T.  V  p.  24-26  (1881)  ;  G.  di  mat.  XXI  p.  50-68  (1883). 

Connessi  ternari  di  lo  ordine  e  di  1»  classe:  Atti  Acc.  Napoli  IX  1880,  Bend. 
Acc.  Nap.  XIX  p.  110-112  (1881). 

Connessi  ternari  di  2°  ordine  e  di  2»  classe:  Atti  Acc.  Napoli  VIII  1879,  Rend 
Acc.  Napoli  XIX  p.  316-328  (1881). 

Forme  quaternarie  bilineari:  Mem.  Acc.  Line.  XII  1882,  Atti  Acc.  Line.  S.  IH 
T.  VI  p.  40-42  (1882),  G.  di  mat.  XXI  p.  293-323  (1883). 

Diremo  ancora  qualche  cosa  delle  forme  ternarie  cubiche  Cg.  Poincaré  (Joum. 
de  Toc.  polyt.  L  p.  199-253,  LI  p.  45-91,  1883)  ha  trattato  completamente  l'equiva- 
lenza algebrica  (e  in  base  a  questa  Tequivalenza  aritmetica)  di  tali  forme  (ed  anche 
delle  quaternarie  cubiche).  Secondo  il  modo  di  comportarsi  dei  due  invarianti  S  e  T 
le  C3  vengono  divise  in  7  classi,  e  per  ciascuna  di  queste  vengono  costruite  le  so- 
stituzioni che  trasformano  la  forma  in  sé  stessa.  Su  ciò  si  fonda  Tequivalenza  di  2 
forme  Cg  e  C'g ,  che  viene  ancora  discussa  in  particolare  pel  caso  di  coefiBcienti  e 
sostituzioni  reali. 

In  un  lavoro  posteriore  (ivi  LVI  p.  79-142,  1886)  anche  le  C3  decomponibili 
vengono  sottoposte  ad  una  trattazione  analoga. 

Gundelfinger  aveva  già  prima  mostrato  come  possano  caratterizzarsi  dal  punto 
di  vista  della  teoria  degli  invarianti  tutte  le  degenerazioni  d'una  C3  (Math.  Ann.  IV 
p.  561-572,  1871;  Ann.  di  mat.  S.  II  T.  V  p.  223-236,  1872;  cfr.  Gordan,  Math. 
Ann.  Ili  p.  631-632,  1871);  i  suoi  risultati  furono  semplificati  da  Brioschi  (Ann. 
di  mat.  S.  II  T.  VII  p.  189-192,  1875)  e  Thaer  (Math.  Ann.  XIV  p.  545-556, 1875) 
pel  caso  in  cui  C3  si  decompone  in  tre  fattori  lineari. 

Brioschi  (Ann.  di  mat.  S.  II  T.  VII  p.  52-60,  1876)  ha  studiato  il  parallelismo 
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inazioni  lineari  le  quali  danno  ad  f  la  forma  della  serie  ìpcrgeometrica  F.  Sono 
queste  appunto  quelle  6  trasformazioni  mediante  le  quali  la  forma  cubica  <p  as- 
sume il  tipo  canonico  sopra  indicato. 

Uno  studio  più  profondo  però  rende  possibile  di  eliminare  anche  le  forme  au- 


tra  una  C^  ed  una  /^  ;  cfr.  Hilbert,  Journ.  de  math.  S.  IV  T.  IV  p.  249-256  (1888) 
dove  rintimo  fondamento  dell'analogia  risulta  più  chiaro. 

Brioschi  fa  di  ciò  un'interessante  applicazione  alla  trasformazione  del  3<>  ordine 
delle  funzioni  ellittiche  corrispondenti  alla  f^  ed  alla  Cj  già  prima  studiata  da  Cay- 
ley  (Quart.  j.  XIII  p.  211-216,  1874). 

Dingeldey  ha  indicato  una  trasformazione  semplice  che  riduce  una  O3  a  di- 
scriminante nullo  a  forma  canonica  (Math.  Ann.  XXX  p.  177-182  ,  1888);  Gross 
ha  studiato  la  generazione  di  tali  G3. 

Harnack  si  è  occupato  delle  equazioni  differenziali  che  secondo  Clebsch  si  col- 
legano con  certe  forme  intermedie  delle  C3  (Math.  Ann.  IX  p.  218-240,  1875). 

Alla  conoscenza  di  alcune  forme  in  varianti  ve  d'una  C3  hanno  ancora  contribuito 
BonsdorfP,  Helsingfors  (1876);  Gerbaldi,  Atti  Acc.  Torino  XV  p.  707-714  (1880); 
Maisano,  Rend.  di  Palermo  IV  p.  153-158  (1890);  ed  altri. 

Pel  significato  geometrico  delle  più  importanti  forme  appartenenti  ad  una  C3 
rimandiamo  a  Glebsch— Lindemann,  I  Ed.  2  Th.  I  Abth.,  dove  si  troveranno  altre 
indicazioni  bibliografiche. 

Le  più  semplici  forme  invariantive  d'una  forma  quaternaria  cubica,  insieme  alla 
loro  interpretazione  geometrica,  si  trovano  nella  Geometria  dello  spazio  di  Salmon- 
Fiedler,  V  Kap.  Art.  317-324. 

Per  quanto  riguarda  gruppi  speciali  di  sostituzioni  (v.  I,  A  e  II,  D,  a) ,  dob- 
biamo aggiungere  qualche  cosa  a  quanto  dicemmo  intorno  alle  sostituzioni  ortogonali. 

Prym  (Gòtting.  Abh.  1892,  42  p.)  ha  esteso  allo  sostituzioni  involutorie  la  rap- 
presentazione razionale  dovuta  a  Cayley  dei  coefficienti  d'  una  sostituzione  ortogo- 
nale generale  di  n— esimo  ordine    mediante    -n(n— 1)  parametri  fra  loro   indipen- 

denti.  L'equazione  caratteristica  ha  allora  le  sole  radici  +1  e— -1.  Se  m  è  il  numero 
delle  prime,  il  numero  dei  parametri  è  2mn,  Viene  poi  dedotta  una  formola  esplìcita 
per  l'insieme  dei  sistemi  involutori,  ed  in  particolare  ortogonali-involutori,  di  coeffi  - 
cienti,  corrispondenti  ad  un  numero  m  (su  questi  ultimi  cfr.  i  lavori  di  Lipschitz  e 
di  Kronecker  citati  in  I,  A).  Un'altra  deduzione  e  formulazione  dei  risultati  in  di- 
scorso è  dovuta  a  Cornely  (Dissert,,  Wtirzburg,  pubblicata  a  Gòttingen  1892) ,  il 
quale  del  resto  fa  vedere  come  si  possa  passare  dalle  sue  formolo  a  quelle  di  Prym. 

Hofmann  ha  tentato  di  dare  una  rappresentazione  parametrica  generale  delle 
sostituzioni  di  carattere  involutorio  che  mutano  in  se  stessa  una  funzione  intera  di 
20  e  di  30  grado  (Arch.  der  Math.  S.  II  T.  VIII  p.  225-268,  1889). 

H.  Wiener  ha  studiato  in  generale  con  mezzi  puramente   greometrici   i  gruppi 
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Riliarie  <p  ,  4^.  Si  giunge  cosi  al  risultato,  che  per  caratterizzare  la  forma  spoc 
è  ncccRsario  e  6u(Ticitnte  l'annullarsi  identico  d'un  certo  covariante  P,  ilquak^ 
rappresentarsi  in  modo  semplicissimo  mediante  4  covari-anti  fondamentali  ooti. 


APPEND ICE 


e)  Questioni  di  realità. 

Esistono  numerose,  benché  nella  loro  essenza  assai  diverse,  applicazioni 
gUnviiriantì,  specialmente  iì'iì  binari,  alle  proprietà  di  realità  delle   equaziooi   : 
gibriehe  e  dei  sistemi  di  tali  equazioni. 

Al  periodo  più  vecchio  apjìaitengono  le  classiche  ricerche  \^)  di  HermìlL 
Sylvester,  in  cui  tutte  le  differenze  relative  alla  realità  che  possono  presenta 
le  radici  d*  un*  equazione  del  5.®  ordine  sono  caratterizzate  meliante  criteri  iu 
riantivi, 

Cayley  aveva  già  prima  trattato  il  caso  delle  equazioni  di  3.®  e  M  4.**  ordine  (•* 

La    legge   d'inerzia   (*♦*)  di   Sylvester  e  Jacobi   per    le   forme    qua  irati  ir 
fu  già  sopra  ricordata. 


di  affinità  involutorie  {riflessioni):  Leipz.  Ber.  1890  p.  13-23,  71-87,  245-267;  l>ei 
p.  424-447. 

Non  possiamo  trattenerci  sulle  teorie    di    particolari    involuzioni,    qaali   far 
studiate    per    via    geometrica  da  Bertini ,  Weyr  ed  altri.  Lo  stesso  dicasi    dell'  :i 
terpretazione  geometrica  delle  forme  binarie  sopra  sostegni  razionali,  intorno  a  :ii 
esiste  già  una  estesa  letteratura. 

{*)  V.  sopra.  Cfr.  Hermite  Comptes  Rendus  1853  I,  Jacobi  1847,  v.  Jowttl  far 
Math.  LUI  p.  275-280,  Sylvester  Phil.  Trans.  1864  p.  579-666,  Cayley  Vm  mm. 
ivi  1867  p.  513-554. 

(**)  Una  lacuna  rimasta  qui  fu  riempita  da  Noether,  il  quale  mostrò  come  pas- 
sano esattamente  separarsi  Tun  dall'altro  anche  i  due  casi  di  4  radici  complesse  e 
di  4  mdicì  reali  mediaute  criteri  iuvariantivi  (  Bruno^Walter,  Bin,  i'vrm  g  :^  ;l 
modelli  di  Rohn  a  cui  accenneromo  più  avanti  rappreHentano  in  modo  intuitivo  tu:'- 
i  criteri  di   realità  relativi  alle  radici  d^un  equazione  del  4o  ordine. 

(***j  V.  sopra.  Riguardo  al  cap.  I,  A,  rammentiamo  die  specialmente  ^Vttie: 
Strass,  Sylvester,  Lipschitz,  Stickelberger  e  Voss  si  sono  occupati  della  trasfonai- 
zione  reale  delle  forme  reali  bilìnearì  e  quadratiche. 
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Al  principio  del  periodo  più  recente  si  presenta  Schramm  (*)  con  due  la- 
vori notevoli.  L'antica  questione  completamente  risolta  da  Sturm  del  numero  delle 
radici  reali  d' un' equazione  comprese  fra  dati  limiti  entra  qui,  dal  punto  di  vista 
della  teoria  delle  forme»  in  un  nuovo  stadio.  Le  funzioni  di  Sturra,  di  cui  v*hanno 
a  considerare  i  cambi  di  segno,  vengono  con  lo  stesso  risultato  sostituite  da  una 
serie  di  covarianti  o  dì  invarianti. 

In  particolare  si  ottiene  il  teorrma,  che,  se  tutte  le  radici  dell'equazione  pri- 
mitiva f=zO  sono  reali,  quelle  dell' Hcssìano  eguagliato  a  zero  sono  imaginarie, 
e  reciprocamente». 

Sylvesten**)  ha  dimostrato  questo  teorema  in  altro  modo,  e  nello  stesso  tempo 
lo  ha  esteso  a  tutti  1  covarianti  di  2.^  grado  (nei  coeRicienti  di  f). 

D'altra  parte  Laguerre  (•••)  riuscì  a  generalizzare  essenzialmente  i  noti  processi 
di  separazione  ed  approssimazione  delle  radici  reali  mediante  l'introduzione  di  mezzi 
ausiliari  della  teoria  dcgrmvarianti  (1*  Hessiano  ed  altri). 

Recentemente  l'autore  di  questo  scritto  (**'•*)  ha  stabilito  una  specie  di  legge 
d'inerzia  per  le  equazioni  algebriche  f^n^.^  =  0  di  grado  dispari. 

Esiste  una  serie  limitata  di  covarianti  U  y  f%  ,  •>  ,  /"«  tale  che  il  sistema  delle 
n  +  1  equazioni  /'=0,  astrazion  fatta  da  casi  limiti,  ammette  un  numero  di  radici 
reali  indipendente  dalla  scelta  dei  cooiBcienti. 

Ricordiamo  ancora  brevemente  alcune  proprietà  di  realità  di  forme  algebriche 
particolari,  le  quali  devono  la  luro  origine  u  questioni  geometriche. 

Tali  risultati  si  presentano  fra  Taltro  sempre  di  necessità,  ogniqualvolta  si 
estende  sistematicamente  il  dominio  delle  variabili  d'una  forma  al  campo  complesso. 

Qui  si  presenta  anzitutto  Tinterpretazionc  della  variabile  complessa  2  =  05  + ?t/ 
sulla  superficie  sferica,  quale  fu  introdotta  da  Klein  (^)  in  base  alla  circostanza 
che  la  trasformazione  lineare  di  z  trova  la  sua  espressione  geometrica  sulla  sfera. 

Se  si  costruisce  il  gruppo  delle  trasformazioni  lineari  di  z  che  portano  a  coin- 


(*)  Ann.  di  mat.  S.  Il  T.  I  p.  259-279  (1867),  T.  HI  p.  41-55  (1869). 

(♦*)  Journ.  ftirMath.  LXXXVII  p.  217-219  (1879).— Sall'Hessiano  v.  anche  Ger- 
baldi,  Rend.  di  Palermo  III  p.  22-26,  Schoute  ivi  p.  160-164  (1889). 

(***)  Le  sue  ricerche  comunicate  in  Comptes  Rendus  1879-1882  furono  da  lui 
raccolte  in  una  Memoria  (Journ.  de  math.  S.  Ili  T.  IX  p.  99-147,  1883). 

(♦♦♦♦}  Gottinger  Nachr.  1891  p.  272-286. 

(^)  V.  p.  es.  il  Programma  di  Erlangen  (1872).  Recentemente  Segre  e  Juel 
hanno  studiato  sistematicamente  le  proprietà  proiettive  delle  più  semplici  forme  del 
piano  e  dello  spazio  nel  supposto  che  tanto  le  coordinate  dei  punti  come  i  coeffi- 
cienti delle  sostituzioni  sieno  quantità  complesse:  Segre,  Atti  Acc.  Torino  XXV, 
(1890  gennaio  28  p.,  marzo  30  p.,  aprile  23  p.,  novembre  40  p.).  Math.  Ann.  XL 
p.  413-467  (1892);  Juel,  Act.  Math.  XIV  p.  1-30  (1890). 

YOL.  XXZVl.  4Q 
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ciden2a  con  se  stesso  un  corpo  regolare,  e  si  sottopone  ad  esse  un  punto  qualsiasi 
z  della  sfera,  è  facile  riconoscere  quali  di  questi  valori  di  z  sono  reali  :  p.  es. 
nel  caso  dell'icosaedro  se  ne  hanno  quattro  (*). 

Wedekind  ha  studiato  in  questo  senso  il  rapporto  anannonico  di  4  punti  sulla 
sfera  ;  si  trova  che  esso  può  essere  reale  solo  quando  i  4  punti  giacciono  in  un 
piano  (**). 

Un*  importanza  speciale  per  la  geometria  delle  curve  piane  e  gobbe  hanno  le 
equazioni  (hinarie)  da  cui  dipendono  i  punti  singolari  delle  curve. 

Brill  {,***),  scomponendo  il  discriminante  di  tali  equazioni  nei  suoi  fattori  irri- 
ducibili e  stabilendo  le  variazioni  nella  realità  delle  radici  al  passaggio  del  discri- 
minante per  Io  zero  a  seconda  che  la  moltipllcità  di  quei  fattori  è  pari  o  dìspari, 
riusci  a  dimostrare  per  via  puramente  algebrica  l'esattezza  d'  una  certa  relazione 
tra  i  numeri  delle  singolarità,  che  Klein  {****)  aveva  già  prima  trovata  con  meui 
geometrici  intuitivi. 


(*)  Math.  Ann.  IX  p.  183-208  (1875). 

(**)  Math.  Ann.  IX  p.  209-217  (1875). 

(*♦♦)  Math.  Ann.  XVI  p.  345-408,  specialmente  §  7. 

(***♦)  Math.  Ann.  X  p.  199-209  ^876).  Zeuthen  aveva  già  prima  studiato  profon- 
damente i  rapporti  di  realità  delle  28  tangenti  doppie  d'una  curva  piana  del  4^  or- 
dine, nonché  delie  sue  24  tangenti  di  flesso  (Math.  Ann.  VII  p.  410-432, 1874).  Si 
ottiene  in  particolare  che  il  numero  massimo  dei  flessi  reali  ò  8. 

Una  considerazione  d^altro  genere  relativa  alla  realità  si  riferisce  al  numero  dei 
rami  reali  d'una  curva  algebrica  di  n— esimo  ordine.  Pel  piano  Harnack  ha  dimo- 
strato  (Math.   Ann.   X  p.   189-198 ,    1876)   che   tale    numero    è    al   più    ego&le   a 

p  4-  1  =  -  (n  --  l)(n  —  2)  -t- 1,  e  che  tale  numero  massimo  di  rami  reali  può    effetti- 

vamente  essere  raggiunto.  Hilbert  ha  fatto  vedere  che  per  le  curve  gobbe  9i  deve 

sostituire  a  quel  numero  -  (»  —  2)^  4- 1    o    -  (?i  —  l)(n  —  3)  +  1  secondochè  n  è  pari 

0  dispari,  e  che  esistono  anche  in  questo  caso  curve  aventi  tale  numero  di  rami 
reali  (Math.  Ann.  XXXVm  p.  115-138,  1891). 

Klein  nelle  sue  lezioni  (semestre  d'estate  1892)  sulle  superficie  di  Riemann  ha 
studiato  la  realità  delle  cosidette  Unte,  di  simmetria*  Cfr.  Math.  Ann.  XLU  p.  1-29 
(1893),  dove  si  trovano  altre  indicazioni  bibliografiche. 

Altri  teoremi  sopra  il  ìiumero  e  la  disposizione  dei  rami  reali  delle  curve  piane 
algebriche  dotate  di  punti  doppi  sono  dovati  a  Hulburt  (Àm.  j.  XIV  p.  246-250,  1892;. 

Che  esistono  curve  piane  algebriche  x*eali  di  n— esimo  ordine  con  -  (n  —  l)(n— 2) 
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Una  corrispondente  estensione  alle  curve  gobbe  è  dovuta  all'autore  di  questo 
scritto  (♦). 

f)  Sopra  un'applioazione  della  teoria  delle  forme 
alla  struttura  dei  gruppi  finiti  e  continui  di  trasformazioni. 

La  teoria  degrinvarianti  presenta,  come  Lie  ripetutamente  ha  notato ,  molte- 
plici rapporti  colla  teoria  dei  gruppi  finiti  e  continui  di  trasrormazioni.  Un  caso 
tipico   dì  questa  specie  fu  studiato  da  Engel  (**). 

Sì  tratta  della  determinazione  dì  tutte  lo  struflure  dei  gruppi  ad  r  para- 
metri (Zìisammensetzungen  der  r^-gliedrigen  Grupptn). 

Una  di  queste  è  definita,  come  è  noto,  dalle  relazioni  : 


r 


dove  le  costanti  e  devono  soddisfare  unicamente  alle  condizioni 


r 


Le  X,  =  Xf/'  sono  le  trasformazioni  infinitesimo  (linearmente  indipendenti) 
del  gruppo  ,  le  quali  possono  essere  trasformate  linearmente  a  piacere  senza  che 
irarii  la  relativa  slruUura. 


punti  doppi  reali  (non  isolati),  si  dimostra  mediante  il  passaggio  continuo  da  una 
curva  di  n- esimo  ordine  ad  una  di  (n+l)-esimo. 

Del  resto  le  circostanze  di  realità  delle  radici  delle  equazioni  che  determinano 
le  siDgolarità  sono  ancora  poco  note. 

(*)  G5tt.  Nachr.  189.1  p.  1-13.  Come  esempio  fu  studiata  una  curva  gobba  ra- 
zionale del  40  ordine  in  rapporto  alle  circostanze  di  realità  delle  sue  singolarità. 
BfOhn  ha  costruito  dei  modelli  in  fili  che  illustrano  tali  circostanze  (specialmente 
per  la  sviluppabile  corrispondente).  Cfr.  due  Note  nei  Leipz.  Ber.  1891,  1892. 

(♦*)  Leipz.  Ber.  1886  p.  83-96.  —  Sarebbe  assai  desiderabile  un  ulteriore  svi- 
luppo della  ricerca  incominciata  da  Engel. 
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Se  pertanto  si  scrivono  le  equazioni  che  definiscono  la  struttura  per  due  com- 
binazioni lineari  qualunque  delle  X  : 

la  forma  trilineare  F,  oppure  Tequazione  F  =  0,  rappresenta  appunto  la  struttura 
del  gruppo,  nel  senso  che  tutte  le  forme  che  si  ottengono  da  F  inevliante  trt- 
sformazione  lineare  delle  oc ,  1/ ,  X  (dove  le  X  sono  controgredienti  alle  w ,  ytn 
loro  cogredienti)  danno  la  stessa  struttura. 

Non  si  ha  più  quindi  che  a  studiare  la  forma  F  dal  punto  di  vista  della  teoria 
degrinvarianti,  a  costruire  il  suo  sistema  completo,  etc. 

In  base  alle  relazioni  tra  le  e  la  forma  F  resta  definita  come  la  più  generale 
forma  trilineare  per  cui  i  éue  covarianti  : 

2      (c,»,+CA,.,>aJ,i/fcX,    ,         21      Crt,-,a?<yk^yX, 

si  annullano  identicamente.  La  prima  condizione  esprime  semplicemente  che  F 
rappresenta  una  forma  bilinearc  alternante  rispetto  alle  x,  y. 

Quanto  al  significato  della  seconda  condizione ,  consideriamo  per  un  istante 
F  =  0  come  il  simbolo  d'  una  collineazione  infinitesima  : 

r 


Tali  collineazioni  generano  allora  il  gruppo  aggiunto  del  dato ,  cioè  un  gruppo 
proiettivo  isomorfo  al  dato. 

I/annullarsi  del  secondo  covariante  acquista  ora  il  significato»  che  ogni  tra- 
sformazione infinilesima  del  gruppo  aggiunto  lascia  invariata  la  forma  F. 

Come  un* importantissima  applicazione  di  tale  interpret<izione  si  ha,  che  ogni 
varietà  lineare  delle  x ,  la  quale  è  un  covariante  di  F ,  rappresenta  un  sotto- 
gruppo invariante  del  primitivo. 

Per  le  ulteriori  conseguenze  concernenti  la  teoria  dei  gruppi  rimandiamo  alla 
Nota  di  Engel. 

{La  continuazione  conterrà  anche  l'indice  degli  autori  citati). 
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Eitornando ,  invece ,  sul  terreno  puramente  geometrico  e  riprendendo  le 
mosse  dai  metodi  diMonge  ,  Carnet  ,  Poncelet  ,  Chasles  , -fecondi, 
è  vero,  di  buoni  risultati,  ma  non  sempre  del  tutto  rigorosi,  sì  che  non  è  da 
maravigliarsi  se  più  tardi  essi  non  riuscivano  a  soddisfare  completamente  ed 
apparivano  « ...  non  solo  come  oscuri,  ma  anche,  in  molti  casi,  come  insufficien- 
ti (•)  »,"  attraversiamo  un  periodo  nel  quale  molti  illustri  matematici,  e  tra  questi 
il  grande  Steiner  (1796-1863),  non  si  occuparono  di  far  progredire  la  Geo- 
metria imaginaria,  mantenendola  in  quella  cerchia  nella  quale  Poncelet  e 
C  hasles  l'avevano  lasciata  (*).  Finché  giungiamo  a  Staudt  (1798-1867);  il 


{})  Klein  —  Zur  Interpretation  der  complexen  Elemente  in  der  Geometrie,  Ma- 
thematische  Annalen^  Voi.  22  ,  p.  242. 

(*)  Nella  seconda  parte  delle  Steiner*  s  Vorlesungen  ilber  synthetische  Geo- 
metrie,  e  cioè  nella  Iheorie  der  Kegelschnitte  gestiltzt  auf  projectìvische  Eigenscha}- 
ten  (Leipzig ,  1866},  pubblicata  dallo  SchrOter,  questi  introdusse  verso  la  fine 
la  locuzione  di  coppia  di  punti  imaginari  per  significare  (con  S  t  a  u  d  t)  un'  invo- 
luzione ellittica  su  una  punteggiata  ;  come  pure,  attenendosi  ai  concetti  di  S  t  a  u  d  t , 
egli  intende  per  conica  imaginaria  la  conica  fondamentale  di  una  elltptische  NetZy 
di  una  polarità,  cioè ,  nella  quale  non  v'  ha  alcun  punto  (reale)  che  sia  sulla  sua 
polare. 


quale,  compiacendosi  della  questione  geometrica  degli  elementi  ìmaglnari,  liusd 
a  creare  per  essi  una  vera  e  rigorosa  teoria  sintetica  (*),  unicamente  servendos 
di  enti  che  la  Geometria  pura  fosse  atta  a  fornirgli. 

Fin  dall'anno  1847  egli  aveva,  nella  sua  «  Oeomeirie  der  Lage  »  (*J,  in- 
trodotto la  locuzione  di  «  coppia  di  elementi  imaginari  >  ma  col  solo  scopo 
(per  il  quale  s'era  pure  servito  delle  locuzioni  di  «  conica  imaginaria  >jéì 
€  superficie  conica  imaginaria  »  ,  ecc.)  di  abbreviare  gli  enunciati  di  alcsK 
proposizioni  relative  alla  teoria  delle  coniche,  quadriche,  ecc. 

Non  cosi  più  tardi,  quando  airinconveniente ,  prodotto  dal  considerare  gii 
elementi  imaginari  a  coppie  nel  caso  che  la  considerazione  si  volesse  o  dovesse 
limitare  a  un'elemento  imaginario  isolato,  ovviava  nei  suoi  «  BeitrEge  >ft, 
venuti  alla  luce  in  tre  fascicoli  rispettivamente  negli  anni  1856,  1857,  186aia 
questi,  che  meritano  di  essere  considerati  «  come  saggio^  elementare  in  «r?, 
della  Geometria  di  posizione,  così  detta  nel  pHi  stretto  senso  della  parola^  e  ctm 
trattato  di  Geometria  imaginaria  o  ideale  »  (*) ,  l'Autore  definisce  nn  eUm^to 
imaginario  di  prima  specie  come  un'  involuzione  ellittica  in  una  forma  fonda- 
mentale di  prima  specie,  alla  quale  si  unisca,  però,  uno  dei  due  versi  della  for- 
ma medesima  ;  e ,  precisamente ,  l'elemento  in  discorso  lo  chiama  pu%to  tn^ 
narioj  retta  imaginaria  di  prima  specie,  piano  imaginario  a  seconda  che  la  fer- 
ma ,  nella  quale  si  considera  l'involuzione  è  una  punteggiata ,  un  fascio  piaBC- 
di  rette,  un  fascio  di  piani. 

In  modo  analogo  egli  definisce,  poi,  la  retta  imaginaria  di  seconda  spedi 
(per  lo  studio  della  quale  spesso  si  serve  anche  delle  involuzioni  rigate),  ss- 
sumendo  come  suo  rappresentante  reale  un'involuzione  ellittica  (*)  fra  legcDe- 


(^)  La  quale  teoria,  come  si  può  dimostrare,  coincide  perfettamente,—  a  parte, 
ben  inteso,  la  diversità  dei  metodi,— con  quella  dell'  Hamilton. 

(*)  S  t  a  u  d  t  —  Geometrie  der  Lage  ,  Nttmberg  ,  1847. 

(')  S  t  a  u  d  t  —  Beitrdge  zur  Geometrìe  der  Lage  ,  Ntlmberg ,  1856—60. 

(*)  Cr  e  mona  — iS^opra  un'opera  del  Signor  Dottor  Georg  Karl  Chri- 
stian V.  Staudt  sotto  il  titolo  "  Beitrèlge  zur  Geometrie  der  Lage  „  ,  Ann. ài 
mat.  del  Brioschi,  1858,  T.  I,  p.  125. 

(^)  Una  coppia  di  elementi  imaginari  qualunque  non  è  altro,  dunque,  che  huVa- 
voluzione  ellittica,  non  già  la  coppia  di  elementi  doppi  di  un* involuzione  dlittica. 
che  queste  ne  è  priva,  volendo,  però  gli  etementi  imaginari  cosi  definiti  si  possoDo 
poi  chiamare  gli  elementi  doppi  (imaginarì)  dell'involuzione  ellittica  che  li  rappre- 
senta ;  in  quanto  che,  non  esistendo  per  una  siffatta  involuzione  elemeiiti  doppi  ht^ 
senso  ordinarlo,  sì  può  dare  in  tul  caso  alla  locuzione  un  nuovo  significato  che  ii 
distingue  da  quello  originario  mercè  raggiunta  dell'aggettivo  imaginaria 

E  ciò  è  ben  diverso  da  quanto  era  stato  fatto  prima,  per  esempio  da  P  olice- 
le t^    Chasles,    Steiner  (i  quali,  come  s'ò  detto,  assumevano  come  dtfinitim 


ratrici  di  tioa  stessa  schiera  di  una  quadrlca,  nDitameote  alla  quale  involuzione 
si  consideri  uno  dei  due  versi  che  si  possono  imaginare  nella  forma  scelta 
come  base. 

In  ogni  casO;  dunque,  l'involuzione  ellittica  che  si  considera  sta  a  rappre- 
sentare due  elementi  imaginari  {imaginari  coniugati);  e  questi  vengono,  poi, 
ad  essere  bene  distinti  Tuno  dall'altro  mediante  l'aggiunta  del  verso  così,  come 
in  Analisi  due  quantità  complesso-coniugate  si  distinguono  per  mezzo  del  segno 
dell'unità  imaginaria.  L' uno  o  1'  altro  dei  due  elementi  imaginari  si  potrà  rap- 
presentare dando  due  coppie  qualunque  dell'involuzione  (coppie  che ,  natural- 
mente, si  separano)  e  convenendo  che  l'ordine,  nel  quale  vengono  nominati  gli 
elementi  di  queste  coppie,  sia  quello  stesso  col  quale  essi  si  seguono  nella  for- 
ma considerata,  quando  questa  s'imagini  descritta  nel  senso  richiesto.  Cosi,  se 
aa|  e  bb^  sono  le  due  coppie,  con  la  notazione  aba^b^  (oppure  bUib^a  o  a^b^ab 
o  b^a  ba^)  si  rappresenterà  uno  dei  due  elementi  imaginari  coniugati  della  forma 
(cioè  l'involuzione  ellittica  che  ha  per  coppie  di  elementi  coniugati  aOf ,  &&,  e 
nella  quale  si  considera  il  senso  aba^)  mentre  con  la  notazione  af&a&i  (oppure 
ba  &,«!  o  ab^a^b  o  b^a^  ba)  si  rappresenterà  l'elemento  imaginario  coniugato  (cioè 
rinvolnzione  che  ha  pure  aa^  ,  bb^  per  coppie  di  elementi  coniugati  ma  nella 
quale  si  considera  il  verso  a^  ba). 

In  tal  guisa  gli  elementi  imaginari  vengono  introdotti  non  solo  a  coppie 
ma  isolati,  e  vengono  introdotti  come  veri  enti  geometrici  reali,  sui  quali  si  può 
fissare  l'attenzione,  intorno  ai  quali  si  può  ragionare  come  se  si  trattasse  di  enti 
reali  qualunque.  E  con  essi  appunto,  non  più  disgiunti  dagli  elementi  reali,  lo 
S  t  a  u  d  t  prosegue  il  suo  cammino ,  sempre  egualmente  piano  ,  attraverso  alla 
Geometria  imaginaria*,  della  quale  mi  sia  lecito  riportare  qui  i  concetCi  prin- 
cipali. 

L'Autore  chiama  tetrodi  (W  ti  r  f  e)  quei  gruppi  di  quattro  elementi  di  una 
stessa  forma  elementare,  per  i  quali  si  tiene  conto  non  solo  del  loro  ordine  di 
successione  ma  anche  della  forma  cui  essi  appartengono;  si  che,  per  esempio, 
oltre  a  distinguere  la  tetrade  ABCD  dalla  tetrade  ABDC,  bisogna  anche,  quando 
gli  elementi  A  ,  B ,  C ,  D  siano  comuni  a  due  forme  elementari  non  sovrapposte, 
distinguere  la  tetrade  ABCD  dell'una  forma  dalla  tetrade  ABCD  dell'altra.  Due 
tetradi  ABCD  e  A^BiCiD^ ,  rispettivamente  delle  forme  elementari  G  e  G^ ,  si 


di  due  elementi  imaginari  quella  di  essere  essi  gli  elementi  doppi  di  un'involuzione 
priva  di  elementi  doppi,),  e  venne  fatto  anche  dopo  S  t  a  u  d  t  da  parecchi  autori , 
che  definiscono  gli  elementi  imaginari  come  i  due  elementi  uniti  di  una  proiettività 
tra  forme  di  1*  specie  sovrapposte  non  avente  elementi  uniti  (reali).  Così  fa ,  ad 
esempio,  il  R  e  y  e  nella  sna  pregevolissima  "  Geometrie  der  Lage  „  ,  la  quale,  di- 
scorde in  parecchi  punti  da  quella  di  S  t  a  u  d  t ,  servi  non  poco,  non  ostante  la  sua 
originalità,  a  divulgare  i  metodi  dell'opera  staudtiana  medesima. 
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dicono  proiettive  fra  loro  quando  le  forme  G  e  G,  si  possono  riferire  proietti- 
Tamente  in  guisa,  che  agli  elementi  A,B,C;D  dell'una  corrispondano  gli  elementi 
A, ,  B| ,  C, ,  D, ,  dell'altra.  Con  quattro  elementi  d'una  forma  elementare  si  pos- 
sono formare,  variando  in  tutti  i  modi  possibili  il  loro  ordine  di  successione, 
24  tetradi ,  tra  le  quali  di  armoniche  ve  ne  sono  o  otto  o  nessuna  ;  nel  primo 
caso,  ciascuna  delle  24  tetradi  è  proiettiva  ad  altre  sette,  nel  secondo  caso,  ad 
altre  tre.  Una  tetrade,  poi,  si  dice  propria,  se  gli  elementi  che  la  costituiscono 
sono  quattro  elementi  distinti  di  una  stessa  forma  elementare;  impropria ,  se 
dei  suoi  elementi  tre  sono  distinti  e  uno  di  questi  è  ripetuto  due  volte,  e  pre- 
cisamente, si  dice  impropria  di  1*^,  di  2%  e  di  3»  specie  a  seconda  che  ha  ia 
forma  abca  o  baac ,  la  forma  abcb  o  bobe  o  la  forma  abcc  o  ccàb. 

Ciò  posto  le  rappresentazioni  aba^b^y  ^f^\fi  di  due  elementi  imaginari  o 
anche  due  rappresentazioni  db  afi^  efe^  f^  di  uno  stesso  elemento  imaginario 
vengono  dette  proiettive,  quando  sono  proiettive  fra  loro  le  due  tetradi  aha^h^^ 
efe^f^.  Così  pure,  si  chiama  armonica  la  rappresentazione  abaj)^  d'un  elemenro 
Imaginario,  quando  armonica  è  la  tetrade  aba^b^. 

Questa  rappresentazione,  quando  si  tratta  di  un  punto  imaginario  al  finito 
contiene  come  caso  particolare  quella  di  esso  punto  mediante  due  punti  reali, 
presi  in  un  determinato  ordine,  rappresentazione  che  (a  meno  della  considera* 
zione  dell'ordine)  fu,  come  ho  già  detto  e  avrò  campo  ancora  di  far  notare, 
usata  da  parecchi  altri,  e  prima  e  dopo  lo  S  t  a  u  d  t. 

Sia ,  per  esempio ,  P  un  punto  imaginario  al  Anito.  Poiché ,  come  osserva 
l'Autore  al  n.o  118,  per  ogni  elemento  imaginario  esiste  sempre  una  ed  una  sola 
rappresentazione  armonica  che  parta  da  un  elemento  qualunque  della  forma 
sostegno,  esisterà  una  e  una  sola  rappresentazione  armonica  ABCD  del  punto  P, 
che  parta  dal  punto  all'infinito  A  del  sostegno  reale  di  P.  Ma  il  pxinto  all'infi- 
nito A  della  retta  BD  e  il  suo  coniugato  armonico  C  rispetto  a  B  e  D  sono 
perfettamente  determinati  quando  si  conoscono  B  e  D  ;  dunque,  rappresentante 
del  punto  imaginario  P  si  può  assumere  la  coppia  (B,D)  di  punti  reali  e,  com'è 
chiaro,  a  rappresentante  del  punto  imaginario  coniugato ,  il  quale  avrebbe  per 
rappresentazione  armonica  la  tetrade  ABCD,  la  coppia  (D ,  B), 

Una  volta  definiti  nel  modo  detto  i  vari  elementi  imaginari  che  si  dovranno 
considerare  in  seguito  (e  non  se  ne  ottengono  altri,  procedendo  al  solito  modo 
di  ricorrere  agli  enti  algebrici) ,  ecco  come  S  t  a  u  d  t  ne  definisce  le  relazioni 
d'incidenza  sia  tra  loro,  che  di  essi  con  elementi  reali. 

Si  dice  che  un  elemento  imaginario  AB  A^B,  giace  in  (o  passa  per)  un  ele- 
mento reale,  quando  giace  in  (o  passa  per)  quest'elemento  reale  ogni  elemento 
dell'involuzione  AAj  ,  BB,  , ...  Cosi  ogni  punto  imaginario  giace  in  una  retta 
reale  e  in  ognuno  dei  piani  reali  che  passano  per  essa  retta  (sostegno  reale  del 
punto  imaginario)  ;  e  dualmente.  Ogni  elemento  reale ,  che  passa  per  (o  giace 
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Il)    uno  di  due  clementi   iniaginari   coniugati ,  passa   anche  per  (o  giace   anche 
liei)   l'altro.  Ecc   ecc. 

Si   dicono  poi  incidenti  un  punto  iniaginario  ABA,B,  e  un  piano  iraaginario 
EF  E^F,  (ossia  si  dice  che  il  punto  giace  nel  piano  o  che  questa  passa  per  quello) 
quando  il  sostegno  reale  u  del  punto  e  Tasse  reale  s  del  piano  coincidono,  op- 
pure   quando  Tinvoluzìone  A  A,  ,  BB, . . .  nella  punteggiata  e  l'involuzione  EE, , 
FF^  ...  nel  fascio  di  piani  sono  prospettive  e,  di  più,  il  verso  AB  A,  coincide  col 
verso   EFE,  ;  nel  qual  secondo  caso,  ad  ogni  rappresentazione  ABA,B,  del  punto 
imag^inario  è  prospettiva  una  rappresentazione  5(ABA,B,ì  del  plano  iraaginario 
e    ad   ogni  rappresentazione  EFE,F,  del  piano  iraaginario  è  prospettiva  una  rap- 
presentazione w  EFE,F,)  del  punto  iraaginario.— Analogaraente,  si  dice  che  una 
retta  imaginaria  di  prima  specie  gff^  hh^ ,  la  quale   giace  sempre   in  un  piano 
reale   e   passa  sempre  per  un  punto  reale,  passa  per  il  punto  iraaginario  ABA,B,, 
quando   Tinvoluzione  gg^,hh^ ,.,  nel  fascio  di  rette  e  T involuzione  AA^ ,  BB, , ... 
nella  punteggiata  «ono  fra  loro  prospettive  e,  di  più,  il  senso  ghg^  coincide  col 
senso    ABA, ,  sì  che  ad  ogni  rappresentazione  d'uno  dei  due  elementi  iraaginari 
è  prospettiva  una  rappresentazione  dell'altro  ;  e  dualraente. 

Così  ancora:  Un  punto  iraaginario  xVBA,B,  da  una  retta  reale  s,  che  con 
esso  non  giaccia  nello  stesso  piano  reale,  6  proiettato  mediante  un  piano  ìma- 
l^iuario  8  (AB  A,B,),  e  da  un  punto  reale  S,  che  non  stia  sul  suo  sostegno  reale, 
è  proiettato  mediante  una  retta  imaginaria  di  prima  specie  S(AB  A,B,).  —  Una 
retta  imaginaria  di  prima  specie  a  ba^  &, ,  alla  sua  volta  ^  da  un  punto  M ,  che 
con  essa  non  giaccia  nello  stesso  piano  reale,  viene  proiettata  mediante  un  piano 
ìmaginario  M(aòa|&|).  — Due  rette  imaginarie  di  prima  specie,  aventi  comune  un 
punto  iraaginario,  giacciono  in  uno  stesso  piano  reale  o  iraaginario  a  seconda, 
che  la  retta  che  congiunge  i  loro  punti  reali  taglia ,  ovvero  non ,  il  sostegno 
reale  di  quel  punto  iraaginario.  E  dualmente. 

In  quanto,  poi,  ad  una  retta  imaginaria  di  seconda  specie  ghg^h^  ,-la  quale 
si  distingue  da  quella  di  prima  specie  per  questo  ,  eh'  essa  né  giace  in  alcun 
piano  reale  né  passa  per  alcun  punto  reale,  si  che  la  si  potrebbe  anche  chia- 
mare (come  vedremo  che  appunto  fece  T  A  u  g  u  s  t)  retta  completamente  imagi- 
naria^ —  si  dice  ch'essa  passa  per  il  punto  iraaginario  AB  A^B, ,  quando  l'invo- 
luzione AA|  ,  BB, ...  nella  punteggiata  è  contenuta  nel  sisteraa  involutorio  gg^ , 
hh^  ...  e,  di  più,  il  verso  ABA,  coincide  col  verso  ghg^ ,  sì  che  ad  ogni  rappre- 
sentazione AB  Aj^B|  del  punto  iraaginario  sono  prospettive  infinite  rappresenta- 
zioni della  retta  imaginaria  ;  e  dualmente. 

Una  retta  imaginaria  di  seconda  specie  e  una  retta  reale  hanno  un  punto 
ìmaginario  comune  e  giacciono  nello  stesso  piano  iraaginario  ovvero  non  hanno 
alcun  punto  Ìmaginario  comune  e  non  giacciono  in  uno  stesso  piano  iraaginario 
e  seconda,  che  quella  retta  reale  è,  ovvero  non,  un  raggio  del  sistema  involu- 
torio che  definisce  la  retta  imaginaria.  Una  retta  imaginaria  di   seconda   specie 
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ghg^hx  da  un  piano  reale  è  tagliata  in  an  punto  iraaginario,  il  cai  sostegno  reale 
è  quel  raggio  del  sistema  involutorio  gg^  ,hh^  ...  il  quale  giace  nel  piano  ;  e  dual- 
mente. Due  retto  imaginarie  di  seconda  specie  coniugate  tra  loro  non  hanno  alcun 
punto  comune  nò  giacciono  in  uno  stesso  piano.  Da  quattro  rette  reali,  le  quali 
non  siano  tagliate  da  una  medesima  retta  reale,  sono  determinate  due  rette  ima- 
ginarie di  seconda  specie  coniugate  tra  loro,  ciascuna  delle  quali  taglia  le  quattro 
rette  date.  Da  due  punti  imaginari  non  giacenti  in  uno  stesso  piano  reale  è  de- 
terminata una  retta  di  seconda  specie  che  li  congiunge ,  e  dualmente  ;  mentre 
da  due  punti  imaginari,  giacenti  in  uno  stesso  piano  reale,  ma  non  su  una  stessa 
retta  reale,  è  determinata  una  retta  imaginaria  di  prima  specie  che  li  congiunge, 
e  dualmente.  Da  due  rette  imaginarie  passanti  per  uno  stesso  punto  reale  ma 
non  giacenti  in  uno  stesso  piano  reale ,  è  determinato  un  piano  imaginario  che 
le  contiene  entrambe;  e  dualmente.  Ecc.  ecc. 

Passando  poi  alla  considerazione  degli  clementi  imaginari  nelle  proiettività 
reali,  S  t  a  u  d  t  osserva  che ,  quando  duo  forme  semplici  reali  sono  riferite  fra 
loro  proiettivamente,  per  quanto  riguarda  i  loro  elementi  reali,— siccome  ad  ogni 
tetrade  reale  ordinaria  ABCD  (cosi  chiamando  una  tetrade  l  cui  elementi  1®  e 
30  siano  separati  dagli  elementi  2»  e  4o)  dell'  una  forma  corrisponde  nell'  altra 
pure  una  tetrade  reale  ordinaria  A,B|CjD, ,  -  ad  un  elemento  imaginario  ABCD 
dell'una  forma  viene  a  corrispondere  neiraltra  un  elemento  imaginario  A|B|C,D,. 
Di  qui  segue  che,  se  EFGH  è  un'altra  rappresentazione  deirelemento  imaginario 
ABCD  dell'una  forma  ed  E,F,G,H,  è  la  tetrade  dell'altra  forma  che  corrisponde 
ad  EFGH ,  allora  anche  E,F,G|H,  sarà  un'altra  rappresentazione  dell'  elemento 
imaginario  A,B,C,D,  ;  si  che  ad  ogni  rappresentazione  EFGH  d'uno  tra  due  ele- 
menti imaginari  omologhi  corrisponde  una  rappresentazione  E|F|G,H,  dell'altro. 
Si  ha  ancora  :  che ,  se  ogni  elemento  reale  dell'  una  forma  giace  nel  corrispon- 
dente elemento  reale  dell'altra,  anche  ogni  elemento  imaginario  della  prima  giace 
neiromologo  elemento  imaginario  della  seconda;— che  ad  ogni  tetrade  armonica 
imaginaria  corrisponde  una  tetrade  armonica  imaginaria  ;  e  cosi  via. 

Analogamente,  quando  due  spazi  sono  riferiti  fra  loro  proiettivamente  ri- 
spetto ai  loro  elementi  reali,  ad  ogni  elemento  ima^jinario  dell'uno  viene  a  cor- 
rispondere un  elemento  imaginario  dell'altro  e,  siccome  ad  ogni  forma  semplice 
reale  corrisponde  una  forma  semplice  reale,  cosi  ad  ogni  elemento  imaginario 
di  prima  specie  dell'uno  spazio  corrisponderà  un  elemento  imaginario  di  prima 
specie  dell'altro.  Così,  per  esempio,  se  gli  spazi  sono  reciproci,  ad  ogni  punto 
imaginario  ABCD  dell'uno  corrisponderà  nell'altro  un  piano  imaginario  A,B|C,D„ 
ad  ogni  retta  imaginaria  di  prima  specie  S(ABCD)  passante  per  il  punto  ABCD 
una  retta  imaginaria  di  prima  specie  S,(A,B,C,D|)  giacente  nel  piano  A,B,C|D„ 
ad  ogni  piano  imaginario  passante  per  il  punto  ABCD  un  punto  imaginarìo  gia- 
cente nel  piano  A,B,C,D,.  Cosi  pure,  ad  ogni  retta  imaginaria  dì  seconda  specie 
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viene  a  corrisponderò  una  retta  iraaginaria  di  seconda  specie  a,6,c,(Z,  in  quanto, 
che  ad  ogni  piano  che  passa  per  la  retta  ah  ed  e,  quindi ,  per  tutti  1  punti  di 
essa  corrisponde  un  punto  della  retta  a,  ò,  c^  d^  y  e  ad  ogni  punto  della  retta 
ah  ed  un  piano  per  la  retta  afi^e^d^.  Corrispondendosi,  poi,  nei  due  spazi  due 
quadrilateri  completi  piani ,  ad  ogni  tctrade  armonica  deir  uno ,  di  una  forma 
semplice  sia  reale  che  imaginaria ,  corrisponde  una  tetrade  armonica  dell'  al- 
tro. Ecc.  ecc. 

Rigìiardo,  poi,  alle  polarità  reali  e  alle  curve  e  superficie  di  2o  ordine  de- 
finite per  mezzo  di  esse  cioè  come  luoghi  (fondamentali),  in  un  sistema  polare 
risp.  del  piano  o  dello  spazio,  dei  punti  situati  sui  loro  elementi  (retta  o  piano) 
polari,  o  come  inviluppo  degli  elementi  (retta  o  piano)  contenenti  i  loro  poli, 
^ià  nella  Geometne  der  Lage  TAutore  aveva  introdotto ,  come  si  è  detto ,  le 
coniche  imaginarie  (e,  del  pari,  le  superficie  imaginarie)  come  coniche  fonda- 
mentali di  polarità  reali,  in  cui  non  vi  sia  alcun  punto  (reale)  posto  sulla  sua 
polare  :  ottenendo  così  il  duplice  vantaggio  di  generalizzare  alcune  proposizioni 
della  Teoria  delle  coniche  (dipendenti  dalla  polarità),  e  di  poter  piti  tardi  par- 
lare rigorosamente  del  cerchio  iwaginario  (luogo  dei  punti  ciclici  di  tutti  i  piani 
dello  spazio),  secondo  il  quale  il  piano  alTinfinito  è  secato  da  tutte  le  sfere  e 
dalle  superficie  fondamentali  imaginarie  di  tutte  le  stelle  ortogonali.  E  pure 
nella  Geometrie  der  Lage  si  era  già  occupato  delle  coppie  di  punti  d'intersezione 
di  una  conica  (reale  o  imagìnaria)  con  una  retta  qualunque  r  del  suo  piano,  e 
delle  coppie  di  tangenti  ad  una  conica  (reale  o  imaginaria)  da  un  punto  qua- 
lunque S,  del  suo  piano,  anche  quando  queste  coppie  sono  di  punti  (  o  di  tan- 
genti) imaginari;  definendole  come  le  coppie  degli  elementi  doppi  deirinvoluzio- 
iie,-risp.  sulla  retta  r  o  nel  fascio  di  centro  s,--in  cui  si  considerino  come  coniu- 
gati due  elementi  che  siano  coniugati  nella  polarità  considerata. 

Nei  Beitriigej  lo  studio,  anche  in  questo  campo  delle  polarità  reali,  ò  più 
ampio,  più  generale,  più  profondo.  E  cosi  doveva  essere  naturalmente,  in  quanto 
che  ivi  gli  elt-menti  imaginari  non  si  presentano  più  solo  a  coppie,  bensì  anche 
isolati  ;  sì  che  si  hanno,  ad  esempio,  le  proposizioni  (con  le  loro  duali):  Se  una 
retta  imaginaria  ah  ed  a  una  conica  reale  dello  stesso  piano  hanno  comune  un 
punto  reale,  esse  si  tagliano  anche  in  un  punto  imaginarie. —La  conica  fonda- 
mentale di  una  data  polarità  piana  da  una  retta  qualunque  imaginaria  del  suo 
piano ,  la  quale  non  la  tagli  in  un  punto  reale  né  le  sia  tangente ,  ò  incon- 
trata in  due  punti  imaginari^  i  cui  sostegni  reali  sono  separati  armonicamente 
dal  punto  reale  della  retta  imaginaria  e  dalla  sua  polare.— Ogni  piano  imagi- 
narie ABCD,  il  cui  asse  reale  giace  su  una  superficie  rigata  F,  taglia  la  su- 
perficie ancora  in  una  retta  imaginaria  di  2»  specie.  La  superficie  fondamentale 
F  di  un  sistema  polare  reale  dello  spazio  da  ogni  piano  imaginarie  P  ad 
essa  tangente ,  il  cui  asse  reale  non  giacia  sulla  superficie,  è  incontrata   o  se- 
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condo  due  rette  imaginarie  di  la  specie  o  secondo  due  rette  imagìDarie  di  2» 
specie.  Ecc.  ecc. 

Dai  sistemi  polari  si  passa,  poi,  alle  proiettìvità  più  generali  tra  forme  di 
1*  specie  e  da  queste  a  quello  tra  forme  di  2»  e  :h*  specie,  attraverso  ad  uno 
studio  felicissimo  e  sottile  del  verso  e  delle  catene  dì  elementi  nelle  forme  sem- 
plici :  studio  accuratissimo,  fondato  sulla  retta  imaginaria  di  2«  specie,  del  quale 
riporterò  qui  i  concetti  generali. 

Se  P ,  Q  ,  R  ,  S  sono  quattro  elementi  d' una  stessa  forma  semplice,  allora 
Telemento  Sa  giace  nel  verso  PQR,  (rappresentato  anche  da  QRP  o  RPQ)  op- 
pure giace  nel  verso,  opposto  a  questo,  RQP  (o  QPR  o  PRQ)  od  anche  può  es- 
sere neutro  per  Tuno  e,  quindi,  anche  per  l'altro  verso.  Siano  P,Q,R,S  quattro 
punti  situati  in  una  stessa  retta  ab  ed  imaginaria  di  2»  specie.  Quando  i  so- 
stegni restii  p ,  q  ,'r  j  8  di  questi  punti  appartengono  ad  una  stossa  schiera  di 
rette,  allora  si  dirà  che  il  punto  S  è  neutro  per  il  senso  PQR,  ossia  che  PQRS 
è  una  tetrade  neutra.  Ma,  quando  la  retta  s  non  appartiene  alla  schiera  pqr , 
ed  EFGH  è  una  rappresentazione  del  punto  S,  allora  si  dirà  che  S  giace  nel 
verso  PQR  o  nel  verso  RQP  a  seconda,  che  è  la  schiera  di  rette /^^r  ovvero 
la  schiera  rpq  quella  descritta  nel  senso  EFG.  Nel  lo  caso,  le  schiere  di  rette 
abc  e  pqr  sono  descritte  per  lo  stesso  verso  rispetto  alla  punteggiata  s,  nel  2^  per 
versi  contrari.  Considerazioni  duali  per  il  caso  che  P,Q,R,S  siano  quattro  piani 
che  si  tagliano  in  una  stessa  retta  ab  ed  imaginaria  di  2*  specie. 

Se  due  tetradi  PQRS  ,  P,Q,R,S,  si  dicono,  rispetto  al  verso,  della  stessa 
specie,  quando  gii  clementi  S  e  8,  si  comportano  allo  stesso  modo  risp.  per  i 
versi  PQR  è  P,Q|R|  ,  ossia  quando  relomento  S  giace  nel  verso  PQR  o  nel  suo 
opposto  RQP  e  6  neutro  per  il  senso  PQR  a  seconda,  che  l'elemento  S,  giace, 
nel  verso  P,Q,R|  ovvero  nel  suo  opposto  R,Q|,P  o  è  neutro  per  il  senso  P,Q,R, 
si  dimostra,  sempre  basandosi  sulla  retta  imaginaria  di  2»  specie,  che  due  te- 
tradi sono,  rispetto  al  senso,  della  stessa  specie  in  parecchi  casi^  per  esempio, 
in  particolare,  quando  sono  fra  loro  prospettive,  oppure  sono  tetradi  omologhe 
in  due  forme  semplici  fra  loro  proiettive ,  —  ...;  tenendo   in   ciò  presente  che  : 

e  Se  P  y  Q  ,  R  ,  S  sono  quattro  punti  giacenti  in  una  stessa  retta  reale  od 
imaginaria  di  1*  specie,  ed  ti  é  una  retta  imaginaria  di  2*  specie  che  non  in- 
contra la  prima  retta,  si  dice  che  il  punto  S  è  nel  verso  PQR  o  nel  verso  RQP 
ovvero  che  è  neutro  per  il  verso  PQR  a  seconda,  che  il  piano  «8  è  nel  verso 
tt(PQR)  0  nel  verso  w(RQP)  ovvero  è  neutro  per  il  senso  «(PQR)  »;  e  dual- 
mente per  quattro  piani  P,  Q,  /^,^;  —  «  Quando  i  quattro  piani  R|  Q»  R  ,  S 
s' incontrano  in  una  stessa  retta  u  e  da  un'  altra  retta  ti,  non  avente  alcun , 
punto  comune  con  la  prima  sono  incontrati  nei  punti  P, ,  Q,  ,  R^S,  ,  allora  il 
punto  S,  si  comporta  rispetto  al  senso  P,  Q,  R,  come  il  piano  8  rispetto  al 
senso  PQR  »;  —  «  Quando  ^ ,  (7,  r,«  sono  quattro  raggi  d'ano  stesso  fascio 
di  raggi  od  M  è  una  retta  qualunc^ue  del  piano  del  fascio  ma  non  passante  per 
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il  centro  di  questo,  allora  il  raggio  «  appartiene  al  senso  pqr  o  al  verso  rqp 
ovvero  è  neutro  per  il  senso  pqr  a  seconda,  che  il  punto,  us  è  nel  verso  u(pqr) 
o  nel  verso  u{rqp)  ovvero  è  neutro  per  il  senso  u(pqr)  >. 

Ora,  se  P  ,  Q ,  R  sono  tre  elementi  di  una  medesima  forma  semplice,  anche 
per  ognuno  di  questi  si  deve  dire  che  è  neutro  per  il  senso  PQR.  Da  questi  tre 
elementi  è  determinata  una  catena  PQR...  contenuta  nella  forma  considerata, 
chiamando  catena  il  luogo  di  tutti  quegli  elementi  della  forma,  che  sono  neutri 
per  il  senso  PQR. 

Quando  in  una  forma  semplice,  di  cui  P  ,  Q  ,  R  ,  P| ,  Qi  i  Rf  sono  elementi, 
il  verso  PQR  coincide  col  verso  P|Q«R|,  le  due  catene  PQR...  ,  PiQiR|... 
coincidono;  e,  quando  gli  elementi  P,  Q ,  R  ,  P*  j  Qi  i  R|  appartengono  ad  una 
stessa  catena,  il  senso  P,Q|R|  coincide  o  col  verso  PQR  o  col  verso  RQP.  - 
Due  elementi  P  ,  Q  si  dicono  separati  da  due  altri  Q ,  S  della  stessa  forma, 
quando  il  senso  PQR  coincide  col  senso  RSP  e,  quindi,  anche  il  senso  QRS  col 
senso  SPQ  ;  sì  che  tra  quattro  elementi  di  una  catena  vi  sono  sempre  due  cop- 
pie che  si  separano.  In  particolare,  se  PQBS  è  una  tetrade  armonica,  le  coppie 
PR  e  QS  si  separano.  —  Se  due  forme  semplici  sono  riferite  fra  loro  in  modo, 
che  ad  ogni  elemento  dell'una  corrisponda  un  elemento  dell'altra,  ad  ogni  tetrade 
neutra  una  tetrade  neutra,  ad  ogni  catena  una  catena,  allora  anche  ad  ogni  te- 
trade armonica  dell'una  corrisponde  una  tetrade  armonica  dell'altra.  Ecc.  ecc. 

Posti  questi  fondamenti,  si  passa,  come  ho  detto,  ad  uno  studio  più  gene- 
rale delle  proiettività  tra  forme  semplici  e ,  più  generalmente ,  tra  forme  ele- 
mentari, tra  sistemi,  e  si  viene,  poi,  a  parlare  di  proposito  delle  tetradi,  defi- 
nendo su  esso^— una  volta  introdotta  la  definizione  di  tetradi  coniugate,  dalla 
quale  seguo  che  ogni  tetrade  neutra  è  autoconiugata ,  —  le  operazioni  di  addi- 
zione, moltiplicazione,  elevazione  a  potenza,  ed  assegnando  alle  tetradi  valori 
rappresentabili  con  numeri  complessi  {*).  Dopo  di  che ,  e   dopo  aver  stabilito 


(*)  Dati  tre  elementi  A,B,C  di  una  fbrma  elementare  e  date  due  tetradi  U,U|, 
si  dice  somma  di  queste,  e  air  mppresenta  con  U-hUi,  la  tetrade  ABCS ,  ottenuta 
determinando  gli  elementi  D  ,  D,  della  forma  in  modo ,  che  si  abbia  ABCD  =  U, 
ABCDf  =  U,,  e  costruendo  l'elemento  S  coniugato  ad  A  nell'involuzione  CC| , 
DDf  , .  .  .  • 

Per  Bommaj  poi,  di  971  tetradi  Uq  ,  U| , ,  U,^.! ,  che  si  rappresenta  con 

,  U  -P  U|  +  .  .  .  +  U„j_, ,  s'intende  la  tetrade,  che  si  ottiene  diminuendo  dì  un'unità 
per  volta  il  numero  delle  tetradi  date  col  sostituire  successivamente  a  due  qualun- 
que di  esse  la  loro  somma.  Si  dimostra  che  questa  somma  gode  la  proprietà  com- 
mutativa e  associativa  e,  quindi,  tutte  le  proprietà  della  somma  di  più  numeri,  le  quali 
dipendano  da  queste  due  ;  —  che  ,  se  U  ,  U,  ,  .  .  .  ,  U,„_|  sono  eguali  rispettiv.  alle  m 
tetradi  V  ,  V|  ,  .  .  .  ,  V,„.|  ,  la  somma  delle  prime  m  è  eguale  alla  somma  delle  se- 
conde m  ;  —  che,  se  le  prime  m  tetradi  sono  coniugate  alle  seconde  m,  anche  la  somma 
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nelle  varie  forme  i  sistemi  di  coordinate  (proiettive) ,  bI  ritoma  allo  studio  più 
generale  delle  coniche  ',e  quadriche ,  della  determinazione  di  queste  mediante 
punti,  -  delle  varie  specie  di  fasci  che  esse  possono  formare,  —  delle  varie 
specie  di  coll!n(?azionì ,  —  delle  linee  sghembe  di  8»  e  4®  ordine,...,   della  cur- 


delle  prime  è  una  tetrade  coniugata  alla  sómma  delle  seconde  ;  ^  che  la  somma  di 
tetradi  neutre,  come  pure  la  somma  di  due  tetradi  fra  loro  coniugate,  è  una  tetrade 
neutra;  — che  da  due  tetradi  U  e  Uf  è  sempre  determinata  una  tètrade  U^  tale, 
che  sia  U  =  U,  -f  Uj  ;  —  che  la  somma  di  due  tetradr  ohe  differiscono  solo  per  l'or- 
dine dei  primi  due  elementi,  o  degli  ùltimi  due ,  è  una  tetrade  di  2*  specie  ;  ecc. 
Due  tetradi  si  dicono  opposte,  se  la  loro  somma  è  nulla.— Con  mU  (m  voìte  U)  s'ìd- 
tende  la  somma  di  m  tetradi  tutte,  eguali  ad  U  ;  ed  è  m(U  +  U,)  =  fnU  -^  mUi, 
m(U4U,  +  U,)  =  mU-fwU,  +  wU,  ,...  ;  (tw4fi)U=?wU^nU  ;  se  U=Ui  ,  allora  è  auchc 
wU=mU,  ;  se  U=0,  è  anche  mU  =  0;  se  U  e  U^  sono  opposte,  tali  sono  anche  mU 
ed  mU,  ;  se  U  e  U|  sono  coniugate,  pure  fra  loro  coniugate  sono  mU  e  mU|;  ecc.  ecc. 

Dati  tre  elementi  M  ,  A  ,  N  di  una  forma  elementare  e  date  due  tetradi  U  ,  U, 
nessuna  delle  quali  sia  una  tetrade  impropria  di  1»  o  3*  specie,  si  dice  prodotto 
di  queste,  e  si  rappresenta  con  UU,  ,  la  tetrade  MA  NAj,  ottenuta  determinaudo 
gli  elementi  A,  ,  A,  della  forma  in  modo,  ohe  sia  MANA|  =  U  e  MA,  NA5  =  U,. 
Analogamente,  dati  tre  elementi  M,  A,  IM  di  una  forma  elementare  e  date  m  tetradi 
U  ,  U,  ,  ...  ,  U„j_, ,  nessuna  delle  quali  sia  impropria  di  1»  o  3-^  specie,  se  si  de- 
terminano gli  m  elementi  A,  ,  Aj  ,  ...  ,  A^  della  forma  tali,  che  si  abbia  MA  IMA, -U, 
Ma,  NAj  ==  U,  , . . ,  MA^.j  NA^  =f  U„_,  ,  si  dice  prodotto  delle  m  tetradi  date ,  e 
si  rappresentji  con  U,  U,  ...  U;„_,,  la  tetrade  MAIMA,„.  Si  dimostra  che  il  prodotto 
di  più  tetradi  gode  le  proprietà  commutativa,  associativa ,  distributiva  e  ,  quindi  ^ 
tutte  quelle  del  prodotto  di  più  numeri,  le  quali  da  esse  dipendano ;— che  il  pro- 
dotto di  due  tetradi,  una  delle  quali  sia  una  tetrade  qualunque  impropria  di  2^  spe- 
cie, è  eguale  all'altro  fattore  ;  —  che  il  prodotto  di  m  tetradi,  risp.  coniugate  ad  altre 
m,  à  una  tetrade  coniugata  al  prodotto  delle  seconde  m;— che  il  prodotto  di  te- 
tradi neutre  è  una  tetrade  neutra  ;  —  che  il  prodotto  di  una  tetrade  armonica  con 
una  tetrade  qualunque  è  l'opposta  di  quest'ultima,  e,  se  due  tetradi  sono  opposte, 
allora  ciascuna  di  esse  è  il  prodotto  dell'altra  con  una  tetrade  armonica  ;  —  che  da 
due  tetradi  ne  sono  determinate  due  altre  ,  la  cui  somma  è  eguale  all'una  e  il  cui 
prodotto  è  eguale  all'altra  delle  due  date;— che  da  una  tetrade  nop  neutra  J  e  da 
una  tetrade  W  sono  determinate  due  tetradi  neutre  U,V,  tali,  che  sia  W=U+VU:- 
che,  dette  reciproche  o  inverse  (l'una  reciproca  deiraltra)  dne  tetradi,  il  cui  prodotto 
sia  eguale  all'unità  (quali,  ad  esempio,  MANA,  e  MA^NA^NAMA,) ,  una  te  tra  .le 
MANA,  ,  la  quale  sia  eguale  alla  tetrade  MA, (MA  (sua  reciproca),  è  o  una  tetrade 
impropria  di  2^  specie  o  una  tetrade  armonica  a  seconda,  che  gli  elementi  A  ,  A| 
coincidono  ovvero  sono  separati  armonicamente  dagli  elementi  M  ,  N  ;  ecc.  ecc. 

Si  dice  potenza  emmesima  di  una  tetrade  U,  e  si  rappresenta  con  U"*,  il  pro- 
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"va-tura.  E  in  tutto  ciò  sempre  uuft  chiarezza  ed  un'eleganza  notevoli,  una 
grande  ricchezza  di  particolari  mai  superflui;  sempre  la  stessa  cura>  la  stessa 
mirabile  precisione,  che,  se  da  un  lato  invogliano  sempre  più  alla  lettura,  dal- 
l'Rltro  fanno  pensare  a  possibili  importanti  estensioni,  a  nuove  ricerche ,  nelle 


^otto  di  m  tetradi  tutte  eguali  ad  U.  Ogni  potenza  di  zero  è  zero,  ogni  potenza  di 
1  è  1.  Se  U  è  una  tètrade  neutra ,  tale  è  anche  ogni  sua  potenza.  'Botante  simili 
Ijm  ^  y»n  ^-  ^^tradi  U  ,  V  eguali  o  fra  loro  coniugate  sono  eguali  o  fra  loro  con- 
iavate rispettivamente.  Se  è  U=U,U2  7  è  U'"=U,*"U2*",  e,  quindi,  se  U,  e  Ù^  sono 
inverse,  tali  sono  anche  U/**  e  Uj*".  Si  dimostra  che  la  potenza  emmesima  di  una  ter 
trade  armonica  è  eguale  ad  1  ovvero  è  essa  stessa  una  tetrade  armonica  a  seconda, 
che  m  è  pari  o  dispari;  — che  potenze  simili  U'",  V*  di  due  tetradi  U  ,  V  oppo- 
ste sono  eguali  od  opposte  a  seconda,  che.  l'esponente  m  è  pari  o  dispari;  eco» 

Una  tetrade  qualunque  ha  un  valore  rappresentabile  con  un  numero  complesso, 
iPer  ciò^  si  osservi  anzi  tutto  che,  data  una  tetrade  neutra  a  ò  ed,  se  si  conside- 
rano due  punti  reali  A  ,  B  al  finito  e  il  punto  airinfinito  C  della  retta  AB  ,  e  si 
costruisce  il  punto  D  tale  che  sia  ABCDAaòcd,  si  dirà  valore  della  tetrade  abcd 

AD 
il  valore  del  rapporto  — p  (che  non  cambia  al  variare  di  A  e  B)  ,  preso  positiva- 
mente 0  negativamente  a  seconda,  che  i  segmenti  finiti  AB;  AD  tanno  lo  stesso 
senso  b  senso  opposto.  Sicché  il  valoie  della  teti'ade  ahcd ,  qualora  questa  sia  una 
tetrade  neutra  propria,  è  negativo  ovvero  positivo  e  <  1  ovvero  positivo  e  >  1  a  seconda, 
ehe  nella  catena  aòc...  gli  elementi  a ,c  sono  separati  dagli  elementi  b fd ,  ovvero 
■a  y  b  da  e  ,d,  ovvero  :a  ^d  da  b ,  e.  Se,  in  vece,  abcd  è  una  tetrade  impropria,  allora 
il  suo  valore  è  zero,  1  od  od  a  seconda,  che  il  punto  D.  coincide  con  A,  con  B 
o   con  C. 

Due  tetradi  neutre  proprie  hanno  lo  stesso  o  diverso  valore  a  seconda ,  che 
sono  fra  loro  proiettive  ovvero  non.  Il  valore  della  tetrade,  somma  o  prodotto  di 
tetradi  neutre,  è  risp.  la  somma  o  il  prodotto  dei  valori  di  queste.  Se  g'  è  il  valore 
di  una  tetrade  nentra  U  ed  r?i  è  un  numero  intero  positivo ,  allora  mg  e  q^  sono 
risp.  1  valori  delle  tetradi  m\J  e  U"^, 

Se  A,  6,  C,  D  sono  quattro  punti  reali  al  finito  di  una  stessa  retta,  allora  il  va- 

AD   CB 
lore    di    -r-^-  ^^--  rappresenta  il  valore  della  tetrade  ABCD.  Ciò   vale  anche  se 
AB    CD 

CB 

uno  dei  quattro  punti  considerati  è  all'  infinito  ,  p.  es.   B  :  allora  — —  =  1,  ed  il  va- 

AD 
lòre  della  tetrade  in  tal  caso  si  riduce  ad  g^.  Analogamente,  se  abcd  sono  quat- 
tro rette  reali  di  un  fascio  proprio  (o  quattro  piani  reali  di  un  fascio  proprio),  il 

senad'sencb 

valore  della  tetrade  abcd  è  dato  da  à= ove  si  prenda   il    segno  stipe- 

senab'BQHcd  '^  »  r 
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quali  si  possano  generalizzare  i  metodi,  nsati  si  nella  Geometrie  der  Ixige  che 
nei  Beitmge.  «  Cosi  »,  scrive  il  Prof.  8  e  g  r  è ,  nelle  ricerche  che  ora  ai  vanno 
«  facendo  netta  Geometria  proiettiva  degli  spazi  eupeviori  si  vede  come  tutia 
€  V  opera  di  Staudt  si  possoy  sema  mutare  la  natura  dei  metodi ,  estendere  a 
«  quella  scienza,  E  già  abbiamo  rilevato  il  fatto  che  il  grande  ediflzio  innalzato 
«  da  Staudt  si  regge  ancora  nelle  ipotesi  della  geometria  non-euclidea.  Infine 
«  osserveremo  che  recentemente  si  è  riusciti  a  proseguire  quell'opera  cominciando 
«  a  fare  per  la  trattazione  sintetica  delle  curve  piane  d'ordine   superiore   (coi 


riore  o  l'inferiore  a  seconda,  che  le  rette  a ,  e  non  sono  o  sono  separate  da  b ,  d.— 
Il  valore  di  una  tetrade  armonica  è  egnale  a  —  l,  si  che  la  tetrade  armonica  si  pnò 
anche  chiamare  la  tetrade  —  1,  come,  in  generale,  si  può  dire  tetrade  q  (essendo  q 
nn  numero  ragionale  o  irrazionale)  per  significare  la  tetrade ,  il  cui  valore  é  q. 
Alla  tetrade  q  è  opposta  la  tetrade  —q,  che  è  il  prodotto  della  prima  per  la  tetrade  -1. 

Una  tetrade  MANB^  il  cui  quadrato  sia  eguale  ad  una  tetrade  armonica  (e, 
quindi,  a  —  l),  si  rappresenta  con  t  o  ^t  a  seconda,  che  il  quarto  elemento  B  di 
essa  giace  nel  senso  MAN  o  nel  senso  NAM.  Si  dice  che  una  tetrade  è  eguale  a 
vi  y  V  essendo  un  numero  reale,— razionale  od  irrazionale—,  se  essa  è  il  prodotto  della 
tetrade  v  con  la  tetrade  ù  Cosi,  la  tetrade  — i  è  il  prodotto  della  tetrade  t  con  la 
tetrade  armonica  (—1). 

Da  ogni  tetrade  W,  il  cui  valore  non  sia  infinito,  sono  determinate  due  te< 
tradì  neutre  U  ,  V  tali  che  W  =  U  +  Vi  ;  se  u  ,  v  sono  i  valori  delle  due  tetradi 
U  ,  V ,  si  dice  valore  della  tetrade  W  il  numero  complesso  u  +  vt ,  che  comprende, 
come  caso  particolare,  i  numeri  reali— razionali  o  irrazionali- (quando  v  =  O),  e,  che 
per  V  diverso  da  zero,  si  dice  numero  imaginario. 

I  numeri  complessi  u+vt  e  u— vi  si  dicono  fra  loro  coniugati,  corrispondendo 

a  due  tetradi  coniugate ,  come  si  vede  considerando  due  punti  qualunque  reali  al 

finito  A,B  e  il  punto  all'infinito  C  della  retta  AB,  e  costruendo  i  punti    D,F;F| 

,  ,.     ,       .    . ,  .     AD  DF  DF,  „  ^  ^  .. 

tali,  che  81  abbia  -r-g  =  u  ,  --=-  =  v  ,  -—■  =  —  v  ;  allora,  se  P  e  il  punto  imagi 
Ad  Ad  Ad 

nario,  di  cui  DFCF,  è  una  rappresentazione  armonica,  e  P,  è  il  suo  coniugato, 
A  BOP  è  una  tetrade  avente  per  valore  il  numero  imaginarìo  u  +  vi,  e  ABCP, . 
sua  coniugata ,  è  una  tetrade,  il  cui  valore  è  eguale  ad  u  —  vi.-La  somma  di  due 
tetradi  W  e  W|  di  valori  risp.  u  +  vi  e  u,  +  v,i  ha  per  valore  (u-hu,)+(v  +  v,>, 
ed  il  prodotto  delle  stesse  tetradi  ha  per  valore  (uu,  — vv,)  +  (uV|+ U|V)i.— Dairos- 
servare,  poi,  che,  se  si  considerano  tre  punti  reali  B,Q,R  su  una  circonferenzaf  la 
quale  incontri  la  retta  all'infinito  nei  punti  imaginari  M,N  ,  e  si  dicono  a  e  ^  ri- 
sp. gli  archi  BQ  e  QR^  i  valori  delle  tetradi  MBNQ  ,  MQNR  ,  MBNR  sono 
eguali  risp.  a  co8«p  +  isen<P  ,  cos^  +  tseni};  ,  cos (f  +  <|/)  +  t  sen (9  +  <^) ,  si  trae  la 
nota  formola  per  il  prodotto  di  due  numeri  complessi  sotto  forma  trigonometrica. 
Ecc.  ecc. 
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<  loro  elementi  imaginari)  ciò  che  Staudt  aveva  fatto  per  le  curve  e  le  super- 
«  fide  di  2**  ordine  ;  e  di  più,  molto  di  più,  si  vedrà  fatto  fra  breve,  sempre  se- 
«  guendo  le  orme  di  quel  grande  (*)  ». 

Né  8i  deve  pensare  che  il  grande  allievo  di  Gauss,  —  come  parrebbe  da 
quanto  son  venuto  fin  qui  esponendo, -abbia  trattato  così  diffusamente,  minuta- 
mente la  Geometria  di  posizione  ,  senza  curarsi  delle  proprietà  metriche  delle 
figure.  Tutt'altro  :  che  anzi  egli,  non  contento  di  essersi  già,  nella  Geometrie  der 
Lage  e  nei  Beitrdge,  occupato  di  parecchie  proprietà  metriche  riguardanti  spe- 
cialmente coniche  e  quadriche,  e  convinto,  d'altra  parte,  «  ehe  le  proposizioni 
«  generali,  ch'espone  la  Geometria  di  posizione,  prestano  un  notevole  aiuto  anche 
«  nelV investigazione  delle  proprietà  metriche  delle  figure  (^)  »,  volle  dedicare  gli 
ultimi  giorni  della  sua  vita  alla  Geometria  metrica,  scrivendo  un  opuscolo  spe- 
ciale (^;,  fu  impedito -non  solo  di  rendere  più  ricco  d'argomenti,  come  sarebbe 
stato  suo  desiderio,  ma  anche  di  rivedere— dalle  sofferenze  fisiche  (*),  le  quali, 
col  loro  lento  lavono  ,  strappavano  a  poco  a  poco  alla  scienza  un'  esistenza 
tanto  preziosa. 

In  questo  opuscolo  egli  parte,  per  introdurre  i  punti  imaginari  nella  Geo- 
metria metrica ,  dalla  considerazione  di  un'involuzione  quadratica  sopra  una 
punteggiata^  e  precisamente  dalla  costanza  di  ciò  che  si  chiama  la  potenza  del- 
rinvoluzione.  Su  una  retta  si  abbia  un'involuzione,  di  cui  S  sia  il  centro  e  PP| 
una  coppia  qualunque  di  punti  coniugati;  allora  è 

SP-SP,  =  costante. 

Ora,  se  l'involuzione  che  si  considera  è  iperbolica  (cioè  il  prodotto  SP«SP,    è 
positivo),  essa  ha  due  punti  doppi  reali  X,Y  equidistanti  da  S,  sì  che  si  ha 

SX'-  =^  -  SXSY  =  SY^-=  SPSP,  ; 

se,   in  vece,  l'involuzione  considerata  è  ellittica  (cioè  il  prodotto  SP-SP,  è  ne- 
g-ativo),  allora  i  due  punti  doppi  X,Y  dell'involuzione  sono    imaginari.    In  tal 


(*)   Segre-C.  G,  C.  V.  Staudt  ed  i  suoi  Zavori— Studio  premesso  alla  Tra- 
duzione della  Geometrie  der  Lage,  fatta  dal  Dottor  Pieri,  Torino  ,  1889. 

(*)  S  t  B,  u  d  t— Prefazione  dell'opuscolo  qui  sotto  citato. 

(')  Staudt—  Von  den  reellen  und  imaginaren  Halbmessem   der  Kurven   und 
Flàchen  IL  Ordnung,  Niirnberg,  1867. 

(*)  Staudt — Von  den  reellen  ecc.  Prefazione. 
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caso,  i  simboli  SX* ,  SY*,  che,  per  essere  X,Y  imaginari,  non  avrebbero  alcon 
significato,  si  ritengono  definiti  dalla  stessa  relaziono 

SX*  =  SY»=  SPSP,. 

In  entrambi  i  casi,  siano  reali  o  imaginari  X  e  Y,  si  potranno  SX ,  SY  chiamarci 
semidiametri  della  forma involutoria,  SXSSY*  i  loroquadrati,  ed  SX  •  SY=-SP-SP, 
il  loro  prodotto,  che  è  negativo  nel  primo,  positivo  nel  secondo  caso:  in  que- 
st'ultimo caso ,  snlla  punteggiata  Bostegno  dell'  involuzione  esistono  due  punti 
H  H|  fra  loro  coniugati,  equidistanti  dal  punto  centrale  S  e  tali,  che 

SX«=  SHSH,  =-SH*. 

Se,  poi,  conservando  le  stesse  notazioni,  si  osserva  che,  quando  X  e  Y  sono  reali, 
si  ha 

PX  PY  -  PS*~SX*=  PS»  -  SP.SPt, 

si  può  assumere  quest'eguaglianza  come  definizione  del  simbolo  PX«PY  ud 
caso  che  X  e  Y  siano  imaginari. 

Ritenendo  ora  le  curve  e  superficie  di  2»  ordine  definite  come  curve  e  superficie 
fondamentali  (luoghi  dei  punti  incidenti  sui  loro  elementi  corrispondenti)  di  [mv 
larità  reali ,  si  considerino  una  conica  (o  quadrica)  K  e  una  retta  h ,  la  quale 
giacia  nel  piano  della  curva  senza  esserle  tangente  (o  non  giacia  in  uno  stesso 
piano  con  la  retta,  che  le  è  coniugata  rispetto  alla  quadrica).  Se  due  punti  P,P, 
qualunque  della  retta  h  si  dicono  coniugati  quando  sono  coniugati  rispetto  a  K, 
si  viene  a  determinare  su  h  un'involuzione,  i  cui  punti  doppi  XY  (reali  od  ima- 
ginari) costituiscono  i  punti  d'incontro  (reali  o  imaginari)  della  retta  h  col  luo?o 
K.  In  ogni  caso,  il  segmento  XY  si  dirà  la  corda  (reale  o  imagìnaria)  inter- 
cetta dalla  curva  (o  superficie)  sulla  retta  ^  ;  e,  se  S  è  il  centro  dell'involuzione 
si  che  SX*  =  SY*  =  SP-SP,  ,  lo  si  potrà  in  ogni  caso  chiamare  punto  medio 
(sempre  reale)  della  corda  XY,  e  I  semidiametri  (reali  o  imaginari)  SX,SY 
si  potranno  dire  le  semicorde  del  luogo  K  giacenti  sulla  retta  considerata.  I 
quadrati  delle  due  semicorde  sono  così  due  quantità  eguali  fra  loro,  positiTCO 
negative  a  seconda,  che  i  punti  X  e  Y  (e,  però,  le  semicorde  SX ,  SY)  sono  reali 
o  imaginari.  Se,  .poi,  la  retta  /i  è  un  diametro  del  luogo  K,  allora  i  semidiametri 
SX ,  SY  deirinvoluzione  su  h  si  diranno  i  semidiametri  di  K  giacenti  su  ^;  ed. 
essendo  sempre  fra  loro  eguali  i  quadrati  SX* ,  SY*  di  due  semidiametri  gia- 
centi su  uno  stesso  diametro,  il  punto  S  si  dirà  il  centro  del  luogo  K.  Ecc. 

Stabiliti  nettamente  questi  principi,  mediante  i  quali  introduce  nella  Ge<- 
metria  metrica  i  punti  imaginari  delle  coniche  e  quadriche  con  quello  stesfO 
rigore  con  cui  li  aveva  introdotti  nella  Geometria  di  posizione,  k)  Staudtdi- 
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sente  le  varie  specie  di  coniche  e  quadriche,  -  ne  trova  in  vari  modi  gli  inva- 
rianti metrici,  —  si  occupa  delia  potenza  di  un  punto  rispetto  ad  una  circonfe- 
renza 0  ad  una  superficie  sferica,  dimostrando  varie  proprietfi  ad  essa  relative,— 
in  nna  parola,  tratta,  con  la  solita  eleganza  e  finezza  dì  ragionamenti  e  con  la 
mag-gior  generalità  possibile,  molte  belle  questioni  relative  alle  curve  e  super- 
ficie di  2o  ordine,  le  quali  o  sono  affatto  nuove  o,  se  già  note,  sono  studiate 
con  procedimenti  nuovi»  Ad  esempio,  i  noti  teoremi  (*)  sui  quadrati  di  diametri 
coniugati  o  perpendicolari  di  una  curva  o  superficie  di  2o  ordine  vi  sono  dimo- 
strati come  casi  particolari  di  due  teoremi  (-;  relativi  rispettivamente  a  due  co- 
niche K  ,  K|  o  a  due  quadriche  F  ,  F,  concentriche,  con  l'assumere  per  conica 
K ,  e  superficie  F, ,  risp.  nei  due  casi ,  una  circonferenza  concentrica  alla  co- 
nica K  ed  una  superficie  sferica  concentrica  alla  quadrica  F.  Così  pure  da  teo- 
remi analoghi  sono  dedotti  come  casi  particolari  il  teorema  sull'area  costante 
del  parallelogrammo  costruito  su  due  semidiametri  coniugati  di  una  conica  ('), 
— quello  sul  volume  costante  del  parallelepipedo  costruito  su  tre  semidiametri 
coniugati  di  una  quadrica  (*) ,  -  quello  sulla  somma  costante  dei  quadrati  delle 
aree  dei  triangoli  costruiti  su  tre  diametri  coniugati  presi  a  due  a  due  ('),  ecc. ecc. 
E  in  tutto,  ad  ogni  passo,  è  sempre  presente  il  rigoroso  Euclide  moderno ,  che 
con   la  massima  semplicità,  chiarezza  e  naturalezza,  mentre  espone  una  propo- 


C)  A  p  o  1 1  0  n  i  o—Opera  citata  ,  VII,  prop.  12,  13  j—L  i  v  e  t-  Journal  Èc.poLy 
fascio,  13" ,  1806;  -Chasles-  Corr.  Èc.  poi. ,  p.  302. 

(*)  I  due  teoremi  in  discorso  sono  risp.  :  ""  Da  due  coniche  concentriche  K  e  K, 
è  determinato  un  numero  (K,K|)  tale  che^  se  MX;MY  sono  due  semidiametri  coniu- 
gati della  1&  curva  e  fVIX|  ,  MY,  sono  quei  semidiametri  della  2^  che  giaciono  sulle 
stesse  rette  IViX,MY,  è 

MX^       MY*  ,  ,^    ^  , 
MXi^'^AAYi^"'^^''^*^"' 

e:  "  Da  due  quadriche  concentriche  F  €  F,  é  determinato  un  numero  (F  ,  F,)  tale, 
che,  se  MX  ,  IViY  ,  IV  Z  sono  tre  semidiametri  coniugati  della  1»  superficie  e  MX^ , 
MYi,fVIZ|  quei  semidiametri  della  2»  che  giaci ono  sulle  stesse  rette  MX,MY,IV)Z,  è 

MX^       MY^      MZ»  __   p    p. 


(')  Apollonio-0/>era  citata,  VII,  31. 

(*)  Live  t— Loco  citato  a  nota  (•). 

(»)  B  in  et- Journal  Èc.  poi,  fase.  16o,  1813. 
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8izione,  la  studia,  la  lumeggia  nelle  singole  sue  parti,  la  correda  di  tutte  quelU» 
restrizioni  necessarie  a  far  di  essa  una  inoppugnabile  verità ,  —  senza  perdere 
mai  di  vista  la  massima  generalità  possibile,  servendosi  all'uopo  mirabilmente 
di  quegli  elementi  imaginari ,  la  cui  rigorosa  concezione  sintetica  costituisco 
proprio  una  sua  felice  creazione. 

Non  dubito  punto  che  il  lettore  voglia  perdonarmi  la  lunga,  benché  certo 
non  soverchia,  esposizione  dei  metodi  escogitati  da  Staudt  relativamente  al- 
l'uso degli  elementi  imaginari  nella  Geometria  ;  la  diffusione  mi  si  è  imposta 
dinanzi  ad  una  così  felice  creazione ,  mercè  la  quale  per  la  prima  volta  effetti- 
vamente gli  elementi  imaginari  cessano  di  essere  una  pura  e  comoda  locazione, 
si  spogliano  di  ogni  rivestimento  ricordante  la  loro  origine  analitica ,  e  diven- 
tano veri  enti,  e  veri  enti  geometrici.  Mi  lusinga,  per  altro,  la  speranza  di  po- 
tere con  essa  esposizione  risvegliare  un  po'  di  curiosità  nei  giovani  studiosi; 
invogliandoli  alla  lettura  di  tutti  i  lavori  di  Staudt,  ma  in  ispecie  dei  Beitràge, 
opera  nella  quale  «  si  rivela  continuamente  un  ingegno  così  potente  che  chiun- 
que la  legga  con  attenzione  ne  rimane  entusiasmato  e  si  persuade  che  Staudt  va 
posto  fra  i  più  grandi  geometri  di  tutti  i  tempi  (')  >. 

m  « 

Pur  troppo,  però,  la  felice  creazione  di  ^taudt  non  ha  ottenuto  quella 
divulgazione  che  meritava ,  come  attesta  sopra  tutto  il  fatto  notevole ,  che  nei 
vari  trattati  di  Geometria  proiettiva  sintetica,  venuti  alla  luce  dopo  Topera  del 
grande  geometra,  —  eccezione  fatta  di  alcuni  pochissimi ,  —  o  non  si  fa  assolu- 
tamente cenno  di  elementi  imaginari,  o  questi  tornano  ad  essere,  anziché  veri 
enti  geometrici,  concetti  astratti  creati  per  rimuovere  eccezioni,  oppure  vengono 
ad  essere  definiti  in  modo  puramente  metrico ,  come  già  erano  stati  dal  P  o  n- 
c  e  1  e  t  e  dallo  C  h  a  s  1  e  s.  La  ragione  precipua  di  questo  fatto  è  certo  da  ri- 
cercarsi, come  il  R  e  y  e  osserva  nella  Prefazione  alla  sua  Geometrie  der  Lage, 
nella  complicazione  che  riveste  i  fondamenti  della  teoria  staudtiana,  complica- 
zione proveniente  sopra  tutto  dalla  necessità  di  distinguere,  nella  forma  che  si 
considera,  i  due  versi  per  separare  l'uno  dall'altro  i  due  elementi  imaginari  co- 
niugati della  forma  stessa. 

É  tuttavia  veramente  un  peccato,  e  certo  un  fatto  deplorevole ,  che,  a  ca- 
gione di  una  tale  complicazione ,  abbiano  ad  ignorare  i  metodi  di  |S  t  a  u  d  t 
molti,  che  studiano  le  teorie  della  Geometria  proiettiva  elementare  anche  nei 
migliori  trattati.  E  tanto  più  ciò  è  da  deplorare,  quando  si  pensi  che  non  figu- 
rando nella  Geometria  proiettiva  elementare   gli  elementi  imaginari  quasi    mai 


(*)  Segre-C  G,  C    V.  Staudt  ed  i  suoi  lavori  y  già  citato. 
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'  isolati^  ma  a  coppie  (di  elementi  iraaginari  coniugati),  si  potrebbe  di  essa  Geo- 
'  metria  ottenere  una  trattazione  vantaggiosissima  e  per  la  sua  generalità  e  per 
'  il  suo  rigore  e,  nello  stesso  tempo,  anche  per  la  sua  semplicità,  introducendo 
*  in  essa  i  principi  fondamentali  della  teoria  staudtiana  senza  alcuna  distinzione 
dei  versi  nella  forma  che  si  considera.  Questo  è  appunto  ciò  che  è  stato  fatto 
ultimamente  dai  Professori  Segre  e  Sannia,  dei  quali  mi  occuperò  in 
t   seguito. 

Dopo  Staudt,  il  primo  che  trattò  il  soggetto  dell'impiego  degli  imagìnari 
nella  Geometria  (limitandosi  alla  geometria  piana),  con  speciale  riguardo  alle 
i  esigenze  costruttive,  fu  lo  Smith.  Il  quale,  pur  attribuendo  air  «  illustre  et 
ì  regrettable  auteur  de  la  Geometrie  de  Situation  »  il  merito  di  avere  «  savam- 
meni  effectué  >  T  «  isolation  hypotétique  dee  eléménts  imaginaires  »  ,  ma ,  nello 
stesso  tempo,  desiderando  appunto  di  sottrarre  air  accennata  complicazione  di 
tale  processo  separativo  la  parte  pratica  nello  costruzioni  geometriche,  presen- 
tava, nel  1868,  i\\V Accademia  delle  Scienze  di  Berlino  ,  — e  ne  riportava  la  prima 
parte  del  premio  Steiner,  —  una  Memoria  ('),  in  cui  gli  elementi  imaginari , 
se  non  effettivamente  isolati,  sono  introdotti  in  modo ,  che ,  ogni  qual  volta  si 
scambiano  fra  loro  due  elementi  imaginari  coniugati  d'una  medesima  coppia,  lo 
stesso  scambio  si  deve  contempoeaneamente  eseguire  in  tutte  le  altre  coppie  di 
elementi  imaginari  coniugati  che  si  considerano. 

L'autore  chiama  dyade  Tinsieme  di  due  elementi  imaginari  coniugati  e,  per 
Toasiggior  semplicità,  considera  ogni  diade  come  formata  dagli  elementi  doppi  di 
un'involuzione  reale  ellittica.  Di  questa  considerazione  egli  mostra  tutta  la  ge- 
neralità ,  osservando  che  ogni  determinazione  quadratica  si  riduce ,  in  ultima 
analisi,  alla  ricerca  degli  elementi  uniti  di  due  sistemi  omografici ,  ossia  degli 
elementi  doppi  di  un'involuzione,  ottenuta  linearmente  dai  due  sistemi  col  co- 
struire in  ciascuno  di  essi  il  ccniugato  di  un  medesimo  elemento  P  e,  poi,  il 
coniugato  armonico  di  P  stesso  rispetto  ai  due  elementi  cosi  ottenuti. 

Si  dirà  che  una  diade  è  data,   quando  sono  date  due  coppie  reali   dell' in- 
voluzione che  si  considera.  Cosi  si  hanno  diadi  di  punti  imaginari  «per  ciascun? 
delle  quali  si  dice  asse  l'unica  retta  reale  che  contiene  la  diade   stessa) ,  dia 
di  rette  imaginarie  che  non  si  tagliano  e  che   non  passano  per  alcun  punto  r 
(rette  imaginarie  di  [2*  specie   dello    Staudt),   diadi  di   rette   imaginari 
^iaciono  in  un  piano  reale  e  si  tagliano  in  un  punto  reale -centro  della 
(rette  imaginarie  di  1*  specie  dello  Staudt)  ». 

Date  due  diadi  di  punti  (a,  a,)  e  {b^  ò,)  su  due  assi  A  e  B  diff 
piano,  si  dicono  loro  centri  d'omologia  ì  centri  (reali)   P  e  Q  delk 
rette  imaginarie  {a^  b^  ,  a,,  b^)  e  (a,  6, ,  a,  b^),  (Un'imagine  di  due 


(•)  H.  J.  Etienne  Smit  h^Mémoire  sur  quelques  pr^ 
quadratiques,  Ann.  di  mat.  del   Brioschi,  Serie  II.  T.  I^ 
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centri  d'omologia  sì  può  facilmente  avere,  come  osserva  T autore,  avvertendo 
che,  se  (a,  a,)  è  la  diade  ciclica  airinfinito,  {b^b^)  è  ia  diade  comune  a  nn  si- 
stema di  cerchi  avente  B  per  osse  radicale  e  P,Q  per  punti  limiti).  La  defì 
nizione  duale  si  ha  per  gli  assi  d'omologia  di  due  diadi  di  rette  imaginarie  non 
aventi  lo  stesso  centro. 

Se  due  diadi  di  punti  non  aventi  lo  stesso  asse  si  considerano  come  omo- 
loghe rispetto  all'uno  dei  loro  centri  d'omologia,  si  viene  a  stabilire  fra  i  punti 
delle  due  diadi  una  tale  corrispondenza,  che,  scambiando  fra  loro  i  punti  ima- 
ginari  dell'una ,  bisogna  contemporaneamente  scambiare  fra  loro  anche  i  punti 
imaginari  dell'altra.  Di  siffatte  corrispondenze  fra  i  punti  delle  due  diadi  se  ne 
hanno  due,  corrispondentemente  ai  due  centri  d'omologia.  Considerazioni  duali 
valgono  per  due  diadi  di  rette  imaginarie,  i  cui  centri  siano  differenti;  come 
pure  definizioni  analoghe  si  hanno  per  due  diadi  aventi  i  loro  sostegni  coinci- 
denti, e  per  due  diadi,  l'una  di  punti  e  l'altra  di  rette. 

Ciò  posto,  presa  una  diade  fissa  come  termine  di  paragone  per  tutte  le  altre 
che  si  debbono  considerare,  si  dirà  che  un  elemento  imaginario  è  dato^  quando 
siano  date  la  diade,  alla  quale  appartiene  esso  elemento,  e  l'omologia  di  essa 
con  la  diade  fissa.  Sicché  un  elemento  imaginario  sar&  noto ,  quando  si  cono- 
sceranno :  l^'  il  sostegno  (asse,  centro)  della  diade,  alla  quale  esso  elemento  ap- 
partiene ;  2o  due  coppie  di  elementi  reali  dell'involuzione  che  determina  questa 
diade;  3o  l'omologia  di  questa  diade  con  la  diade  fissa.  «  Il  faut  connenir  >, 
aggiunge  l'autore  ,  <  que  de  cette  manière  on  n'isole  pas  Vun  d^  deux  élénunU 
«  imaginaires  d'une  m^me  dyade,  et  que,  par  conséquent ,  Vexpression  *  élément 
<  imaginaire  donne  „  n'est  pas  rigoureuse.  Cependanty  on  voit  que,  si  Von  échange 
«  un  élément  imaginaire  donne  avec  son  conjuguéy  il  faut  en  mème  temps  échan- 
«  ger  tout  autre  élément  donne  avec  son  conjugué.  Et  e' est  là  tout  ce  qu'  il  faut 
«  pour  qu^on  puisse  opérer  avec  des  données  imaginaires ,  de  la  méme  manière 
«  qu'avec  des  données  réelles  »• 

Poco  tempo  dopo  la  comparsa  del  lavoro  dello  Smith,  e  precisamente 
nel  1670,  si  occupava  della  rappresentazione  reale  dei  punti  imaginari  -  punti 
le  cui  coordinate  cartesiane  sono  numeri  imaginari  —  dapprima  nel  piano  e  poi 
anche  nello  spazio  —  ma  senz'  alcuna  preoccupazione  della  maggiore  o  minore 
complicazione  nelle  costruzioni  geometriche  e  senza  il  menomo  accenno  ai 
lavori   dello    Staudt,   il   Laguerre  <*)  (1833-1886).  Questi  pone   a  base 


(')  L  a  g  u  e  r  r  e—Sur  Vemploi  des  imaginaires  en  geometrie  -Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  Serie  II,  T.  IX,  1870,  p.  1B3—I concetti,  esposti  dal  Laguerre 
in  questo  lavoro  ,  i  quali  presentano  un  certo  interesse  per  la  loro  semplicità ,  si 
ritrovano,  come  ho  già  detto  precedentemente,  in  lavori  posteriori  del  Tarry  e  del 
Molembroek.  Oltre  che  in  questi,  poi,  si  ritrovano  anche  in  un  lavoro  meno 
recente  dell'  A  u  g  n  s  t  —  Untersuchungen  iiber  das  Imagìndre  in  der  Oeometrie^ 
Berlin,  1872,  Cap.  I,  §  6—,  del  quale  dovrò  occuparmi  fra  poco. 


Digitized  by 


Google 


X335X 

delle  sue  considerazioni  nel  piano  (reale)  dne  sistemi  di  rette  parallele  :  Tane 
costituito  da  tutte  lo  rette  del  piano  (rette  Uotrope  del  !<>  sistema)  le  quali 
passano  por  uno  dei  due  punti  fìssi  imagtnari  I  e  J  (ombelichi)  posti  sulla  retta 
airinfinito  del  piaro  e  comuni  a  tutt' i  cerchi  del  piano  stesso  ;  l'altro,  formato 
da  tutte  quelle  (rette  isotrope  del  2»  sistema)  che  passano  per  T  altro  dei  due 
ombelichi.  Per  ogni  punto  (reale  o  imaginario)  del  piano  passano  due  rette  iso- 
trope, una  del  lo  e  l'altra  del  2»  sistema,  ed  ogni  retta  isotropa  del  piano  stesso 
contiene,  alla  sua  volta ,  uno  e  un  solo  punto  reale  (quello ,  in  cui  essa  taglia 
la  retta  isotropa  che  le  è  imaginaria  coniugata;  chiamando  imaginarie  coniu- 
|2^ate  due  rette,  quando  dall' equazione  dell'una  sì  può  passare  a  quella  del- 
l'altra col  solo  scambio  di  i  e  —  t).  Ciò  posto ,  V  autore  rappresenta  un  punto 
imaginario  A  qualunque  dei  piano  mediante  il  segmento  aa' ,  determinato 
dai  punti  reali  a  (origine)  e  a'  (estremo) ,  situati  rìsp.  sulle  due  rette  isotrope 
passanti  per  A  :  rappresentazione,  che  l'autore  giustifica  con  la  considerazione 
che  la  posizione  del  detto  segmento  rappresentativo  è  indipendente  dalla  scelta 
degli  assi  coordinati,  e  che  il  caso  di  un  punto  imaginario  cosi  rappresentato 
viene  a  comprendere  il  caso  di  un  punto  reale.  Dalla  rappresentazione  stessa, 
—  di  cui  già  Stand  t  si  era  servito  per  i  punti  iraaginari  di  tiwa  tetta  data 
usando  per  essi  uno  dei  due  punti  re^li  del  piano  introdotti  dal  Laguerre— ,(*; 
segue  che,  se  due  punti  {a  a')  e  {a' a)  sono  imaginarì-coniugati  (cioè  hanno  per 
coordinate  due  quantità  complesse  coniugate^,  la  retta  reale  che  li  congiunge  è 
perpendicolare  al  segmento  che  li  rappresenta,  nel  punto  medio  di  questo. 

La  rappresentazione  geometrica  ('),  poi,  dei  punti  imaginari  nello  spazio  si 
fonda  su  considerazioni  analoghe.  Ogni  piano  condotto  per  un  punto  (reale  o 
imaginario)  dello  spazio  contiene  due  rette  isotrope  passanti  per  il  puièto  stesso, 
le  quali  sono  situate  su  uno  stesso  cono  di  2°  grado  (cono  isotropo).  Posto  che 
a  e  a^  siano  due  punti  imaginarì-coniugati ,  essi  saranno  i  vertici  di  due  coni 
isotropi  che  si  secano  secondo  un  cerchio  reale  A^  il  cui  piano  è  perpendicolare 
alla  retta  reale  aa'j  il  cui  centro  è  il  punto  medio  O  del  segmento  aa'j  e  il  cui 
raggio  è  eguale  ad  R  (Rt  essendo  l'espressione  del  segmenta  Oa\  È  appunto  a 
questo  cerchio  reale  A,  il  quale  determina  i  punti  imaginari-coniugati  a ,  a'  e  ne 
è,  viceversa,  determinato,  che  il  L  a  g  u  e  r  r  e  dà  il  nome  di  cerale  représentatif 
du  couple  aa\ 

Nel  caso  che  gli  elementi  imaginari  non  si  vogliano  considerare  a  coppie, 
ma  si  voglia,  in  vece,  separare  l'uno  elemento  imaginarìo  dal  suo  coniugato^ 
basterà  riguardare  come  congiunto  al  cerchio  stesso  uno  determinato  dei  due 
sensi,  in  cui  esso  può  essere  descritto. 


(*)  V.  Stand  t-Beitràge ,  No  410. 

(*)  Cfr.  E.  Rouché  —  Edmond  Laguerre  -  Sa  vie  et  ses    travauxy    Joum.    de 
l'Èc.  polyt. ,  Voi.  56,  1886,  p.  216. 


Digitized  by 


Google 


Anche  io  Stolz,  non  curante  menomamente   le  difficoltà    pratiche  dj  - 
stmzione  provenienti  dairapplicazionc  del  metodo  di  Staudt,  nel  1871,  r.b 
blìcava  nel  Mathematische  Annalen   una  Memoria  (*),   puramente   intesa  a  tut 
durre  analiticamente  la  teoria  Staudtiana  e  a  mostrarne  il  perfetto  accordo  i-i  . 
risultati  dell'Analisi.  A  proposito  di  che,  Tautore  stesso  scrive    nella  PrefazioalB 
«  Le  investigazioni  di  questo  ingegnoso  geometra  (date  nei  BeitrUge  zar  Ge^W 
trie  dcr  Lage,   1856  60),  le  quali  sono  condotte  con  un  metodo  puramente  gtu,*^ 
tricOj  non  hanno  trovato  finora,  per  quanto  io  sappia,  alcun  riguardo  nella  Gtù^ 
metria  Analitica,  Ciò  dev'essere  il  compito  delle  seguenti  considerazioni '^\  t  \% 
innanzi,  deplorando  che  i  «  Beitràge  >,  i  quali  «  posero  il  fondamento  della  ««  -n« 
Geometria  sintetica,  da  tanto  tempo  desiderato  »,  non  abbiano   avuto  (juelU  for- 
tuna che  meritavano,  si  augura  che  la  sua  Memoria  possa  «  ...  servire  a  rikraH 
«  maggiormente  Vimportama  fondamentale  di  essa  teoria,  e  seg^natantente  a  **»>- 
«  strarne  Vaccordo  coi  risultati  del  metodo  analitico  ». 

Un  anno  dopo  la  comparsa  di   questo  lavoro,    T  Angus  t    riprendev!i 
trattazione  geometrica  degli  elementi  imaginari  in  una  sua  Memoria  (-),  non 
per  rigore,  semplicità  e  chiarezza.  In  essa  l'autore  reca  qualche  esempio  <. 
piego  della  rappresentazione  degli  imaginari  con  un  metodo  che  •   in  sostai: 
coincide  con  quella  di  Staudt,  com'egli  stesso  avverte  nella  Prefazione.  M 
a  fine  di  rendere  le  costruzioni  un  po'  meno  complicate,  egli  sceglie,  fra  le 
presentazioni  delle  involuzioni  assunte  a  definire  gli  elementi  imaginari,  qi 
che  dallo  Staudt  erano  state  chiamate  rappresentazioni  armoniche,  serven 
anche  spesso  delle  relazioni  di  prospettività  fra  le  forme  involutorie. 

Del  punto  imaginario  di  una  retta  reale  si  finisce  per  dare  la  stessa  derr 
zione  de^o   Staudt,   prendendo,  però,   le  mosse  dall'Analisi,    e  precisanif: 
servendosi  di  concetti  analoghi  a  quelli,  che  Chasles  aveva  posti  a  base  ►] 
l'introduzione  degli  elementi  imaginari  nella  sua  Geometrie  Supérieure, 

Anche  relativamente  alle  definizioni  di  retta  imaginaria  di  1»  specie  e  ii 
piano  imaginario,  1'  A  u  g  u  s  t  si  attiene  ai  concetti  di  Staudt,  riconendo  p : 
esse  ad  un  fascio  reale  ,  risp.  di  rette  e  di  piani ,  prospettivo  alla  ponteird^^i 
involutoria  che  gli  serve  per  definire,  su  una  retta  reale,  un   punto  imaginar 

Dove,  in  vece,  l'August  si  scosta  essenzialmente  dal  suo  predecessore - 
nel  porre  la  definizione  di  una  retta  imaginaria  di  2»  specie ,  eh'  ei  chiait» 
retta  completamente  imaginaria. 

Egli  da,  in  grnei'ale,  il  nome  di  retta  airinicrsezìone  di  due  piani;  e,  ci>t- 
sidarando  tutti  i  casi  clie  si  possono  presentare  riguardo  alla  realità  e  alla  rr 


(V  0,  Stolz  —  Die  geometri sche  Bedeitttmg  der  compi exen  El emente  in  àe 
Anaìf/fischen  Geometrie,  Math.  Annalen,  V.  IV,  187t,  p.  416. 

(*)  F,  August  UntersHchtfugen  iìhcr  das  Ini  agi  uà  re  in  der  Geometrif,  ^^' 
Hd,  1872. 


ciproca  posizione  dei  due  piani  stessi,  osserva  che  in  tutti  questi  casi  si  ha  una 
retta  o  reale  o  ìmaginaria  di  1^  specie,  tranne  quando  ì  due  piani  sono  iniagi- 
nnrije  i  loro  sostegni  reali  sono  fra  loro  sghembi.  In  tal  caso,  si  ha  una  retta 
che  non  ha  alcun  punto  reale  e  non  giace  in  alcun  piano  reale,  appunto  una 
ganz  imaginàre  Oerade  ;  della  quale  V  autore  prova ,  più  tardi ,  l'identità  con 
quella  che  si  otterrebbe  come  congiungente  due  punti  dati  imaginari  dello  spa- 
zio, come  pure  con  la  retta  imaginaria  di  2»  specie  dello  Staudt, 

Poste  queste  definizioni  degli  elementi  imaginari,  TAugust  se  ne  serve 
in  alcune  costruzioni  lineari  relative  a  problemi  con  dati  imaginari,  ch'egli  ese- 
guisce sì  nel  piano  reale  che  nello  spazio  con  notevole  chiarezza  e  grande  sem- 
plicità. 

Con  i'August,  e  dopo  di  lui,  molti  e  molti  altri  scienziati  fecero  oggetto 
del  loro  studio  l'argomento  degli  elementi  imaginari  nella  Geometria,  totalmente 
o  in  gran  parte  seguendo ,  con  modificazioni  piti  o  meno  sostanziali ,  i  metodi 
esposti  dal  loro  grande  predecessore  nei  suoi  Beitrdge,  o,  almeno,  nella  Geome* 
trie  der  Lage.  Cosi ,  —  come,  ancor  prima  dell'  August,  il  Paulus('),  lo 
Pfaff  (')  avevano  esposto  nelle  loro  opere,  pur  modificandola,  la  teoria  Staud- 
tiana  ,  —  più  tardi  il  L  ti  r  o  t  h  ,  in  due  Memorie  (•)  pubblicate  nei  Mathematù 
sche  Annalen,  si  atteneva  ai  concetti  si  dello  Staudt  che  dell'August;  se- 
guendo il  primo  per  le  definizioni  degli  elementi  imaginari  di  1*  specie,  il  se- 
condo per  la  retta  imaginaria  di  2*  specie,  ch'egli  definisce  precisamente  come 
l'intersezione  di  due  piani  non  aventi  alcun  punto  reale  comune,  perchè  ritiene 
«  ..,  che  in  tal  modo  risulti  chiara  la  necessità  delVintroduzionCy  e  non  si  abbia 
«   bisogno  di  conoscere  prima  la  teoria  dei  sistemi  involutort  nello  spazio  *. 

SI  lo  Pfaff,  poi,  che  il  Ltiroth  si  occuparono  nei  loro  lavori,  ed  abba- 
stanza diffusamente,  delle  tetradi,  con  riguardo  agli  elementi  imaginari  e  sem- 
pre seguendo,  in  sostanza,  i  concetti  dello  Staudt.  Il  che  più  tardi,  nel  1875, 


(*)  Ch.  VskVLlus-Orundlinien  der  neueren  ebenen  Geometrie^  Stuttgart,  1853. 

(*)  H.  "Pitiff-Neuere  Geometrie,  Erlangen,  1867. 

(5)  L  ti  r  0  t  h^Das  Imaginàre  in  der  Geometrie  und  das  Eechnen  mit  WUrfeny 
Matb.  Annalen,  Voi.  Vili,  p.  144  (della  quale  Memoria  un  più  breve  compendio  si 
trova  nei  Resoconti  della  Reale  Accademia  delle  Scienze  di  Gottinga j  1873)  ;  — e 
L  il  ro  t  h—Das  Imaginàre  id.  id,  Zweite  Abhandlungen,  Math.,  Ann.  Voi.  XI,  p.  84. 
In  questa  seconda  Memoria,  l'autore  studia  la  rappresentazione  degli  elementi  ima- 
ginari nella  Geometria  con  l' aiuto  delle  proiettività  cicliche ,  seguendo  i  concetti 
ohe,  prima  di  lui,  come  è  detto  più  innanzi  nel  testo,  erano  stati  esposti  sullo  stesso 
argomento  dal  Klein. 
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fecero  anche  il  F  i  e  d  1  e  r  nella  seconda  edizione  della  sua  DersteUende  Geo- 
metrie (*),  e  lo  S  t  a  r  m,  in  una  sua  Memoria  {^)  nei  Math,  Annalen, 

Più  tardi  ancora ,  nel  1886  ,  il  Prof.  8  e  g  r  e  (vedi  p.  332) ,  convinto  della 
grande  importanza,  dei  vantaggi  che  sarebbero  derivati  alla  Geometria  proiet- 
tiva dairintrodurre  in  essa  gli  elementi  imaginari,  sia  pure  a  coppiej  esponeva  (') 
un  metodo,  il  quale  si  presta  mirabilmente  ad  ottenere  delle  coppie  di  elementi 
maginari  nella  Geometria  proiettiva  sintetica,  una  teoria  oltiemodo  semplice  e  ri- 
gorosa ed  ha  il  suo  fondamento  nella  considerazione  della  trasformazione  di 
proiettività  mediante  altre  proiettività  :  considerazione  che,  come  osserva  Tautore, 
«  introdotta  anche  nella  teoria  di  Staudt,  potrebbe  semplificarla  in  alcuni 
«  punti  ». 

Nella  Memoria  del  S  e  g  r  e ,  per  coppia  di  elementi  imaginari  (  o  anche 
coppia  di  elementi  doppi  imaginari)  di  una  forma  geometrica  fondamentale  di 
1»  specie  s'intende,  al  modo  di  Staudt,  un'involuzione  ellittica  nella  forma 
stessa,  senza  alcuna  distinzione,  però,  dei  versi,  non  volendosi  considerare  sepa- 
ratamente i  due  elementi.  In  vece ,  a  diflFerenza  di  quanto  avviene  col  metodo 
di  Staudt,  una  coppia  di  rette  imaginarie  sghembe  o  di  2^  specie  (dicendosi 
di  1^  specie  quelle  rientranti  nella  definizione  sopra  data,  le  quali  passano  per 
un  punto  reale  e  stanno  in  un  piano  reale)  vi  è  introdotta  come  un'involuzione 
assiale  o  rigata  ellittica;  e  per  siffatta  coppia  si  chiama  poi  coppia  di  punti  o 
piani  (imaginari)  la  coppia  dei  punti  o  piani  doppi  di  ogni  involuzionCi  di  punti 
0  piani,  contenuta  nell'  involuzione  rigata  e  avente  per  sostegno  una  retta  dop- 
pia di  questa.  La  preferenza  di  tale  definizione  a  quella  scelta  da  Staudt  di- 
pende dal  fatto  che  nel  nuovo  studio ,  non  richiedendosi  la  separazione  delle 
due  rette  mediante  il  verso  dell'involuzione,  ciò  che  probabilmente  aveva  indotto 
lo  Staudt  alla  scelta  della  sua  definizione,— questa  «  pare  meno  biuma,  perchè 

<  sono  infinite  le  quadriche  passanti  per\  una  data  coppia  di  rette^  ed  il  fissarne 

<  una  per  definire  questa  coppia  è  un  difetto  di  simmetria  >. 


(*)  Pi  e  di  er— Die  darstellende  Geometrie  in  Organischer  Verhindung  mit  dtr 
Geometrie  der  Lage,  3»  parte  {Die  costruierende  und  analytische  Geometrie  der  Lagé^^ 
Leipzig,  1875. 

(*)  Sturm— Z76&er  die  v.  Staudt' schen  WUrfe,  Math.  Ann.,  Voi.  IX,  1875, 
p.  333.  In  qaesta  Memoria  l'autore  si  propone  di  ritrovare^  fra  l'altro,  le  proprietà 
commutativa  e  associativa  della  sommale  del  prodotto  delle  tet radi,  ma  per  via  pia 
geometrica  di  ciò  che  non  fosse  stato  fatto  prima  di  lui.  Anche  della  possibilità  di 
porre  una  tetrade  complessa  sotto  la  forma  U  +iV,  essendo  U  e  V  tetradl  reali,  dà 
una  dimostrazione  diversa  da  quella  di  Staudt. 

(^)  S  e  g  r  e  —  Le  coppie  di  elementi  imaginari  nella  G,  protei,  sintetica ,  Hem. 
della  E.  Acc.  delle  scienze  di  Torino,  Serie  II,  V.  38. 

(')  Se  gre  — Opera  qui  citata,  Nota  a  pie  dell'ultima  pagina. 
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Cosi  introdotti  i  nuovi  elementi,  a  coppie,  l'autore  passa  a  definire  le  rela- 
zioni che  queste  possono  avere  fra  loro  e  con  le  coppie  reali ,  dando  tali  defi- 
nizioni in  modo,  che  esprimano  proprietà  valide  anche  quando  le  coppie  che 
si  considerano  siano  tutte  reali.  In  quest'ordine  di  idee,  comincia  col  dire  ar- 
moniche due  coppie  distinte  qualunque ,  allorché  le  loro  rispettive  involuzioni 
sono  permutabili  (chiamando,  in  generale,  permutabili  due  corrispondenze  o  tra- 
sformazioni univoche  in  varietà  qualunque  tali,  che  ciascuna  di  esse  sia  tra- 
sformata in  sé  stessa  dall'altra);  e  di  tale  definizione  (che  dimostra  come  teorema,  sé 
le  coppie  sono  entrambe  reali)  si  serve  immediatamente  per  provare  che  «  di  due 
coppie  armoniche  una  almeno  dev'essere  reale  ».  Introduce  quindi  la  coppia  imagi- 
naria  di  elementi  coniugati  di  un'involuzione  come  quella  'che  è  armonica  alla 
oppia  degli  elementi  doppi  delV  involuzione  stessa^  ossia  la  cui  involuzione  ellittica 
h  permutabile  con  quella  considerata,  alla  quale  si  dice  pure  che  essa  coppia 
zmaginaria  appartiene  \  osservando  subito  che    «   UnHnvoluzione  ellittica  (o  pa- 

<  raboUca)  contiene  soltanto  coppie  reali  ;  un'involuzione  iperbolica,  in  vece,  con- 

<  tiene  infinite  coppie  imaginarie  (le  quali  sono  le  coppie  di  elementi  doppi  delle 
<c  involuzioni  ellittiche  contenenti  la  coppia  degli  elementi  doppi  dell'  involuzione 
«  iperbolica)  » ,  come  pure  che  «  Due  involuzioni  distinte  qualunque  hanno 
«  sempre  comune  una  sola  coppia,  reale  od  imaginaria;  ossia  vi  é  sempre  una 
«  ed  una  sola  involuzione  (o  coppia  di  elementi)  armonica  a  due  involuzioni 
«   (o  coppie)  distinte  date  ». 

Assunta,  poi,  per  rappresentante  della  coppia  di  elementi  uniti  imaginari  di 
una  proiettività  (  che  non  abbia  elementi  uniti  nel  senso  ordinario  )  nient'  al- 
tro che  r  involuzione  unita  della  proiettività  stessa  (*) ,  si  serve  di  essa  per 
introdurre  la  locuzione  di  «  coppia  di  punti  imaginari  di  una  conica  »  ;  lo- 
cuzione ,  la  quale  sta  ad  indicare  la  coppia  dei  punti  uniti  (imaginari)  della 
proiettività,  che  su  una  retta  non  secante  la  conica  viene  determinata  da  due 
fasci  proiettivi  generatori  della  curva  medesima,  e,  quindi,  può  anche  sostituirsi 
con  l'altra  di  ^  coppia  di  punti  imaginari  dHntersezione  della  retta  con  la  co- 
nica ».  A  questo  riguardo,  l'autore  mostra  la  necessità  di  provare,  e  prova  ef- 
fettivamente, l'invariabilità  della  coppia  dei  punti,  reali  od  imaginari,  d'interse- 
zione di  una  conica  con  una  retta,  al  variare  dei  fasci  proiettivi  generatori  della 
curva.  Qaesta  invariabilità ,  non  dimostrata ,  era  stata  prima  tacitamente  am- 
messa (tra  gli  altri,  da  C  h  a  s  1  e  s)  nelle  dimostrazioni  di  parecchi  teoremi,  per 
esempio  questo  di  Desargues,  che  nella  Memoria    in   discorso   è ,   in   ve- 


(•)  L*  involuzione  unita  I  di  una  proiettività  T  viene  definita  dal  Teorema  : 
**  /Se,  data  una  proiettività  qualunque  T  in  una  forma  di  1»  specie,  si  prende  da 
ciascun  elemento  il  coniugato  armonico  rispetto  ai  due  elementi  che  gli  corrispon- 
dono in   r  e  nella  sua  inversa,  esso  gli  sarà  coniugato  in  un^  involuzione  I  ben  de- 
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06,  trattato  eou  tatto  il  rigore  desiderabile.  Cob  noB  xaÌBor  rigore,  e  c^n  la 
massima  generalità,  è  dimostrata  pare  la  proprietà  fondamentale  dei  fasci  di 
coniche  —  il  teorema  di  8 1  a  r  m  —  con  la  sua  proprietà  inversa  e  con  altre  pro- 
prietà sne  consegaenze,  senza  esclndere  nella  dimostrazione  le  coniche  imagi- 
narie,  definite  mediante  sistemi  polari,  in  cai  nessnn  ponto  (reale)  sta  sulla  soa 
polare. 

Né  in  questa  Memoria  mancano  cenni  sulle  coppie  di  elementi  imaginari 
nelle  relazioni  metriche.  Essi  vengono  introdotti  al  modo  di  Staadt,  cioè  con- 
siderando, se  si  tratta  di  punti  imaginari  di  una  retta,  su  questa  un'involuzione 
ellittica  di  punti  col  suo  centro  O  e  con  la  sua  potenza  (negativa)  K,  e  defi- 
nendo i  simboli  OM* ,  ON^ ,  PM  ,  PN  (ove  M  ,  IM  sono  i  punti  doppi  imaginari 
deirinvoluzione  stessa  e  P  un  punto  qualunque  delia  punteggiata)  mediante  le 
eguaglianze 

OM*  =  ON»  -  K  PMPN  =  PO*  -  K  , 

che  si  dimostrano  per  M ,  N  reali,  cioè  nel  caso  dell'involuzione  iperbolica. 

Analogamente,  se  si  tratta  degli  elementi  imaginari  nelle  relazioni  nietricbe 
angolari,  essi  vengono  introdotti^  considerando  In  un  fascio  di  rette  (o  di  piani; 
un'involuzione  ellittica  con  la  sua  potenza  (negativa)  K  e  con  un  asse  (o  un 
piano  principale)  O  ;  ecc.  ecc. 

Col  Prof.  S  e  g  r  e  mi  piace  ricordare  fra  i  più  notevoli  continuatori  della 
teoria  Staudtiana,  più  o  meno  leggermente  modificata  :  -  il  Prof.  S  a  n  n  i  a,  che 
nelle  sue  Lezioni  di  Geometria  proiettiva  (')  introduce  pure  i  concetti  del  S  e  - 
g  r  e  -  col  quale  su  questo  argomento  aveva  avuto ,  durante  la  pubblicazione 
delle  sue  Lezioni^  larga  corrispondenza  (*)  ;  -  il  B  e  y  e  1  (') ,  il  quale  del  pro- 
cesso separativo  di  8 1  a  u  d  t  non  solo  si  serve  teoricamente ,  ma  fa  anche  la 
base  della  parte  operativa  nelle  costruzioni  geometriche  ;— S  almo  n-F  i  e  d  1  e  r , 
nella  cui  opera  (.^)  si  trova  qualche  cenno  della  trattazione  di  Staudt;-e, 


terminata  ;  se  V  non  è  involutoria  I  é  la  sola  involuzione  che  sia  permuiabile  cùn 
r,  cioè  trasformata  in  sé  stessa  da  ?(*)„. 

(•)  S  a  n  n  i  a— Le«iom  di  Geometrìa  proiettiva,  Napoli,  1885-91;  §§  65-74. 

(*)  V.  Segre-Opera  citata,  p.  5,  nota  1*;  e  S  anni  a -Opera  citata,  pre- 
fazione. 

(')  B  eyel— Zur  Geometrie  des  Imaginàren  (tra  i  suoi  Geomttrischen  Studien 
Zurich,.  1886). 

(*)  Salmo  n-r  i  e  d  1  e  n  KegeUchnitte,  Leipzig ,  1887  ,  T.  I. 

(*)  Fatta  eocezione,  nel  caso  in  cui  V  ha  due  elementi  uniti  distinti  per  le  inToInsioai 
paraboliche  aventi  nsp»  in  questi  gli  elementi  singolari 
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in  ine,  per  esser  breve^  il  Ed  iter  (*)  e  il  De  P  a  olia  (})  al  qaali  spetta  il 
merito  grandissimo  di  avere,  airinsaputa  l'ano  dell'altro ,  gaidati  entrambi  dal- 
yidea  del  grande  Euclide  moderno  di  sostituire  agli  elementi  imaginari  enti 
geometrici  reali  ma  per  vie  diverse ,  -  fondandosi  il  primo  su  corrispondenze 
continne  (della  cai  continuità  fa  uso  frequente,  sebbene  forse  non  la  stabilisca 
con  sufficiente  rigore)  e  il  secondo  sulle  corrispondenze  proiettive  nelle  forme 
geometriche  fondamentali  di  1*  specie  (e  sulla  loro  continuità  provata  col  mas- 
simo rigore)y-di  avere,  dico,  mostrato  come  i  risultati ,  che  il  loro  predecessore 
aveva  trovati  per  le  curve  e  superficie  di  2»  ordine,  si  possono  estendere  alle 
curve  piane  di  ordine  superiore,  coi  loro  elementi  imaginari. 

Radicali  modificazioni,  in  vece,  ai  metodi  di  Staudt  furono  apportati  dal 
Klein  in  una  sua  Memoria  (') ,  comparsa  poco  prima  di  quelle  già  citate  del 
L  il  r  o  t  h  --  nella  quale  egli  osserva  che  la  distinzione  dei  versi ,  introdotti  da 
Staudt  in  una  forma  involutoria  per  separare  due  elementi  imaginari-conia- 
gati,  può,  a  tutta  prima,  sembrare  molto  arbitraria  come  quella,  che  non  è  col- 
legata con  r  involuzione  <  e  solo  attesta  in  quale  ordine  noi  dobbiamo  guidare 
€  la  nostra  attenzione  sui  punti  della  retta,  già  ordinati  in  coppie  dell' involu- 
«  zione  •••  ^.  Per  ovviare  a  questo  inconveniente,  il  Klein  propone  per  gli  ele- 
menti complessi  un'altra  rappresentazione ,  della  quale  quella  di-  S  t  a  u  d  t  ver- 
rebbe ad  essere  un  caso  particolare.  Limitandosi  a  parlare  dei  punti  complessi 
di  una  retta,  egli  pone  a  base  delle  sue  considerazioni  una  proiettività  ciclica 
di  grado  n;  avvertendo  che  per  un  punto  complesso  qualunque  si  può  sempre 


(•)  K  6  1 1  e  r—OrundzUge  einer  rein  geometrischen  Theorie  der  algehraischen 
ebenen  Curven^  Berlin,  1887.  Qaesta  Memoria  ottenne  dall' Accademia  di  Scienze  di 
Berlino,  nella  sua  seduta  del  luglio  1886,  l'aggiudicazione  del  premio  Steiner 
come  quella  che^  se  non  totalmente,  in  baona  parte  certo  risolveva  la  questione  di 
fare  per  le  curve  e  superficie  di  ordine  superiore  una  teoria  sintetica  quale  Staudt 
aveva  fatto  per  le  curve  e  superficie  di  2^  ordine  ;  questione  che,  già  proposta  dal- 
l'Accademia stessa  per  il  premio  Steiner  del  1884,  non  era  stata  allora  risoluta 
in  modo  soddisfacente. 

(*)  D  e  P  a  0  1  i  s.  Le  corrispondenze  proiettive  nelle  forme  geometriche  fonda' 
mentali  di  1*  specie^  Mem.  Acc.  delle  Scienze  di  Torino ,  Serie  li ,  T.  42,  1894  ; 
Memoria  che^  benché  pubblicata  dopo  quella  del  K  6 1  t  e  r ,  era  stata  concepita 
prima  che  questa  vedesse  la  luce  (dicembre  1887),  come  prova  il  fatto  che  i  risul- 
tati del  D  e  P  a  o  1  i  s  erano  stati  da  lui  stesso  consegnati  in  un  plico  suggellato 
alla  Beale  Accademia  dei  Lincei  fin  dal  febbraio  del  1887. 

V.  anche  :  De  Paoli  s—  Teoria  generale  delle  corrispondenze  proiettive,  Ren- 
diconti dell'Accademia  dei  Lincei,  Serie  V,  T.  Ili,  1894. 

(*)  K 1  e  i  n— Zwr  Interpretation  der  complexen  Elemente  in  der  Geometrie  (del- 
l' agosto  1872),  Math.  Annalen^  V.  22,  p.  242. 
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determinare  nna  tale  proiettività ,  la  quale,  percorsa  in  un  determinato  senso, 
può  essere  usata  come  rappresentazione  del  punto  stesso. 

Se  si  pone  n  =  2,  allora  si  ha  da  fare  con  un'involuzione  e  si  debbono  al- 
meno considerare  due  coppie,  alle  quali  si  aggiunga  pure  un  verso  determinato 
corrispondente  alla  successione  degli  clementi  delle  coppie  medesime;  siche, 
in  tal  caso,  si  ottiene  Tinterpretazione  dello  S  t  a  u  d  t. 

Così  pure,  nel  caso  che  i  gruppi  della  proiettività  ciclica  siano  composti  dì 
quattro  elementi,  si  che  allora  essi  sono  armonici,— si  cade  nella  rappresentazione 
armonica  staudtiana. 

Il  caso,  però ,  più  semplice  e  di  preferenza  considerato  dal  Klein,  è 
quello  di  n  =  3. 

Se  si  indicano  con  a ,b ^c  tre  elementi  consecutivi  qualunque  di  una  pro- 
iettività ciclica  del  3^  ordine  (la  quale  è,  dunque  individuata  da  essi  elementi. 
un  punto  imaginario  viene  ad  essere  determinato  da  nna  qualunque  delle  per- 
mutazioni abc ,  bea ,  caby  mentre  il  suo  coniugato  sarebbe  rappresentato  da  nna 
qualunque  delle  permutazioni,  inverse  alle  precedenti,  cba,acb,bac. 

Tale,  nelle  sue  linee  generali ,  la  Memoria  del  Klein;  ai  concetti  della 
quale -senza  dubbio  di  notevole  importanza  per  la  Oeometrìa  imaginaria  si  ne. 
campo  pratico  che  in  quello  teorico—  s'informarono  più  tardi,  oltre  a  quello  già 
menzionato  del  L  ù  r  o  t  h  (pag.  337  nota  (')  ),  anche  altri  lavori  più  recenti.  Tra 
questi  ricorderò  una  No.ta  i*)  del  Dottor  A  m  o  de  o— comparsa  in  questo  Gior- 
nale, nel  1888— nella  quale,  considerando  i  fasci  delle  omografie  binarie  che 
lianno  la  stessa  involuzione  unita,  si  viene  a  dare ,  di  un  punto  reale  o  imagi- 
nario d'una  forma  geometrica,  una  rappresentazione  —che  include  quella  dello 
8 1  a  u  d  t  —  mediante  quattro  elementi  reali  della  forma  stessa ,  considerati  in 
un  certo  ordine  come  elementi  consecutivi  di  un'omografia;  i  quali  elementi  con- 
siderati nell'ordine  inverso,  rappresentano  quell'elemento  reale  o  imaginario 
della  forma  che  è  coniugato  al  precedente. 

Questa  rappresentazione,  come  si  vede,  viene  appunto  a  coincidere  con  Tomo- 
grafia ciclica  del  3^  ordine,  usata  dal  Klein,  nel  caso  che  si  debba  conside- 
rare esclusivamente  un  elemento  imaginario  della  forma. 

Finalmente,  tra  gli  altri  parecchi  che  si  occuparono  della  ricerca  di  metodi 
atti  ad  evitare,  nella  rappresentazione  degli  elementi  imaginari,  il  processo  sepa- 
rativo dello  Stand t,    ricorderò    l'Hofmann    (*),  il   Boger   (*),  il  Re- 


(*)  Amo  dQO-Fasci  di  omografie  binarie  e  rappresentazione  geometrica  dtijli 
elementi  imaginari,  Giornale  di  fiattaglini,  1888,  p.  363. 

V.  anche:  Amo  de  O'-Lezioni  sulle  omografie  binarie  (litografate).  Napo!i, 
1887-88. 

(*)  H  0  f  m  a  n  n— Die  Constructionen  doppelt  beriìhrender  Kegelsehnitte  mit  ima- 
gindren  bestimmungastUcken,  Leipzig,  1886. 

(*)  Boger-  Ueber  BUschel  und  Netze  von  ehenen  Polarsystemen  (Programni 
der  HQhere  Btlrgesschule  zu  Hamburg ,  1886). 
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tali   (*);  rnltimo  dei  qnali  ricorse  -come  ho  già  avuto  occasione  di  accennare 
precedentomente,  -  alla  considerazione  di  coniche  coniugate. 

Terminerò  questo  notizie  intorno  al  cammino  fatto  dalla  Geometria  imagi- 
naria  ed  al  progresso,  che  la  rigorosa  concezione  di  essa  —  per  merito  princi- 
clpalmente,  come  s'  è  visto,  dello  S  t  a  n  d  t  —  apportò  nella  Geometria;  parlando 
di  una  felice  generalizzazione  della  Geometria  complessa  medesima,  che  in  questi 
nltimi  tempi;  mediante  V  introduzione  dei  punti  bicomplessi,  faceva  (*)  il  Prof.  8  e- 
gro;  quasi  volesse  convalidare  coi  fatti  quanto  egli  aveva  assento  nel  suo 
Btndio  su  S  t  a  u  d  t  (*)  (V.  p.  328-329). 

L'autore  giunge  alla  detta  generalizzazione  dopo  di  aver  trattato,  nella 
prima  parte,  delle  rappresentazioni  reali  delle  forme  complesse.  Egli  assume 
come  concetto  generale,  per  rappresentare  con  elementi  reali  gli  elementi  ima- 
ginari  d'una  forma  qualunque;  quello  di  «  ricorrere  agli  elementi  reali  che  sono 
incidenti  ad  essi  io  di  considerare  le  coppie  reali  costituite  da  quegli  elementi 
imaginari  presi  coi  loro  coniugati)  2>.  Applicando  questo  concetto,  egli  ritrova  le 
note  rappresentazioni  reali  (  A  r  g  a  n  d-G  auss,  Staudt,  Eiemann  e  Neu- 
mann)  degli  elementi  imaginari  d'una  forma  fondamentale  semplice  e  doppia 
non  solo^  ma  viene  ad  estendere  queste  rappresentazioni  agli  elementi  complessi 
di  una  forma  fondamentale  di  specie  qualunque  n  (ossia  ai  punti  complessi  d'uno 
spazio  qualunque  S„  (*;  ).  «  Si  hanno  » ,   scrive  l' Autore  a  proposito  di  questa 


(*)  Retali  —  Ricerche   sopra  Vimaginario  in  geometria y  Mem.  B.   Acc.    delle 
Scienze  di  Bologna,  1888,  p.  259. 

(*)  S  e  g  r  e.  Le  rappresentazioni  reali  delle  forme  complesse  e  gli  enti  iperal" 
gébriciy  Math.  Annalen,  Voi.  40,  p.  413. 

(*)  Segre— C.  G.  C.   F.  Stand t  ed  %  suoi  lavori,  già  citato,  p.  15. 

(*;  Queste  rappresentazioni,  come  osserva  l'Autore,  si  ottengono: 

"  lo.  sui  punti  reali  di  un  Sj^  (aventi  per  coordinate  le  2n  componenti  reaH 
delle  n  coordinate  dei  punti  dell'  2^),  considerando  in  questo  la  forma  fondamentale 
(riferita  collinearmente  all'  S,^)  composta  degli  S^  passanti  per  un  S^.|  fisso  com- 
pletamente imaginario, 

2^  sulla  ^^^  delle  rette  reali  che  coutengono  i  punti  complessi  dell' S^,  sé 
questo  sì  assume  imaginario  ;  ed  allora  non  vi  saranno  elementi  eccezionali  per  la 
rappresentazione  se  esso  sarà  completamente  imaginario. 

30  sugli  00*'*  punti  reali  di  una  varietà  di  dimensione  2n  (analoga  alla  sfera, 
ed  alla  £  dei  numeri  5  e  6,  varietà  atta  a  rappresentare  le  coppie  di  punti  di  due 
spazi  S^)  appartenente  ad  8,,(„^|)  e  con  le  coordinate  rappresentate  parametrica<^ 
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estenBÌone  ,  «  sulla  varietà  reale  rappresentativa  ♦,  due  schiere  (  oo*  )  coniugaii 
«  di  varietà  particolari^  tali  che  si  può  sostituire  (riferire  proiettivamenie)  alla 
«  forma  fondamentale  oggettiva  F  una  di  queste  schiere  ;  allora  ogni  elemento  di 

<  quella  schiera  insieme  col  coniugato  délV  altra  dà  una  coppia  reale ,  %n  ente 
€  (punto  0  retta)  reale  y  che  serve  a  rappresentare  quelV  elemento  deUa  prima 
«  schiera  e,  quindi,  V elemento  complesso  di  F  >• 

Dopo  avere  cosi  esteso  agli  elementi  complessi  di  nna  forma  fondamenUIe 
di  specie  qnalQnqne  le  rappresentazioni  reali ,  che  si  conoscevano  per  gli  ele- 
menti complessi  d'una  forma  fondamentale  semplice  e  doppia,  Taatore  passa  allo 
stadio  delle  antiproiettività,  le  quali  gli  forniscono  una  prima  classe  di  enti  di- 
versi da  quelli  studiati  dalla  Geometria  ordinaria,  per  esempio  fili ,  tete^  eec  e, 
più  innanzi,  allo  studio  degli  enti  iperalgebrici  in  geniale  (enti  le  cui  imagini 
reali  sono  enti  algebrici. 

È  appunto  nel  definire  alcuni  caratteri  (ordini,  ecc.)  delle  varietà  iperalge- 
briche  col  considerar  queste  come  luoghi  di  punti  (inviluppi  di  rette,  ecc.]  cbe 
volendosi  su  queste  riportare  le  definizioni  degli  stessi  caratteri  (ordini  ecc.- 
delle  varietà  reali  imagini,  si  riconosce  non  essere  più  sufficiente  la  ccHisiden- 
zione  dei  soli  punti  complessi  ordinari,  poiché  si  arriva  alla  difficoltai  che  ^ 
elementi  rappresentativi,  i  quali  dovrebbero  essere  reali  per  poterci  rappresen- 
tare gli  elementi  complessi  della  varietà  oggettiva ,  potrebbero  in  parte  essere 
imaginari.  Ed  altri  inconvenienti  simili  si  avrebbero  anche,  più  in  generale,  se 
si  volesse  parlare  deirintersezione  di  due  varietà  iperalgebriche  qualunque;  nel 
qual  caso,  in  fatti,  le  varietà  reali  imaginl  potrebbero  incontrarsi  in  un  numero 
finito  di  punti  non  tutti  reali,  od  in  varietà  prive  aff'atto  di  punti  reali.  Tìece, 
dunque,  naturale,  per  ovviare  a  questi  inconvenienti,  l'idea  di  non  limitare  le 
nostre  considerazioni  sugli  elementi  rappresentativi  al  solo  campo  reale ,  besd 
di  estenderle  anche  al  campo  complesso  ordinario ,  e ,  conseguentemente ,  sulle 
varietà  rappresentate  di  <  ...  introdurre  dei  punti  bicomplessi,  cioè  degli  enti  ck 

<  ahbiafio  per  imagini  i  punti  complessi  delle  forme  rappresentative^  ed  attrUmirt 
€  questi  punti  bicomplessi  a  date  linee,  superficie^  fili,  tele,  ecc. ,  quando  i  punti 
«  complessi,  che  ne  sono  imagini,  stanno  sulle  varietà  reali,  con  cui  qiulU 
«  sono  rappresentate  ». 


mente  da 

^im-^iym'  (/, w  =  1  ,  .  .  .  ,  n  +  1) 

varietà  d'ordine  (  )  contenente  due  schiere  oo**,  fra  loro  coniogate  di  S^  imagi- 
nari  tali,  che  per  ogni  punto  della  varietà  passa  un  solo  spazio  di  ciascuua  scbiera, 
e  che  gli  spazi  dell'una  schiera  son  punteggiati  collinearmente  da  quelli  dell'  al- 
tra ,  ecc.  eco. 
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DI  questi  nuovi  elementi ^  poi;  cosi  naturalmente,  spontaneamente  sorti  sul 
cammino  progressivo  della  geometria,  1'  Autore  osserva  che  si  può  dare  una  defi- 
nizione diretta,  cioè  senza  ricorrere  alla  rappresentazione,  bensì  ricorrendo  ad 
una  qualunque  delle  note  definizioni  geometriche  reali  dei  punti  complessi  dello 
spazio  rappresentativo  (p.  es.  a  quella  di  S  t  a  u  d  t  mediante  un'involuzione  reale 
ellittica  con  un  verso  della  forma)  e  riportandola  alla  forma  oggettiva. 

E ,  servendosi  appunto  di  questo  concetto,  egli  definisce  una  coppia  di  punti 
bicomplessi  gemelli  mediante  una  certa  involuzione  fìra  elementi  complessi  (ordi- 
nari) di  una  catena  semplice,  alla  quale  basta  poi  aggiungere  un  verso  deter- 
minato della  catena,  se  si  vuole  separare  Tun  punto  bicomplesso  dal  suo  gemello. 

Mediante  questa  felice  introduzione  di  punti  bicomplessi  (che  in  seguito  Fau- 
tore chiarisce  anche  analiticamente,  facendone  il  confronto  coi  numeri  bicom- 
plessi, ì  quali  rientrano  nelle  ricerche  delWeierstrass,  delDedekind,  ecc. 
sui  numeri  complessi  a  più  unità),  la  Geometria  proiettiva  viene  evidentemente 
ad  acquistare  una  nuova  e  potente  generalizzazione.  «  Così  le  ordinarie  trasfor- 
€  mazioni  proiettive  (complesse) ,  le  quali  mutano  gli  elementi  complessi  in  eie- 
<c  menti  complessi,  sono  casi  particolari  di  pbojettività  bicoììplessb  ,  le  quali 
«  mutano ,  in  generale ,  gli  elementi  complessi  in  bicomplessi ,  e  costituiscono  il 
«  gruppo  fondamentale  per  una  geometria  phojettiva  bicomplbssa,  nella  quale 
«  V ordinaria  geometria  proiettiva  complessa  rientra  se  si  fosse  la  varietà  costituita 
€  da  tutti  i  punti  complessi  ;  come  nella  geometria  proiettiva  complessa  rien- 
«  tra  la  geometria  proiettiva  reale  se  vi  si  fissa  la  varietà  dei  punti  reali  ». 

Né  è  detto  che  qui  lo  spirito  generalizzatore  della  matematica  si  debba  ar- 
restare. Che  anzi,  proseguendo  nel  cammino  cosi  chiaramente  e  nettamente  de- 
lineato, si  vede  la  possibilità  di  nuove  infinite  estensioni  in  questa  direzione;  si 
che,  in  generale,  si  potrà  parlare  non  più  solamente  di  varietà  algebriche  e  di 
elementi  complessi,  o  di  varietà  iperalgebriche  e  di  elementi  bicomplessi^  bensì 
di  varietà  s^iperalgebriche  e  di  elementi  s-complessi. 

In  tal  modo  la  Geometria  proiettiva,  e  con  essa  la  Matematica  in  genere , 
viene  sempre  più  a  generalizzare  i  suoi  concetti,  ad  allargare  le  proprie  vedute, 
a  raffermare,  in  una  parola,  quello  speciale  ed  importante  suo  indirizzo^  che  il 
creatore,  possiamo  dire,  della  Geometria  imaginaria,  nella  Prefazione  dei  B  e  i- 
t  r  ft  g  e  ,  caratterizzava  con  le  parole  ;  «  Tndem  die  Mathematik  damach  strebt , 
«  Ausnahmen  von  Regeln  zu  beseitigen  und  verschiedene  Sdtze  aus  einem  Gesichts- 
«  punkte  aufzufassen,  wird  sin  hduflg  genóthigt,  Begriffe  zu  erweitern  oder  neue 
«  Begrife  aufzustellen,  was  beinahe  immer  einen  Fortschritt  in  der  Wissenschaft 
<  bezeichnet  ». 

Torino ,  20  Novembre  1896. 
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SUI  GRUPPI  DI  SOSTITUZIONI  A  COEFFICIENTI  INTERI 

APPARTENENTI  A  UN  CORPO  DI  NUMERI  COMPLESSO 
DI  GRADO  FINITO  QUALUNQUE 

NOTA 

DEL 

Doti.  ADOLFO  VITERBI. 


Nella  presente  Nota  mi  propongo  d^esaminare  i  grappi  di  sostitTuioni  ^ 
nerali  della  forma  di  quelle  studiate  dal  E  r  i  k  e  (*) ,  per  il  caso  in  cni  i  loro 
coefficienti  appartengano  ad  un  corpo  complesso  finito  qualunque  «  (e  sUao 
numeri  interi  di  questo)  laddove  egli  si  restrinse  ai  gruppi  di  sostituzioiii  i  coi 
coefficienti  siano  numeri  interi  d'un  corpo  reale.  Naturalmente  le  sostituioii 
che  qui  si  considerano  sono  in  generale  a  determinante  =  +  1. 

Introdotta  pertanto  la  nota  rapprésntazione  del  Poincaré,  colla  qoald 
si  stabiliscono  trasformazioni  dello  spazio  a  cui  danno  luogo  le  singole  sostìtt* 
zloni  del  gruppo  considerato  applicate  a  una  variabile  complessa,  stabilii  prinu 
sotto  quali  condizioni  un  gruppo  della  forma  considerata  ò  propriamente  di* 
scontinuo.  E  questo  feci  nei  primi  due  §§. 

Nel  terzo  §  indicai  in  qual  modo  si  possa  ampliare  un  gruppo  come  qseLd 
considerato,  pel  quale  siano  sodisfatte  le  condizioni  a  clie  esso  sia  proprìamoue 
discontinuo. 

Un  primo  ampliamento  ai  lia,  oltre  che  colla  nota  riflessione  : 


TW  =  -- 


(*)    V*    F  r  i  0  k  e.    Zur   gruppeatheoretischeii    Groodlegung   der    autotaafphtf 
PuBctioneo  Mathemat.  Annalen  XLII  Bd. 
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ove  >j  deBigni  la  variabile  complessa ,  sulla  quale  si  opera ,  coir  aggregare  al 
grappo  sostituzioni  della  forma  stessa  di  quelle  in  esso  contenute  ma  aventi  il 
cLeterminante  =  ad  un'unità,  a  parte  reale  positiva ,  del  corpo  di  numeri  a  cui 
appartengono  ì  coefficienti  delle  sostituzioni  in  parola  e  col  trasformare;  me- 
diante queste  sostituzioni,  quelle  del  gruppo  studiato. 

Un  secondo  ampliamento  si  ottiene  mediante  le  sostituzioni  della  forma; 


(a) 


ove  a  f^  f'x  ,  Ò  siano  coefficienti  d'una  delle  sostituzioni  del  gruppe  studiato , 
IQq  Bla  la  quantità  complessa,  coniugata  di  )j.  Neirintrodurre  quest'ampliamento 
seguii  il  prof.  Bianchi  (*). 

Cosi  studiai  in  particolare,  fra  le  accennate  sostituzioni,  quelle  che  coinci- 
dono colla  propria  inversa.  E ,  pure  seguendo  il  prof.  Bianchi  giunsi  a  in- 
dicare,  mediante  le  considerazioni  geometriche,  a  cui  dà  luogo ^  lo  studio  di 
queste  ultime  sostituzioni  il  metodo  per  determinare  il  poliedro  generatore  ot- 
tenuto da  quello  studiato,  ampliandolo  mediante  le  sostituzioni  della  forma  (a). 


§.  I 


1.  Sia  il  corpo  di  numeri,  complesso  k^  ove  Tindice  n  che  supporremo  es- 
sere un  numero  finito  intero  qualsivoglia  designi  il  grado  del  corpo  in  questio- 
ne. Dicasi  (b),  ,  (1)2 . . .  co^)  la  base  di  k^  di  minimo  discriminante.  Indi,  aggregate 
al  corpo  in  parola  le  radici  quadrate  di  due  numeri  P ,  Q  fissi  appartenenti  ad 
esso,  ma  tali  però  che,  né  VP  >  né  VpQ  gli  appartengano,  si  consideri  la  so- 
stituzione lineare,  applicata  alla  variabile  complessa  73  : 


(1) 


^  VQ(-C+Dn/P))H-A-BVF 


ove  A  ,  B ,  C ,  D  siano  numeri  interi  di  k^  sodisfacenti  all'equazioni  : 


(2) 


A*-PB»  +  QC»-PQD*  =  1. 


(•)  V.  B  i  a  ne  h  i.  Sui  gruppi  di  sostituzioni  liiiéari  con  coefllbienti  appartenenti 
or  óorpi  Quadratici  imaginarii.  Mathemat.  Annaien,  VoL  40. 


)(  848  )( 

Cioè  la  BOStitnzioDe  (1)  sia  unimodalare.  Neiripoiesi  che  nelle  ricerche  ae- 
gaenti  supporremo  sempre  verificarsi,  che  P ,  Q  siano  numeri  reali,  dette  rispet- 
tivamente a"  ,  B"  j  C^ ,  D"  le  parti  reali  di  A ,  B  ,  C  ,  D  e  À~,  B~,  C",  D~  i  coef- 
ficienti delle  parti  imaginarie  dei  numeri  stessi  è  chiaro  che  la  (2)  è  equiva- 
lente al  seguente  sistema: 

A«-A«-P(P--B«}+Q(C^-C*)--PQ(D'-D«)  =  1 
AA-PFB"-fQC"C"-PQD"D"  =  0 

È  poi  chiaro  che  la  sostituzione  (2)  è  perfettamente  individuata  dalla  qua- 
terna di  numeri  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  talché  seguendo  il  F  r  i  e  k  e  potremo  designarla 
con  (A  ;  B ,  C ,  D).  Le  sostituzioni  della  forma  (1)  costituiscono  un  gruppo.  Con- 
sideriamo infatti  un'  altra  sostituzione  della  stessa  forma  e  parimenti  unimo- 
dulare  : 

^      j^.(A'  +  B>/P  )>!-}- >/^(C'-fD'>/f 


>/Q"(C'-i-D'\/P  ))J  + A'-B'n/P 

ove  siano  A',B',C';D'  altri  quattro  numeri  interi  di  k^.  La  sostituzione -pro- 
dotto di  U  (ri) ,  U'  (ri)  sarà  ancora  una  sostituzione  della  loro  stessa  natura.  Infatti 
in  primo  luogo  è  evidente  essere  essa  unimodulare,  in  secondo  luogo,  posto: 

^        VQ  (-  C"  +  D"  ^  n  +  A"+B"VP  )  ^^ 

i  quattro  numeri  A" ,  B" ,  C" ,  D"  che  definiscono  U"  (»j)  sono  dati  da  : 

A"  =  AA'  +  PBB'  -  QCC  +  PQDD' 

B"  =  AB'  +  BA'    +QCD'-QDC' 

C"  =  AC  +  PBD'  +  CA'     -  PDB' 

D"  =  AD'  +  BC  -  CB'  +  DA' 

sono  cioè  essi  pure  numeri  interi  del  corpo  k^. 

Il  grappo  costituito  dalle  sostituzioni  della  forma  (1)  ohe  si  pttengono  fi^ 
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cendo  assumere  a  ciascuno  dei  numeri, A, B  ^G^D  infiniti  valori  appartenenti 
al  campo  dei  numeri  interi  del  corpO;  k^,  tali  però  che  sia  per  ciascuna  delle 
qnateme  di  numeri  della  forma  A ,  B  ^  C ,  D  soddisfatta  la  (2;  (ossia   il  sistema 

(2')  )  è  trasformato  in  sé  stesso  dalla  riflessione   T  rt)  = . 

Detta  brevemente  V()j)  la  sostituzione: 


UT()j)  = 


(CV5"4^D^/Q)l^^f  A  +  B  VP 
(-A  +  B^/P))J  +  (C  VQ-d  >/PQ> 


le  sostituzioni  della  forma  V  ()])  che  ottengansi  mediante  le  diverse  quaterne  di 
numeri  interi  di  k^  che  rendano  sodisfatta  la  (2)  costituiscono  alla  lor  volta  un 
^uppo  che  è  <  il  gruppo  delle  sostituzioni  Viri),  ampliato  mediante  la  rifles- 
sione T{ri)  >. 

Come  osservò  il  F  r  i  e  k  é ,  per  il  caso  in  cui  sia  k^  un  corpo  reale^  anche 
anche  qui  si  vede  che  se  Q  è  il  quadrato  d'un  numero  aònartenente  a  A;^  e  di 
norma  ±  1  le  sostituzioni  D ,  V  sono  identiche  (per  brevità  scriveremo  sovente 
U  anziché  U(*J)  ecc.  ecc.),  che  allora  la  T  è  compresa  nel  gruppo  delle  sosti- 
tuzioni U. 

2.  Come  fu  fatto  per  i  gruppi  di  sostituzioni  appartenenti  a  corpi  complessi 
di  2.0  ordine  dal  Poincaré  (')  e  dal  Bianchi,  (*)  ci  varremo  anche 
qui  della  seguente  rappresentazione  geometrica. 

«  Si  consideri  al  solito  il  piano-sostegno  dei  valori  della  variabile  complesi 
i]  I  di  cui  diremo  ^  la  parte  reale  i  il  coefficiente  della  parte  imaginaria.  Dicasi 
e  un  terzo  asse  ortogonale  si  a  ^  che  a  C  :  indi,  posto  brevemente  : 

A+B>/F=a,  VQ(C4-DVP")  =  E  ,  VQ(-C  +  D^/F)  =  y  ,  A-BylJ=S 

si  convenga  d'  adottare  la  notazione  deir  H  e  r  m  i  t  e ,  di  rappresentare  cioè  la 
quantità  coniugata  d'una  data  quantità  complessa  col  simbolo  stesso,  con  cui 
si  rappresenta  questa  affetta  dell'  indice  0.  Si  faccia  quindi  corrispondere  ad 
ogni  sostituzione  della  forma  (0  una  trasformazione  della  metà  superiore  dello 
spazio  (quella  ver  cui  s>  0)  tale  che  le  coordinate  d' un  suo  punto  qualsiasi 


(})  Poincaré.  Memoire  sur  les  Groupes  kleinéens. 
(*)  Bianchi  L  e. 
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ehe  diremo  (( ,  m  siano  trasformate  rispettiTamente  nelle  eòordinate  é*  y 
pnnto  date  dalle  relazioni: 


n'  (ossia  V  -f-  CO  =  P;«To-f«a8-f.o^YPA 


altro 


(3) 


Vo 


^  P*n:«  +  2  T  5o  +  «0T08  +  8  8^ 


T^P*T  +  »T5*-fr-»o7Q8-^8** 


ove  si  ponga: 


p»  =  5^-hti  +  «« 


P**  =  t'»  + 1"  +  «•*. 


La  corrispondenza  cosi  stabilita  fra  le  sostituzioni  del  grappo  considerato  e  le 
accennate  trasformazioni  della  metà  superiore  dello  spazio  è  univoca.  È  poi 
ovvio  che  per  i  punti  del  piano  r^ ,  cioè  per  z^O^  le  (3)  si  riducono  alia  sola  (1). 


Sn. 


1.  La  questione  fo&damentale  obe  si  presenta  nello  studio  del  gruppo  con- 
iderato ,  grappo  che  designeremo  semplicemente  eoi  simbolo  r  (1?^  :  F ,  Q>  è 
quella  di  stabilire  se  esso  ammetta  un  campo  in  cui  sia  propriamente  discon- 
tinuo e  quale  esso  sia.  Per  giungere  alla  risoluzione  di  tale  questione  per  il 
gruppo  da  noi  studiato  è  mestieri  che  ricordiamo  alcuni  risultati  che  furono  sta- 
biliti nella  teoria  dei  numeri.  Le  proposizioni  di  questa  teoria  alle  quali  dovremo 
ricorrere  sono  le  seguenti  : 

1.®  Intesa  per  unità  d'un  dato  corpo  di  numeri,  ogni  numero  intero  del 
corpo ,  la  cui  norma  sia  =  +  1 ,  se  fra  i  2n  corpi  coniugati  che  ottengonsi  com- 
plessivamente dal  corpo  di  grado  2n  che  risulta  da  un  corpo  reale  di  grado  n 
ampliandolo  coll'aggiunta  delle  radici  quadrate  di  due  suoi  numeri  P, ,  Q,  tali 
che  né  P, ,  né  P|  Q,  siano  quadrati  di  numeri  che  gli  appartengano  ve  né  sono 
2cB  reali^  nel  corpo  in  parola  di  grado  2n  vi  sono  n+a;-2  unità  indipendenti  >. 

2.0  Detto  A  un  numero  positivo  d'un  eorporealerdl  grado*»  Ude  ehe  però 
VA  non  appartenga  a  questo  corpo  <  nel  corpo  in  parola  »  v*  è  vn'  infinità  di 
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ordine  n  +  se^v  —  1  di  coppie  di  nameri  interi  ohe  sodisfano  l'equazione  4tUa 
forma  di  quella  Pelliana:  V 

A*  -  A  B*  =  1  > 

ove  X  abbia  il  significato  datogli  nella  prop.  precedente  per  il  corpo  di  grado 
2n  che  s'ottiene  ampliando  il  corpo  in  parola  nel  modo  colà  indicato,  v  designi 
il  numero  delle  unità  indipendenti  che  vi  sono  nel  corpo  reale  considerato  ». 

3.0  Fra  i  numeri  interi  d'un  corpo  qualunque  finito  di  grado  r  ve  ne  è 
solo  un  numero  finito  tali  che  essi  ed  i  numeri,  in  cui  essi  si  cambiano  allorché 
dal  corpo  in  parola  si  passa  a'  suoi  singoli  coniugati  abbiano  il  modulo  inferiore 
ad  una  costante  assegnata. 

2.  Premesso  questo  si  considerino  i  due  corpi  che  s'ottengono  considerando 
rispettivamente  le  parti  reali  e  i  coefficienti  delle  parti  imaginarie  dei  numeri 
costituenti  la  considerata  base  di  k^. 

Questi  due  corpi  saranno  reali,  e  siano  yi ,  v  ({i ,  v  naturalmente  <—n)  i  loro 
rispettivi  gradi.  Si  pongano  quindi  le  seguenti  condizioni: 

a)  Detti  rispettivamente  k'y^ ,  k\  i  due  corpi  in  parola  col  trasformarsi  di  k^ 
ne'  suoi  singoli  coniugati,  altrettanto  avvenga  di  fc'j^ ,  k\.  Si  verificherà  poi  in  tal 
guisa  il  caso  che  a  due  coniugati  distinti  di  fe'j^ ,  ad  es.  àll'i^"*  ed  all'i  +  ifc*^"* 
potrà  corrispondere  uno  stesso  dei  coniugati  di  k'^, 

b)  I  numeri  P ,  Q  siano,  come  si  stabili  reali  :  siano  quindi  numeri  apparte- 
nenti al  campo  dei  numeri  interi  del  corpo  che -ha  per  base  i  numeri  puramente 
reali  che  vi  sono  nella  base  di  k^  e  per  nessuno  dei  c^rpi  coniugati  di  k^^  cor- 
rispondane numeri  coniugati  di  P ,  Q  che  siano  identici  con  essi. 

Indicheremo  pertanto  con  A  ,  B ...  i  numeri  di  Ar'^^  con  A  ,  B  ...    i   numeri 

di  k\.  Cosi  designeremo  con  A  la  parte  reale  del  numero  A  di  fe^,  con  A  il 
coefficiente  della  parte  imaginarla  del  numero  stesso.  Stabiliremo  quindi  l'altra 
condiziooe  seguente  : 

«  Il  gruppo  di  sostituzioni,  i  cui  coefficienti  siano  numeri  appartenenti  al 

campo  dei  numeri  interi  di  A;'^,  ampliato  mediante  l'aggiunta  di  yfP,  >/Q  aventi 
la  forma  di  quelle  considerate  dal  Fricke  (loc.  cit.)  e  aventi  il  determinante 
=  all'unità  positiva  sia  propriamente  discontinuo.  Le  condizioni  necessarie  e  suf- 
ficienti affinchè  ciò  sia  sono  le  tre  seguenti,  come  fu  dimostrato  dallo  stesso 
Fricke,  basandosi  sui  citati  principii  della  teoria  dei  numeri  : 

1.»  Tutti  i  corpi  coniugati  con  k'^  siano  reali  : 

2.»  Tutti  i  numeri  coniugati  con  P,  eccettuato  P  stesso,  siano  negativi. 

d.«  Tutti  i  numeri  coniugati  con  Q  siano  positivi. 

Dico  poi  che  :  <  Se  oltre  ad  essere  sodisfatte  tutte  le  condizioni  precedenti 
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è  sodisfatta  anche  l'altra  che  i  corpi  coningati  di  k\  che  siano  reali  abbiano  la 
pr^Tietà  seguente  :  Detto  cioè  Id^  uno  qualunque  di  questi  che  corrisponda,  nella 
trasformazione  di  k^  ne'  suoi  coniugati;  ad  un  coniugato  k\  di  k^ ,  il  numero 
di  k\  che  è  il  coefQciente  della  parte  imaginaria  d'un  numero  la  cui  parte  reale 
sia  un  numero  qualsiasi  a  di  k'^^  abbia  sempre  il  modulo  <\k\"y  allora  il  gruppo 
r(A:^;  P,Q)  è  propriamente  discontinuo  nello  spazio  o  nella  porzione  di  questo, 
per  la  quale  detto  gruppo  dà  luogo,  come  avviene  dei  gruppi  Eleiuiani  e  come 
si  vedrà  innanzi  ad  una  divisione  in  poliedri. 

Infatti  si  considerino  le  v  equazioni  coniugate  colla  prima  delle  (2')  del  §  K 

(1)       (A;  -  P,.)*-P/B;-  %y  +  Q^(C«^-55^)-P^Q^(d;-^)2  =  i     y=vf  l...n-l). 

corrispondenti  ai  corpi  coniugati  di  k\  che  sono  reali.  Si  noti  che  coU'indicej 
apposto  ad  un  numero  A,^  +  ik^.j  di  k^  si  intenderà  il  numero  che  gli  corri- 
sponde neir /•*"**  dei  corpi  coniugati  di  k^  (cosi ,  come  s' è  detto ,  potrà  darsi 
che  per  due  o  più  valori  di  j  s'abbia  uno  stesso  numero  A^-  ;  da  uno  stesso 
numero  k^.j  ecc.  ecc.). 

Indi  si  considerino  le  n-v— 1  equazioni  coniugate  colla  prima  delle  (2*)  del 
§  lo  corrispondenti  ai  corpi  coniugati  di  A;'^  che  sono  imaginarii  :  esse  avranno 
evidentemente  la  forma: 

Dalle   premesse  poste  risulta  evidente  che  i  quattro  numeri: 

in  ciascuna  delle  (1)  sono  numeri  interi,  positivi  e  di  modulo  <  1  :  altrettanto 
avviene  dei  quattro  numeri 


Conseguenza  di  ciò  è  che,  in  virtù  del  terzo  dei  citati  principi!  della  teoria  dei 
numeri  vi  sarà  rispettivamente  nei  due  corpi  k'^yk\  un  numero  finito  di  cop- 
pie di  numeri 

A* ,  F   ;    F ,  B*    ,    0  ,  C"   ,    D"  ,  D", 

che  abbiano  il  modulo  inferiore  ad  una  quantità  assegnata  e  che  rendano  so- 
disfatta la  prima  delle  (2')«  In  qualunque  modo  poi  la  seconda  delle  (2')  porta 


Digitized  by 


Google 


nn' ulteriore  limitazione  nella  scelta  dei  numeri  da  assumersi  come  coefficienti 
delle  sostituzioni  del  corpo  considerato. 

Ora  dalle  formolo  (3)  del  §  1"^  risulta  che  si  potrà  dire  essere  il  gruppo 
considerato  propriamente  discontìnuo  quando  si  sia  provato  questo  :  «  Usando 
cioè  per  i  coefficienti  delle  sostituzioni  di  detto  gruppo  la  notazione  semplifi- 
cata introdotta,  nel  N.o  2  del  §  1°  si  deve  provare  che,  considerata  una  sosti- 
tuzione generica  di  coefficienti  a  ,  p  ,  f  ,  o  e  dette  rispettivamente  5' ,  J'  >  ^'  1® 
coordinate  del  punto  dello  spazio  nel  quale  essa  trasforma  un  punto  di  coor- 
dinate 5 ,  C ,  2  e ,  fissato  un  numero  e  sodisfacente  alla  condizione  d'essere  >  z, 
v'  è  soltanto  un  numero  finito  di  quaterne  di  numeri  interi  a ,  /3 ,  ^ ,  6  del  corpo 
che  s'ottiene  ampliando  k^  coll'aggiunta  di  *JP  ,  VQ  che  rendano  soddisfatta 
la  disuguaglianza: 


ossia 
(2) 


TTo  +  >!T^  +  ^oTfo8  ,  8oo<y 


^'TTo  +  (T>I  +  8)(To*Io  +  8o)<  Y 


per  ogni  valore  fisso  dato  rispettivamente  ai  numeri  $  ,  J  ,  a  ,  s.  Infatti  l'essere 
sodisfatta  questa  condizione  significa  che  «  Prese  ad  arbitrio  due  coppie  di  piani 
paralleli  ai  piani  coordinati:  ^z  j^Zy  aventi  per  equazioni  rispettivamente: 


$  =  Z    ,    l  =  m    ,    C  =  r    ,     C  =  m' 


e  considerata  la  regione  del  prisma  che  essi  racchiudono ,  situata  nella  metà 
dello  spazio  superiore  al  piano  >]  al  di  sopra  del  piano  parallelo  a  questo  e  de- 
finito da  :  2=6,  ove  s  sia  la  quantità  positiva  arbitraria  che  figura  nella  (2) , 
nella  regione  in  parola  non  vi  può  essere  che  un  numero  finito  di  punti  equi- 
valenti rispetto  al  gruppo  considerato.  Infatti  dalla  IV*  delle  formolo  (3)  del 
§  P  s'ottiene  nell'ipotesi  posta  di  %*  <t  la  (2).  Ora  è  chiaro  che ,  sotto  le  con- 
dizioni poste  dianzi  per  i  corpi  k^  ,  k'^ ,  k\  e  per  i  numeri  P ,  Q ,  fra  ì  coeffi- 
cienti delle  sostituzioni  da  noi  considerate  ve  ne  è  solo  un  numero  finito  che 
sodisfino  la  (2).  Infatti  dicansi  brevemente  {k^^,  \JV  ,  VQ  )  ,  (A:'^  VP  ,  VQ  )  i  corpi 
che  risultano  da  k*^  ,  k\  rispetlivamente  aggregando  loro  nel  modo  indicato 
VP ,  VQ  •  Diremo  col  F  r  i  e  k  e  :  numeri  coniugati  entro  il  corpo  [k*^  VP,  VQ)  dtic 
numeri  della  formaA4-B"VP  ,  A-B  VP  o  della  forma 

VQ(A  +  b"  Vp),  VQ(a-b"  Vp") 

e  manterremo  questa  definizione  per  i  numeri  {k\  ,  VP  ,  VQ  ).  In  base  a  ciò  le 
parti  reali  e  i  coefficienti  di  quelle  imaginarie  rispettivamente  delle  coppie  di 
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numeri  a  e  5,  /S  e  y  saranno  coniugate  le  prime  nel  corpo  (^•'^;  ^?  ,  ^Q)ìk. 

condì  entro  il  corpo   {k\  ;    VP   ,   v'Q  )•  Ora  qua  i  io  per  costraire  le  sostitnajni 
del  nostro  gruppo  si  possono  assumere  solo  in  nu.iero  finito  le  quaterne  di  ni- 

meri  A  ,  B  ,  C    ,  D    del  corpo  k*^  e  quello  A  ,  B       ,  C  ,  D   del  corpo  If,  uli 

che  le  coppie  di  numeri  A  e  A,  ,  B  e  B, ,  0  e  C,  ,  b  e  D,  abbiano  contempo- 
raneamente il  modulo  inferiore  ad  una  costante  assegnata,  avverrà  che  nel  corp-o 

(^'pt  >  P  >  Q)  "^ì  s^r^  solo  ^°  numero   finito   di  numeri  della  forma  A  +  B  vf) 

\/(i  [C  h  D  \'P)  e  nel  corpo  (fc/'  ;  P  ,  Q)  vi  sarà  solo  un  numero  finito  di  numeri 

della  forma  A+B    \/P   ,  VQ  (C  4  D    VP    e  così  pure  in  (&'^,P,Q)  vi  sarà  solo 

un  numero  finito  di  numeri  della  forma  A— B  ^'Q  ,  \'Q(C-D  >/F,  che  si 
possano  assumere  come  coefficienti  delle  sostituzioni  del  nostro  gruppo  e  de 
abbiano  il  modulo  inferiore  ad  una  costante  assegnata.  Ciò  risulta  dal  fatto  ek 
per  essere  i  coniugati  di  P  negativi  le  loro  radici  quadrate  sono  imaginarie  ed 

i  moduli  dei  coniugati,  ad  es.  di  A  — B  \/P  sono  essenzialmente  positivi  e  per 
ridurli  inferiori  ad  una  costante  assegnata  conviene  assumere  abbastanza  piwoli 
A  e  B  ).  Ne  viene,  come  si  vede  sviluppando  il  primo  membro  della  disugai- 
glianza  (2)  che  v'  è  solo  un  numero  finito  di  coppie  di  numeri  interi  ^ ,  ò  di 
(fc„  ;  P  ,  Q)  tali  che  le  loro  parti  reali  e  i  coefficienti  delle  loro  singole  partì 
imaginarie  sodisfino  la  ^2)  perchè  questa  6  sodisfatta  essendo  il  suo  primo  membro 
essenzialmente  positivo,  solo  da  numeri  inferiori  in  modulo  ad  una  costante  as- 
segnata. Ma  con  y  7  5  sono  fissati  per  ogni  singola  sostituzione  del  nostro  gropp-o 
anche  a  ,  ^^  come  risulta  dalla  forma  stessa  delle  sostituzioni  studiate.  Segue  da 
ciò  la  verità  del  nostro  asserto  ,  talché  è  provata  la  discontinuità  propria  del 
gruppo  V  (k^  ;  P  ,  Q)  nello  spazio  od  in  una  certa  regione  di  questo.  E  dalle  «n- 
dizioni  poste  segue  anche  la  discontinuità  propria  di  F  {k^^  ;  P  ,  Q)  nel  piano  ;>'. 

8.  Dalle  considerazioni  precedenti  risulta  evidente  che  se  è  propriamente 
discontinuo  il  gruppo  T(k^^  ;  P  ,  Q)  é  propriamente  discontinuo,  e  a  più  forte  ra- 
gione, il  gruppo  analogo  a  questo,  in  cui  a  k^  si  sostituisca  il  corpo  dei  numeri 
complessi  coniugati  ai  singoli  numeri  di  k^.  Per  convincersi  di  questo  basta  ia- 

fatti  esaminare  le  (1),  (!';  le  quali  quando  da  A -f  B  VP~,  ^/Q^(C  +  D  vP)---^ 
passasse  rispettivamente  ai  numeri  complessi  coniugati  ad  essi  diverrebbero  ri- 
spettivamente 

V+V^P(%HB;«)  +  Q(C/^+^)-PQ(^^  (Ì  =  l...t?) 

(Ay+Ty)»-  p  (b;+  5)  +  Q  ^^-^  c;)«-pq(d;-'^)«  =  i. 


; 


Detto  k^  1  accennato  corpo  di  numeri  considereremo  quindi  1  aggregato  dei 
due  gruppi 

r(A:„;P,Q)         ,         r(fc;;P,Q) 

il  gruppo  cioè  che  risulta  dall'insieme  delle  sostituzioni  di  detti  due  gruppi  e  di 
quelle  che  risultano  combinando  fra  loro  le  sostituzioni  dei  gruppi  stessi.  Consi- 
dereremo cioè  il  gruppo  costituito  dairinsieme  delle  sostituzioni  delle  due  forme: 


jj  1(A  ^BNT+t(A  +  BVP)h^  VQl(C-hD  VP)+i(C-hD  n/P  )  | 

\/Q  i  (-  0"+  D  VP  )f  n- C"+  D  N/P';|ri+(A"-  B  VP+i;CA-f  Vp) 


U'C») 


i  (A  4-  B  Vp  )-t  (A  +  B  \/p  )  I  y;-f  Vq  j  (C  -f  D  \/P  )-i  (C  +  D  VP  )  t 
\  Q  1  (-  C~+Ì)  \lFyi  (-  C"+  D'v'P")  ì  ri+(A -Fn/P)-  i  [A^  B" Vp  ) 


Così  quando  sia  propriamente  discontinuo  r(fc^;P,Q)  ha  tale  proprietà 
anche  quest'ultimo  gruppo  che  designeremo  brevemente  con  r(k^  ,  ifc^  •,  P  ,  Q)  o 
per  maggiore  semplicità,  quando  ciò  non  possa  dar  luogo  a  equivoci,  con  r. 

D'  ora  in  avanti  supporremo  senz'altro  sodisfatte  tutte  le  condizioni  stabilite 
per  la  discontinuità  propria  del  gruppo  r  che  esamineremo. 

§.  III. 

1.  Preso  ora  in  esame  un  gruppo  della  forma  r  studieremo,  seguendo  in  ciò 
il  F  r  i  e  k  e  l'ampliamento  che  subisce  il  gruppo  r,  quando  ad  esso  si  aggreghino 
sostituzioni  più  generali  di  quelle  considerate  dianzi  della  forma  : 


Una  tale  sostituzione,  mediante  la  quale  si  potrebbe  ampliare  r  sarebbe  quella 
il  cui  determinante  sia  un'unità  del  corpo  k^.  AU'infuori  di  questa  condizione  la  so- 
stituzione considerata  abbia  la  forma  generale  di  quelle  studiate  dianzi.  Soltanto 
quando  si  presenti  il  caso ,  in  cui  il  determinante  della  sostituzione  in  parola 
sia  =  ad  un'unità  negativa  di  k^ ,  sì  assumano  per  coefficienti  della  80^titu2ione 
le  quaterne  di  numeri  della  forma  : 


( 


CVQ-PVPQ        -A  +  B\P' 


)/Cv/q+dVpq     a  +  bVp     \ 
Va-B\/p      -cVq+pVpq/ 


(eoa  A  ,  B  ,  C ,  D  si  potranno  Lnteudere  sia  numeri  della  forma  A  +tA   ,  B  +iB  . 
sia  /  loro  complessi  coniugali). 

Cosi  II  modulo  d'una  sostituzione  siffatta  sarebbe  : 


m 


A*  -  PB^  +  QC^  -  PQD'  =  ±  E, 


Naturalmente  quest'equazione  si  scinde  in  due  :  una  frsL,  le  parti  rcafij  TsJffa 
fra  quello  Imflginarì©  rispettivamente  dei  due  membri.  Nt^Jia  (J)  poi  deve  e^ser 
sempro  la  parte  reale  del  primo  membro  positi  va  ^  ìii  base  alle  condizioni  p'j&tó 
gì  per  la  (1)  che  per  tutte  le  equazioni  coniugate  a  questa  :  cosi  si  prènderanno 
In  esame  soltanto  unità  di  A'^  cbe  abbiano  la  parte  reale  positiva.  Si  coDsid^fi 
poi  che  due  unità  fra  quelle  che  si  presero  in  esame.  E,  E  tali  che  il  quoziente 
E  E"'  sia  il  quadrato  d'una  nuova  unita  del  corpo  considerato  danno  luogo  al 
una  stessa  Bostituzione  ^  perchè  non  porta  differenze  sostanziali  il  moltiplieaj? 
tutti  i  coefficienti  d^una  Bostitiizionc  della  forma  da  noi  considerata  per  nn'imiià 
di  k^.  Si  consideri  poi  che  io  eosiituzioni  il  cui  determinante  sia  =  ad  nn*imiil 

±  E  di  A;„  tale  che  ^±  E  sìa  ancora  un  numero  intero  di  k^  sono  le  sostituzioni 
dello  BtesBo  gruppo  r{Ar^  ;  P  ^  Q)p  Si  giunge  allora  ripetendo  il  procedimento  te- 
nuto dal  Fricke  in  ca«o  analogo  alla  conclusione  seguente: 

«  Il  gruppo  r  (k^^  ,  fe^^  :  P  ,  Q)  è  contenuto  come  sottogruppo  distinto  d'indie* 
finito  nel  grujjpo  sostituito  dall'insieme  delle  so&tituzioni  della  forma  stessa  di 
quelle  di  detto  gruppo^  ma  aventi  il  determinante  ^  alle  diverse  unità  di  k^  e 
delle  trasformate  di  queste  sostituzioni  mediante  la  riflessione: 

T  (13)  =  --  :^  . 

2.  Ora  studiercmo,  seguendo  il  prof.  Bianchi  un  altro  ampliamento  Im- 
portante  che  sì  può  far  subire  al  nostro  gruppo  e  che  è  quello^  mediante;  sostitr 
zioni  della  forma  : 


(ove  si  introduca  la  solita  notazione  semplificata  e  si  intenda  per  a  si  un  numero 
della  forma  a^  -\-Ìa^j  sì  un  numero  deiraltra  forma  a^  -  ia^  e  slntenda  al  solito 
con  iji  la  quantità  complessa^  coniugata  di  73). 

Lo  formole  di  trasformazione  analoghe  a  quelle  del  Poincaré  per  sost'r 
tuzione  di  tal  natura  sono  quelle  stesse  del  §  1^  in  cui  però  aij  si  sostituisca  ij. 

Considerati  i  gruppi  ebe  ottengonsi  come  insieme  delle  sostituzioni  V\r,' 
cbe  si  vengono  a  determinare ,  facendo  percorrere  ai  numeri  A  j  B  ,  C  ,  D  con 


CUI  sono  costruiti  «  ,  ? ,  Y  ,  o  tutti  i  valori  compresi  nel  campo  dei  numeri  interi 
€Lì  k^  compatibili  colla  condizione  : 


e  colle  altre: 


A2-PB2  +  QC«-PQD«  = 


-ad  un'unità  di  k^  sl  parte  reale  positiva  s'otterranno  gruppi  nei  quali  r  (A:^ ,  P  ,  Q) 
è  contenuto  come  sottogruppo  distinto  d'indice  finito. 

Fra  queste  studieremo,  seguendo  il  prof.  Bianchi,  particolarmente  le  so- 
stituzioni di  periodo  2,  le  quali  cioè  coincidono  colla  propria  inversa  L'inversa 

della  sostituzione  U  (>])  sarebbe  : 


To  ^0  —  «0 


la  quale  coincide  colla  sua  inversa  solo  a  patto  che  sia  : 

Jc  essendo  un  fattore  di  proporzionalità.  Ora  per  essere  ; 

(o  ad  un'  unità  di  A;^)  dovrà  essere  &*  =  1  ossia  A:  =  ±  1  da  cui 


oppure  : 


So  =  a        Po  =  -  P        To  =  -  Y        «0  =  5- 


Ne  viene  che  la  sostituzione  U  (ij)  potrà  avere  una   di  queste  forme   (data 
la  forma  delle  sostituzioni  che  qui  si  considerano  : 


U-(^)  ^  __  (A  +  tA;>^o+ VQ  (C  f  D  VP  )       ^      ^  (A-fiA)if|a4-t\/Q(C+D  y/P) 
VQ(-CVd  N/P)>lo-hA   -  il  WQ(-C  +  D  VP))Jo+ A-tA 

C       P 
Vale  a  dire  C ,  Q  nella  prima  di  queste  sostituzioni  y  -r  ,  —r  ^  nella  seconda  do- 

t        % 
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Trapno  essere  costruiti  cogli  elementi  puramente  reali  della  base  di  k„.  Ci  re- 
stringeremo poi,  per  ora  alle  sostituzioni  della  forma  U(i])  di  determinante  =  ri. 
Perciò  le  riflessioni  nel  primo  tipo,  saranno  tutte  e  sole  quelle  costruite  con  im- 
meri A  ,  À  ,  C" ,  D  tali  da  rendere  sodisfatta  la  condizione  : 

(2)  -A»  +  A»)-^QC»-PQD«=  1, 

quelle  del  secondo  saranno  tutte  e  sole  quelle  costruite  con  numeri  À  ,  A  tali 
che  : 

(3)  A«-f  P  -  Q  C»  -  PQ  D«  =  1. 

Per  le  sostituzioni  del  primo  tipo  si  ottengono  facilmente  con  un  calcolo 
materiale,  mediante  le  formole  del  Poincaré,  le  formolo  seguenti  : 


5'- 


l/Q(-C   -fD    \/P) 
A 


^-■1= 


Q(-C  +  D  VP>* 


v/Q(-C-hD  v/P) 


\      VQ(-C  +  DVP)/        \      VQ(-C-t-DVP)/ 


B  -A- 

(i)  =  « _       _      _     _ 

jf  ^ VQ  (-0  +  D  VP 


V5"(-c-)-dVp)» 


V  ~VQ(-C  +  D>/P)/  V  ^~  VQ(-C  +  DVP)/*'' 


z'^  ' 


Q(C  -I-  p  VF)« 


V     VQ  (-C -f  D  n/P  )  /   "*"  V      \'9(-C-f-Dv/P)/'^'' 


Queste  formole  rappresentano  manifestamente  un'  inversione  per  raggi  vettori 
reciproci  rispetto  alla  sfera  < 


(5) 


\      v'Q(-"Cf  DVP)/  ^  V     »'Q(-C  +  P  VP)/  "^^     Q(-CfDV^)* 
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Le  sostituzioni  \](ii)  del  secondo  tipo  danno  luogo,  in  base  sempre  alle  for- 
molo del  Poincaré,  formole  seguenti  : 


A 
"  VQ(-C'+D"\/P) 

T 

VQ(--C+D  \/P) 


Q(-C+D  VP) 


6— -A— =-Y+6+^=-4^-^)  +«* 

V      VQ  (-C  +  VP)  /       \      VQ  (-G  +  D  VP)/ 


(6)  5'+^       ^ 


VQ(-C  +  D  VP) 
A 


?  + 


v/Q(-C+D  VP") 


Q(-C  +  D  Vf)* 


('     VQ(-c  +  'd  VF))  ""  V"'vq(-c  +  5VF))  ^'* 


\         \/Q(-C  +  D  VP)/        \        \/Q  (-C  +  D  n/Pj/ 

Queste  formolo  rappresentano  un'inversione   per  raggi  vettori  reciproci  ri- 
spetto alla  sfera: 

^^^    V  VQ(-C4-dVp)/  ^  V  ^  VQ{-c  +  fvFJ  "^  "' 


Q(.CtD  Vp)^ 


Facendo  percorrere  ai  numeri  A  ,  A  ,  C  ,  D  tutti  i  sistemi  di  valori  tali  che 
siano  sodisfatte  rispettivamente  le  equazioni  (2) ,  (3)  s' ottengono  tutte  le  sfere 
definite  rispettivamente   dalle  equazioni  (5) ,  (7)  relative  alle  sostituzioni  della 

forma  U  (yì)  del  gruppo  r  ampliato  nel  modo  indicato. 

Queste  sfere  si  diranno^  adottando  la  definizione  del  prof.  Bianchi;  Sfere 
di  riflessione  relative  al  gruppo  r  ampliato  mediante  le  accennate  sostituzioni 
(rtflessioni)  della  forma  (6) ,  (?)• 
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3,^  Premesso  questo,  passiamo  a  studiare  1  periodi  delle  sostitozioni  del 
gruppo  r  e  più  specialmente  di  quelle  che,  in  base  alla  nota  classificazioDe  delle 
sostituzioni  della  forma  studiata  sono  da  dirsi  ellittiche.  Trattandosi  di  gruppo 
discontinuo  il  periodo  di  dette  sostituzioni  è  finito.  Il  moltiplicatore  d'una  sosti- 
tuzione ellittica,  che  serve  a  definire  il  suo  periodo,  è  per  una  sostituzione  della 
forma  U(>j)  (§  Io)  dato  da: 


e  per  sostituzioni  d'un  gruppo  propriamente  discontinuo  è  =  ad  una  radice  m«^ 
dell'unità  (m  numero  finito).  Quando  s'eseguisca  una  sostituzione  ellittica  (v.  Poin- 
caré e  Bianchi  loc.  cit.)  rimangono  nella  trasformazione  dello  spazio  a  coi 
essa  dà  luogo,  fìssi  tutti  i  punti  d'un  circolo  ortogonale  al  piano  ^C-  Ora  tuu 
sostituzione  ellittica  si  ha  quando  la  parte  reale  di  A  <  1.  Segue  da  ciò,  in  virtù 
di  quanto  si  disse  a  §  2^  sulla  natura  dei  numeri  corrispondenti  a  A  nei  singoli 
coniugati  di  V^  che  la  norma  della  parte  reale  di  A,  la  quale  come  si  sa  è  un 
numero  razionale,  deve  essere  in  valore  assoluto  <  1  :  essa  deve  dunque  essere 
identicamente  nulla.  Cioè  deve  essere  A  e  per  conseguenza  (in  causa  della  na- 
tura di  k^)  anche  A  =  0  ossia  A  =  0.  Ne  viene  che  k  non  può  avere  che  il  va- 
lore —  1 ,  ossia  : 

«  Nel  gruppo  r  esistono  solo  sostituzioni  ellittiche  di  periodo  2. 

La  forma  d'una  sostituzione  parabolica  di  r  che  abbia  per  punto  doppio  un 

punto  >Jo  =  T"  si  determina  facilmente  (v.  Bianchi  loc,  cit.)  purché  il  coeffi- 
ciente che  si  designa  con  B ,  nel  coefficiente  di  y]  al  numeratore ,  sia  tale  de 
B  —  sia  ancora  un  numero  intero  di  k^. 

Deve  poi  in  una  tale  sostituzione  essere  B  =  C ,  ove  con  -  C  si  designi  il 
secondo  coefficiente,  mentre  il  coefficiente  di  /]  al  denominatore  deve  essere  sem- 
plicemente B. 

4.  Ora  determiniamo  gli  angoli  sotto  cui  s'intersecano  le  sfere  di  riflessione 
considerate.  Fisseremo,  seguendo  il  Bianchi  di  considerare  per  angolo  di  dne 
sfere  quello  formato  nella  regione  interna  ad  entrambe.  Cosi  detta  d  la  distanza 
dei  centri,  r ,  r'  i  rispettivi  raggi ,  A  l'angolo  cercato,  si  avrà  : 

cP  =  r*-f  r'*-f  2  rr' COSA. 

E  le  due  sfere  si  segano  o  si  toccano  rispettivamente  a  seconda  che  la  so- 
stituzione ottenuta  combinando  le  due  riflessioni  relative  ad  essa  è  ellittica  o 
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parabolica.  Per  la  proprietà  vista  delle  sostituzioni  ellittiche  di  r  di  poter  essere 
solo  a  periodo  2,  le  sfere  di  riflessione,  quando  si  tagliano,  si  potranno  tagliare 
soltanto  ad  angolo  retto. 

Ciò  posto,  è  facile  indicare  come  si  determini  il  poliedro  generatore  di  r. 
Si  considera  infatti  una  regione  R  dello  spazio  limitata  da  sfere  di  riflessione  e 
tale  che  nel  suo  intemo  non  penetri  alcun'altra  sfera  di  riflessione.  E  si  cominci 
<ial  considerare  una  fra  le  dette  regioni  dello  spazio,  nel  cui  intemo  trovisi  ron- 
dine  del  sistema  d'assi  ^  ,  Zz. 

Gli  angoli  diedri  di  questa  regione,  come  si  vede,  hanno  per  misura  un  an- 
golo   retto,  onde  con  successive  riflessioni  sulle  sue  facce  operate  su  R,  si  ven- 
g'ono    a  ottenere  le  altre  regioni  della  rete  di  poliedri,  (i  quali  per  la  disconti- 
nuità del  gruppo  sajanno  tali  che  non  avverrà  mai  che  due  di  essi  abbiano  una 
porzione  comune),  coi  quali  fu  suddivisa  la  metà  dello  spazio  relativa  a  2  >  0.  A 
questa  divisione  dello  spazio  diede  luogo  appunto  un  sottogruppo  del  gruppo  otte- 
nuto da  r  ampliando  nel  modo  indicato,  sottogruppo  che  ha  per  poliedro  generatore 
R.  È  poi  evidente  che  questo  sottogruppo  è  sottogruppo  distinto  d'indice  finito  del 
gruppo  in  cui  è  contenuto  perchè  ogni  sostituzione   di  detto  gruppo  ampliato 
trasforma  in  sé  stessa  Taccennata  rete  di  poliedri.  Il  numero   delle  facce-  di  R 
sarà,  naturalmente  limitato  e  così  pure  quello  de'  suoi  spigoli  e  de'  suoi  vertici. 
Quindi  sarà  limitato  il  numero  delle  sostituzioni  del  gruppo  ottenuto  con  ampla- 
mento  di  r,  gruppo  che  diremo  brevemente  r,  le  quali  trasformazioni  sé  stessa 
l'accennata  rete  di  poliedri.  Detto  m  l'indice  che  ha  il  gruppo  di  poliedro  fon- 
damentale R  rispetto  a  r  il  poligono  fondamentale  di  r  si  otterrà  suddividendo 
K  in  regioni  equivalenti  rispetto  a  sostituzioni  del  gruppo  stesso  :  una  di  queste 
sarà  il  poliedro  fondamentale  cercato. 


f 
Note  :  P  Le  considerazioni  precedenti  non  si  presenterebbero  essenzialmente 

diverse  qualora  si  considerasse  il  gruppo  ottenuto  da  r  mediante  ampliamento 
colle  accennate  sostituzioni  a  determinante  =  ad  un'unità  (a  parte  reale  positiva) 
del  corpo  k^, 

IP.  Nella  nuova  opera  di  Klein  e  Ericke:  Vorlesungen  tiber  die  Theo- 
rie  der  automorphen  Functionen  sono  studiati  gruppi  poliedrali  d'  altra  natura 
a  coefficienti  appartenenti  a  corpi  di  numeri  di  grado  qualunque  (superiore  a,  2), 
gruppi  che  possono  dar  luogo  ad  altre  ricerche. 
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SUL  CALCOLO  DI  QUALCHE  DETERMINANTE  NUMERICO 


NOTA 


DEL 


Prof.  TITO  CAZZANIGA  a  GSttingen. 


1.  n  Sig.  Mangeot  in  una  sn«,  Nota  recente  (*)  ci  dà  i  dae  segnenti  svi- 
luppi : 


(1) 


(2) 


dove  Gn(«r)  ®  Hi*(«r)  hanno  le  seguenti  espressioni: 
2a,  la,  0 

4a,  3a|  2ao 


(10  Gw(«r)  = 


6a, 


5a. 


4a. 


...  0 
.  .  .  0 
.  .  .  0 


(2n-2)a^.,    (2»-3)a^.,    (2n-4)a^.,  .  .  .  {n^l)a^ 


(*)  Sur  une  méthode  de  developpement.  An.  École  N.  1897  pag.  247. 
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(2') 


H„(ar)  = 


la. 


2a, 


Sa. 


2ao  0 

4a2  5a, 


0 
0 
0 


Questi  sviluppi  servono  a  calcolare  assai  semplicemente  alcuni  determinanti 
numerici.  Mi  limito  in  quanto  segue  ad  accennare  qualche  facile  esempio. 

2.  Poniamo  in  particolare 

I  due  sviluppi  (1),  (2)  diventano: 


i 


^a„x' 


r  =  e»  =  1  + 


.     n  !  2" 


per  cui  identificando  con  (1)  e  (2)  si  ottengono  i  due  notevoli  risultati 

I  due  determinanti  calcolati  sono  analoghi  ai  determinanti  di  fattoriali  con- 
siderati dal  Prof,  d'  0  V  i  d  i  0. 

3,  Analogamente  è  possibile  di  porre  sotto  forma  di  determinante  i  numeri 
di  Eulero  e  di  Bernoulli: 
a\  Kicordiamo  la  formola  : 


coso? 


2ml 


e  identiflohiamo  con  la  (1).  Risalta 


doTe  ; 


Gt«>.  («r)  =  0 


rtf.i  =  0 


G,,n  'a,)  =  E. 


"»'  =  ^-  ^^"  27! 


pi?r  la  nota  espressione  del  coeeno.  Risalta  per  qaeato  verso  il  nnmero  E^, 
uguale  ad  un  determinante  d'ordino  2ot  nel  quale  però'si  possono  sopprimerf 
le  linee  dì  ordine  dispari  e  le  colonne  di  ordine  pari ,  parche  si  raccolga  ni 
fattore  opportaDo, 

Per  tal  modo  ei  è  ricondotti  alla  nota  forma  di  G  1  a  i  e  h  o  r  : 


Eim  ^  2m  ! 


1 

2! 

1 

1 

l 

n 

21 

1 

l 

6! 

6! 

21 


.      0 


2mì      2m  -  2  !      2m  -  4  T  '  '  2  ! 


B)  Analogamenlc  indicando  con  S  Feapraesione: 

xe^  1 


S=^ 


e-^-1      V  (- 1)"  as'*-^ 


e  definendo  S  mediante  la  formola  (1),  e  neirordinario  modo  mediante  i  numeri 
bernouillìani,  si  ottiene  Tidentità: 


1  + 


2^  +  2 


B, 


2«! 


l  +  i«^  +  É8.(..>fc^'^ 


donde: 


Qf»..  («r)  -  0 


Bi«  -  Gi„  fa,)  (  -  »r-* 


sapendo  che  ; 


a^  = 
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Procedendo  come  per  i  numeri  di  Eulero  è  facile  ridurre  B,„ ,  ora  espresso 
per  un  determinante  d'ordine  2^ ,  in  un'altro ,  di  cui  la  forma  finale  è  ancora 
quella  di  Qlaisher: 


1 
2! 


^2»  = 


1 
3! 

4! 


1_ 
2! 

1 
IT 


2m! 


2m  f  1  !      2wi  !      2w  —  1  ! 


3.  Altri  determinanti  numerici ,  di  cui  si  può  stabilire  il  valore  in  modo 
semplice^  e  che  sono  molto  interessanti  per  la  loro  forma,  si  otterrebbero  dalle 
identità  : 


sen 


X         /l  — cosx 

T  =  V——. 


cos 


Il  +  cosce 


quando  i  primi  membri  si  sviluppino  colla  formola  ordinaria^  ed  ai  secondi  si 
applichi  lo  sviluppo  (2).  A  questi  e  a  tutti  gli  altri  che  parimenti  si  possono 
ottenere^  a  noi  basta  di  accennare. 

4.  Notiamo  da  ultimo  un  metodo  che  deriva  direttamente  dalla  (1),  (2)  per 
calcolare  speciali  determinanti  di  determinanti  numerici^  o  costruire  identità. 
Poniamo  per  brevità  : 


(3) 

(4) 


(-1)"-^'H>,) 


(n  =  1 ,  2  ...  «  ) 
(n  =  1 ,  2  .  ,  .  oc  )  ; 
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allora  le  formolo  (1)  (2)  diventano  : 

\0  /  CIq         1 


(2")  (ia,ary=^^^  +  U'„ar 

Da  qui  si  ha  Identicamente: 
(5)  (-  +  Zb^arf'  =  La^ar 

(6;  (V5r  =  S5'„a;"y  =  Sa.ar 

e  la  prima  ci  d&  sabito  la  formola: 

ni 
od  anche  : 

dove  Qri^g)  indica  il  determinante  (1')  preso  di  ordine  v,  e  la  quantità  fra  pa- 
rentesi {  -  }  rappresenta  le  quantità  da  sostituirsi  agli  elementi  a^  nel  determi- 
nante G^(a^)  y  affinchè  l'identità  sia  soddisfatta.  Il  che  vuol  dire  che  la  formola 
a),  esprime  il  valore  di  un  determinante  numerico ,  se  nelle  {  —  |  noi  poniamo 
il  valore  di  b^  già  calcolato  oppure  un  determinante  di  determinanti  se  per  6^ 
poniamo  Tespressione  fornita  dalla  (3). 

Cosi  nella  (6)  sviluppando  il  quadrato  e  paragonando  i  coeff.  si  ha: 

j  >/^  b'n  +  ^'i  K^i  +  •  •  •  +  K^i  b\  +  K  VS^  j  =  «n 
e  sostituendo  alle  ò'^  s  riducendo  si  ha  l'identità  frsL  determinanti  : 

(-1)    2    a,      a^-      ^,  ^n-l!l!^n-2!T!^'"^ 


Digitized  by 


Google 


o  più  Bemplicemente 


(b) 


2H„      yH,H„.,^ 
n!        ^^  r\n-r\ 


-i-^r< 


E  questa  si  può  cousiderare  come  una  forinola  ricorrente  tra  i  determinanti 
della  forma  H^  (ao)  ;  e  cosi  come  la  formola  (a)  è  identica  per  qualunque  valore 
seelto  ad  arbitrio  dei  numeri  : 

ao  a,  a,  ,  .  .  .  ,  a^. 

5.  A  titolo  di  verifica  applichiamo  le  formolo  (a)  ^  (ò)  al  caso  del  n.  2.  Ivi 
abbiamo  ottenuto 

G>.)  =  G„(l)  =  l      ;      H„(a,)  =  H„Q)  =  (-ir+«. 

Sostituendo  ora  in  (a)  e  (6)  tenuto  conto  che 

1 


«0  =  1  «n  = 


n\ 


si  ottiene  dopo  lieve  riduzione  : 

OT  s(:)=^--i 

nella  seconda  delle  quali  si  è  tenuto  calcolo  che 

(»)  =  !  e  r)  =  -^-,. 

I  risultati  ottenuti  essendo  noti  verificano  interamente  le  formolo  trovate. 


Gottinga  14  Marzo  1898. 
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LINEE  CONTENUTE  NELLE  RIGATE  DI  ORDINE  n 

IMMERSE  NELLO  SPAZIO  DI  n  + 1  DIMENSIONI 
NOTA 

DI 

FRANCESCO  PALATINI. 


È  noto  che,  escludendo  i  coni,  vi  sono  —5-  od  -   (secondo  che  n  è  impari 

o  pari)  gruppi  di  rigate  d'ordine  n  (necessariamente  razionali)  immerse  nello 
spazio  lineare  ad  n+1  dimensioni.  Appartengono  ad  un  medesimo  grappo  quelle 
che  hanno  la  direttrìce  minima  di  egual  ordine,  e  queste  sono  projettivamente 
identiche  fra  loro.  Chiamando  7**  la  direttrice  minima  di  una  delle  nostre  rigate 

F,**  (dev'essere  o<m< per  n  dispari  e  o<m<-  pern  parij,  le  curve  irri- 
ducibili di  ordine  w-fc  {o<3c<m)  che  questa  contiene,  tutte  curve  normali,  formano 
un  sistema  lineare  di  grado  n-2fc,  dimensione  n— 2à:+1,  e  due  curve  di  due  di 
questi  sistemi  degli  ordini  n— A;' ,  w—A:"  si  tagliano  in  n— &'— fc"  punti  (^. 

Mi  propongo  in  questa  breve  Nota  di  stabilire  tutti  i  sistemi  di  curve  di  F," 
d'ordine  maggiore  di  n.  Le  considerazioni  che  vengono  svolte  nel  seguito  sono 
applicabili  anche  ai  coni. 

1.  Sia  q  un  numero  positivo  intero  tale  che  la  somma  n+1+9  sia  divisibile 
per  g.  Allora  so  è 

U  = >  w  -f- 1  (a) , 


(')  S  e  g  r  e  :  SulU  rigait  razionali  in  uno  spazio  lineare  qvaìvnque.  Atti  Acc. 
Torino  1884. 

Del  Pezzo:  Sulle  superficie  di  ordine  n  immerge  mllo  spazio  di  n-\-  \  di- 
mensioni, Rend.  Acc.  Napoli  188'». 
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le  generatrici  di  F,**  sono  situate  in  uno  spazio  lineare  a  A:  +  w  dimensioni  0) , 
p>osto  che  questo  numero  sia  minore  di  n+1.  Ora  se  una  curva,  della  nostra  su- 
perficie, di  ordine  w  +  3  — e  (^<s<3""l)  taglia  ogni  generatrice  in  g  punti , 
quel  ^x-^m  ^a  ^^"^  questa  curva  n  +  1  4-3>^  +  5  —  e  punti  in  comune,  perciò  la 
contiene,  il  che  è  assurdo  perchè  un  S^  passante  per  esso  taglierebbe  F,**  in 
una  linea  di  ordine  maggiore  di  n. 

Però ,  affinchè  ciò  avvenga ,  dev'essere ,  come  si  è  ora  notato , 


n+l+fi' 


+  m  <  n  +  1 , 


ossia 


m  < 


((7-l)(n  +  l)-g 


il    che  dice  che  curve  d'ordine  n\t  («  =  g'  —  e)  seganti  ogni  generatrice  in  g  punti 
non  possono  aversi  se  è  possibile  trovare  un  intero  positivo  g>t^  tale  che  es- 


sendo n  +  1  +  5  multiplo  di  g  si  abya  w  < 


07-l)(nH-l)-(? 


.  Ma   se   questa    è 


soddisfatta  per  un  certo  valore  di  5 ,  lo  è  anche  per  ogni  altro  minore  di  esso, 
e  quindi  anche  per  il  più  piccolo  valore  maggiore  o  uguale  a  «,  tale  che  ag- 
giunto a  n  +  1  dia  una  somma  divisibile  per  g^  valore  che  sarà  dunque  della 
forma  t-^-r^  (dove  >j  avrà  un  certo  valore  compreso  fra  0  e  </  —  1).  Possiamo 
perciò  concludere  che  :  /S'è  q  è  un  intero  positivo  tale  che  n  +  1  +  q  sia  divisibile 
per  g,  condizione  necessaria  affinchè  sulla  ¥^  esista  una  curva  di  ordine 


n  +  t  =  n  +  (q  —  Ti)(0<)j<g 
segante  ogni  generatrice  in  g  punti,  è  che  sia 

(g-l)(n+l)-q 


-1) 


(1) 


m> 


g 


2.  Questa  con  la  (a)  ci  dà 

!L±i±i-i>(g-^)(-^^)-^      Cioè      (p),>(l^  +  (,-i). 


9 


9 


T      /.x       .      .         1-  .     .      (^— l)(w  +  l)-2      n 

La  (1)  poi  esige  che  per  n  pan  sia  -^ -^ — i  <  -- 

9  2 


e  per  n  impari 


(^~l)(n-fl)-g^n-l 
9  -    2 


(*)  Segre  1.  e.  no  9. 
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le  quali  danno  rìs petti vattiento 

delio  quali  la  prima  è  contenuta  nella  (P),  mentre  la  seconda  contiene  la  (?). 
Dunque:  Affinchè  sulla  E,**  esistano  curve  di  ordine  n-|-t=^n  +  (q— >])(0<ì'j<g— 1), 
dove  q  ha  il  significato  attribuitogli  nel  precedente  teorema^  seganti  ogni  genera- 
trice in  g  punti,  è  condizione  necessaria  che  abbia  luogo  la 

(2)  q>^-^  +  (g-l)       o,a       (2')       q  >  (-ÌZÌ^)  ^.  (g_  i) 

secondo  che  n  è  pari  o  impari. 

3.  Se  poi  è  ^'  ^ — -  <  w  +  l ,  allora  k  generatrici  sono  indipendenti  e 

perciò  individuano  uno  spazio  lineare  di  dimensione  2k—lj  il  qual  numero  è  in 

generale  minore  di  w+l.  Difatti  essendo  k<mhl  è  (y)  2^*— l<2m  hi ,  e  dovendo 

n  —  1 
essere  per  n  dispari  m< e  perciò  2wf-l<n,  così  da  questa  e  dalla  (7)  si 

n 
deduce  2k-\<n  \  se  poi  n  è  pari,  dovendo  essere  wi<-,  da  questa  e  dalla  (7) 

n 

si  ricava  2/i;— l<n+l,  dove  il  segno  eguale  ha  luogo  soltanto   per  «1=-.  Dun- 

n 
que  ad  eccezione  del  caso  m=-  ,    per   n    pari,   è   sempre,  neir  ipotesi    fatta, 

2fc-l<n+l,  per  cui  T  S,j^_,  sopra  nominato  contiene  la  C"^',  ciò  che  è  assurdo. 
Ne  segue  che:  Eccettuato  il  caso  in  cui,  essendo  n  pari, si  abbia  in=-,  condi- 
zione necessaria  affinchè  sulla  Y^  esistano  curve  di  ordine  n+(q— >5)(0<i5<g— 1) 

seganti  ogni  genere 

il  solito  significato, 

D''ora  in  poi  supporremo  in  generale  che  per   n  pari  non  sia   w  =  -  ,  del 
.*,  2 

qual  caso  parleremo  a  parte. 

4.  Posto,  tenendo  conto  delle  i2),  (2'),  rispettivamente  q  ~  "-"  -  -h  (^— l)+g 

(^-2)(n+l)  ^,     , 

G  ^- 2 +'^-i)+«(«>0),  e  sostituite  queste  espressioni  nella  (I),  si  ot- 
tiene, secondo  che  n  ò  pari  0  impari 

^       *         .  *»  ^  n-1     «-1 


seganti  ogni  generatrice  in  g  punti  è  che  si  abbia  (3) >  m-^t,  d&te  q  ha 


^^)  ^»^T ^         (^'> 


m. 


'i        Q  '  ""-     2  g     ' 
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le  quali  per  essere  stato  scelto  q  in  modo  che  sia  divisibile  per  g  il  nnmeratore 
della  (a)  e  quindi  anche  quello  della  (1),  esigono  che  sia  rispettivamente  8  ed 
s^l  multiplo  di  ^,  e  queste  relazioni  esprimono  condizioni  necessarie,  rispetti- 
vamente per  n  pari  ed  n  impari,  per  resistenza  sulla  F,**  di  curve  seganti  ogni 
generatrice  in  g  punti  e  dei  rispettivi  ordini 

(posto  f  =  a?  +  «  ,  ^-  1  >a?>0},    e    h  +  (g^  -  r^)  -f  r=  ^liiiJ  +  (^-2) +  «->;  = 
=  —  +  «  +  («-!)  =  —^ — -  +  t'    (posto    i'  =  a;  f  «  —  1).  Se  ora  si  osserva 

8  9  ~-  1 

cbe  i  numeri  interi  —  ed  sono  rispettivamente  il  massimo  numero  di  volte 

che  g  è  contenuto  in  <  e  in  t\  possiamo  concludere  :  Se  vi  sono  sulla  P^**  curve 
serranti  ogni  generatrice  in  g  puntiy  esse  devono  essere  di  ordine  ~-  4- 1  (t  >  0)  o 

éé 

g(n  -f  1) 

. ' — "  +  t'  (t'  >  0),  secondo  che  n  è  pari  o  impari,  ed  il  tipo  di  F,**  non  può 

essere  inferiore  rispettivamente  a   —  —  a  od   — a',  essendo  a  ed  a'   rispetti- 

t        t' 
vamente  il  massimo  intero  contenuto  in     -  e  — . 

Cosi  per  flr  =  1  non  è  contradditorio  con  le  conclusioni  trovate  che  vi  siano 
curve  di  ordine  maggiore  di  n— 1  sopra  superficie  di  qualunque  tipo,  compresi 
i  coni,  per  <7— 2  deve  essere  l'ordine  maggiore  di  n,  e  se  questo  ordine  è  n  +  1 
la  F/*  non  può  essere  ohe  del  tipo  più  elevato,  se  l'ordine  è  n-»  2  la  F^**  può 
essere  dell'uno  o  dell'altro  dei  due  tipi  più  elevati  per  n  pari  e  soltanto  del  tipo 
più  elevato  per  n  impari  ecc. 

5.  Dalla  (1)  si  ricava  la  (5)  n  +  q'>g{ti  —  wi)  +  (^  -  1),  che  è  un'altra  forma 
di  quella  condizione  necessaria  per  l'esistenza  sulla  F^**  di  curve  tagliami  ogni 
generatrice  in  g  punti,  e  dell'ordine  n^\^q  —  r^  (0<rj<^-l).  Le  curve  del  mi- 
nimo ordine  che  potranno  aversi  quando  sia  soddisfatta  l'anzidetta  condizione 
saranno  dell'ordine  n^q-  (flf-lj;  ma  dalla  (5)  si  ricava  n^q  -  {g—l)>g(n—m)  y 
cioè  non  minore  di  g(n-m)  potrà  esser  l'ordine  di  curve  seganti  ogni  genera- 
trice in  g  punti.  Dunque  :  In  una  Fj**  di  tipo  m  non  possono  trovarsi  curve  se- 
ganti ogni  generatrice  in  g  punti,  di  ordine  inferiore  a  g(n-m;. 

6.  Ora  vedremo  che  le  condizioni  necessarie  espresse  dai  teoremi  dei  n.*  pre- 

n 
cedenti  sono  anche  sufficienti,  continuando  nell'ipotesi  di  m  diverso  da  —  nel 
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caso  di  n  pari.  Ciò  risalta  subito  dal  fatto  che  sulla  F^^  il  sistema  compiete 
(o  normale)  multiplo  secondo  g  del  sistema  C*"**  ed  i  sistemi  completi  che  si 
ottengono  sommando  questo  sistema  multiplo  col  fascio  (nel  nostro  caso  razio- 
nale) costituito  dalle  generatrici,  ed  il  sistema  cosi  ottenuto  ancora  col  fascio 
delle  generatrici  ecc.  ^')  soddisfano  tutti  alle  accennate  condizioni.  Difatti  uno  di 
tali  sistemi  sarà  di  ordine  g{n-'m)'\'U  (w>0),  perciò  soddisfa  alla  condizione  data 
dairultimo  teorema.  Di  più  per  n  pari  si  ha 

e  ^  è  contenuto  in  flr(~  — m)+t^,  che  è  il  ^  del  teorema  del  numero  4, --m+x 

volte  (a?  >  0),  e  allora  si  ha  -- —  a  =  m  —  a;,  e  perchè  l'ordine  supera  ^  ed  il  tipo 

n 
m  non  è  inferiore  di  m-x,  cioè  di  ^  ""^i   ®^^^   ^^®  restano  soddisfatte   anche 

le  condizioni  espresse  dal  teorema  del  no  4.  Altrettanto  dicasi  per  n  dispari. 

Una  C'*+'  taglia  in  n-\-t  punti  ogni  C**,  quindi  anche  una  composta  di  m 
generatrici  e  di  una  C*""*,  e  di  questi  cadendone  mg  nelle  m  generatrici,  se  la 
0^*+'  taglia  ogni  generatrice  in  g  punti,  ne  cadranno  n-\'t  —  mg  in  C*"***.  Coti 
adunque  una  qualsiasi  curva  di  ordine  g{n—m)-\^u  segante  ogni  generatrice  in 
g  punti  sarà  tagliata  da  ogni  C**""*  in  g{ji-2m)-\-u  punti.  Perciò  chiamando  con 
^g-^ft/g-e  rispettivamente  il  grado  e  il  genere  del  sistema  [C^"')^'**^>]  multiplo 
di  [C*"*"]  secondo  il  numero  g-e  («>0),  avremo  (*) 

»y     =  ^y-i  -I-  (^  -  2m)  +  2ig  -  l)(n  -  2m)        y^     =  y^.|  +  (^  -  l){n  --  2fii)  -  1 

05^.,  =  OOg^t  4-  (n  -  2fn)  -f  2(g  -  2)(n  -  2m)        y^.,  =  Pg^^  +  f^  -  2)(n  -  2m)  -  1 


a;,     =0?,     +  (n  -  2m)  4-  2(?i  -  2m)  y,    =  y,    +  (n  -  2m)  -  1 

a7j     =  n  —  2m  y^    =  0. 


(*)  Enriques:  Introduzione  alla  geometria  sopra  le  superficie  algebriche , 
no  10.  Mem.  della  Società  italiana  delle  scienze,  1896. 

(*)  Enriques:  1.  e.  n.  10  e  16.  V.  anche  Castelnuovo  e  Enriques: 
Sur  quelques  récents  resultata  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques,  §  9.  Matfa. 
Ann.  Bd.  48. 
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Dalle  prime  e  dalle  seconde  di  queste  eguaglianze  ricaviamo ,   sommando 
membro  a  membro  : 

(6)        a?^  =  ^»(w-2m)  ,  (7)       y,  =  ^-^^^  (ri  -  2m)  - (^- 1). 

Chiamando  poi  con  x^.j^  ,  y„^  (  '^  >  0  )  rispettivamente  il  grado  e  il  genere 
di  uno  dei  nostri  sistemi  [  c^('»-»»)+«*-'^  ] ,  si  ha  : 


^g    =^»(n-2m)  y,    =(£^l)^(n-2m)-(^-.l) 

dalle  quali  si  ricava 

(6')        x^  =  9Hn-  2m)  +  2gu        ,        (70      y^  =  (£r-i}£(n-2m)  +  (u-l)(^-l). 

Siccome  poi  la  serie  caratteristica  di  ogni  sistema  lineare  normale  almeno  oo* 
(quale  é  certo  il  nostro)  di  una  superficie  razionale  è  complela  (V  6  nel  nostro 
caso,  essendo  x^  >  2y^  —  2 ,  non  è  speciale  (*),  così  indicando  con  r„  la  dimen- 
sione del  nostro  sistema^  sarà  ('): 

(8)  r,  =  a?,-y,  +  l  =  2(2.^)(n^2m)  +  (^M)(tt  +  l)-L 

Con  ragionamento  analogo  a  quello  fatto  poco  sopra  si  prova  che  una  curva 
di  uno  dei  nostri  sistemi  [  c^t'»-»»)+"  ]  ed  una  di  un  [  C9'{n^ni)^u*  j  gj  tagliano  in 

(9)  gg'  {n  -  2m)  +  gu'  ■{•  g'u    punti. 


(*)  Castelnuovo:  8ulU  superficie  di  genere  zerOj  pg.  7.  Mem.  della  Soc. 
it.  delle  Se.  1896. 

(*)  S  e  g  r  e  :  Introduzione  alla  geometria  aopra  un  ente  algebrico  semplicemente 
infinitoj  n®  74.  Ann.  di  Mat.  1894. 

(')  Castelnuovo  1.  e.  pg.  8. 
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Abbiamo  visto  al  n.  4  cbe  per  n  pari  Tordine  di  un  sistema  di  curre  se- 
ganti ogni  generatrice  in  g  punti  dev'essere  ^  +  v  (o  >  0) ,  quindi  per  uno  dei 

nostri  1 0^(»-«)+«  ]  dovrA  essere  ^  -f  t;  =  g(n-m)  +  u  ,  donde  2v  =  ^n-2ifi)  +  2k. 
Si  trova  allofa,  fatte  le  debite  sostituzioni  nelle  (S') ,  (70 ,  (8) ,  (9) ,  che  U  noitro 
tUtema   [  O^e»-"»)***  ] ,  ostia  [C  *       \  è  di  grado  2gv ,  gènere  (g  - 1)  (v  -  1),  di- 

memione  (g  +  l)(v  +  1)  -  1,  e  c?ie  le  interiezioni  di  dite  C*         ,   C  •  »ono 

in  numero  di  vg'  +  v'g.  Analogamente  per  n  dispari  si  ha  che  il  nostro  sistema 

[  C^«'-"')+"  ] ,  cioè  [  C    2         ]  é  di  flfrodo  2gv  +  g«,  genere  (g-1)  (v-1)  +  ^^^'' 

irCiT  + 1) 
dimensione  (g  +  l)(v  +  1)  +  ^^ — -  —  ì^echeU  numero  delle   intersezioni  di 

una  C    2  con  «na  C    2  è  dato  da  yg^  +  v'g  +  gg'. 

7.  Sia  C  una  curva  d'un  sistema  [CJ  irriducibile  di  ordine  g{n  -  m)  + 1«  di- 
verso dal  considerato  [  C^('»-'»*)+'*  ] ,  le  curve  del  quale  [C]  taglino  ogni  genera- 
trice in  g  punti.  La  C  tagliando,  come  abbiamo  visto  nel  n.  precedente,  ogni 
C'*""'  in  g(n  —  2m)  +  u  punti,  ed  ogni  generatrice  in  g  punti,  segherà  ogni 

che  appartiene  a  [C^('*-'*)+'*] ,  e  quindi  ogni  curva  di  questo,  in  ^*(»-2m) +  2^« 
punti,  numero  eguale  al  grado  di  quest'ultimo  sistema.  Ora  ricorrendo  ad  una 
rappresentazione  piana  della  F,**  (*),  avremo  che  due  curve  del  sistema  [C]  che 
corrisponde  a  [C^e»-»")-»^^]  ed  una  di  [C]  che  corrisponde  a  [C]  individuano  una 
rete  di  grado  g^(n  -  2m)  +  2guj  la  quale  è  contenuta  in  un  determinato  sistema 
lineare  irreducibile  normale  dello  stesso  grado  (*)  che  diremo  [G,|.  Ora  avendo 
[C J  almeno  un  fascio  comune  con  fC]  (quello  determinato  dalle  due  curve  scelte 
in  questo),  1  due  sistemi,  essendo  completi  dello  stesso  grado  e  dello  stesso  or- 
dine, devono  perciò  dire ,  e  perciò  in  [  C  ]  vi  sarà  la  curva  che  corrisponde  a 
quella  scelta  in  [  C  J ,  il  che  porta  a  concludere  che  le  curve  di  [  C  ]  sono  in 
[C^(n-m)^«*]^  Possiamo  perciò  dire  :  Il  sistema  [C^(~-~)-^«*]  consideralo  nel  numero 
precedente  è  il  solo  sistema  di  curve  di  F^  di  ordine  g(n  -  m)  -h  u  seganU  ogni 
generatrice  in  g  punti. 


(*)  S  e  g  r  e  :  Sulle  rigate  razionali  ecc.  cap.  V  e  VI. 

(*)  Enriques:  Introduzione  alla  geometria  ecc.  pg.  22. 
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8.  Concluderemo  osservando  che  assegnato  un  intero  positivo  k  qualsiasi, 
sabbiamo  che  le  soluzioni  intere  dell'equazione  g(n-m)-\^u=k  sono  ^=0,w=fc-(n- w)6, 
iove  6  è  un  intero  qualsiasi,   e  quelle  positive  diverse  da  zero   si  hanno  per 


D  <  e  <  —  - 


Dunque:  In  una  F,'*  si  hanno  tanti  sistemi  distinti  di  dato  ordine  k  quante 

k 


sono   le  unità  del  massimo  intero  contenuto   in 


m 


n 


9.  Quando  per  n  pari  è  wi  =  - ,  allora  il  sistema  [C^C*"*^)]  non  è  irreduci- 

n 

bile  (*),  ma  ogni  sua  curva  è  composta  di  g  curve  del  fascio  [C*  ],  invece  sono 
irriducibili  i  sistemi  [C^('»-"*)+"].  Quanto  al  resto  valgono  le  conclusioni  già  trovate. 


Sondrio,  novembre  1898. 


(*)  Enriques:  Introduzione  pg.  23. 
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Si  ]'on  considére,  en  particulier,  les  formes 


E=:lXiUi        j        (ì  =  1  ,  2  , . . .  m) 

P  =  2y^f?»        ,        (fc=l,2,...n) 
on  aura  : 

*  E «F  =  2  05^^  ttflk      ,      (i  =  1  ,  2  ,  .  •  .  w      ;      ^  =  I  ,  2  , .  .  .  n). 

A  cette  composition  des  formes  bilinéaires  correspond  une  sorte  de  compo- 
sition  de  leurs  déterminants,  par  laquelle  en  partant  des  déterminants 

I  A|  =  2  ±  a,,  a„  .  .  .  a«„ , 

|B|  =  Z  t  &I1  &it  •  •  •  Kn 
on  est  conduit  au  nouveau  determinante  &  mn  lignes, 

«Il   *H      }     «Il   ^11  >   •   •   •  ^  «Il    ^in  )   «12  ^11   >   •   •   •  ^  «Im   ^i#* 
«Il   ^21      ;      «Il   ^2t  )    •  •   •    )   «Il   hn  J   «12  &2I   )   •   •   •   >   ^im   hn 

|A«B|  =         ^H    ^«1       ^      «Il    ^n2   >    •   •   •    I    «Il    ^nn    ?   «I2   ^«1    >    •    •    •   >    «Im   ^«« 
«21    ^11        i      «21    ^12    ;    •    •    •    )    «21    ^In    }    «22    ^l|    >    •    •    •    I    «2m    ^In 

«mi    Ki      }      «mi    ^n2   >   •   •   •    I   «mi    Kn  7   «m2   ^nl    •   •    •   ^mm  Kn 

Ces  opérations  entre  formes  bilinéaires  ou  bien  entro  déterminants  jouissent 
des  deux  propriétés  remarquables  suivantes  : 

I.  8i  Von  designa  par   IJ^i  ,  1*2  >  •  •  •  >  Pm   *^   ^i  »  ^2  >  •  •  m  ^n   ^^*  racines   des 
équations  caractéristiques 

a,,  -  A    ,    rt,j  ,  .  .  .  ,  a,^ 

fl,,  ,    «2j  -  A    ;  •  •  .  ,  aj^ 


|A-ÀE|--. 


aO 


"mi 


)      "mt 


t   «»rtm  ~  ^ 
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adjointes  dee  formes  A  et  B,  la  forme  A-B 


0  ,     T,, 


7       ^« 


adjointe  du  produit  A»B  c?e«  <?6uaj  forme  A  e<  B,  «era  égale  au  produit 

(i  ,j=  1  ,2  ,  .  .  .  ,m    ;    fc,  Z=  1  ,  .  .  .,7i) 

de«  <?cwx  formes 'a    et'B  ,  multiplié  par  |Ap"*  |B|*^"*. 

Cotte  proposition  peut  ètre  énoncée  de  plusieurs  autres  manières^  entre  les 
qaelles  nona  nous  bornons  à  indiquer  la  suivante  ; 

Dans  le  déterminant  |A'B|  le  mineur  d^ordre  mn  — 1  correapondant  à  Véle- 
meni  a^-  b^^  est  égal  au  produit  a^j  p,^^  lAp"*  |BP"' ,  a^j  et  f^^  étant  les  mineurs 
d^ordre  m  —  1  et  n-  1  des  déterminants  |A|  et  |B|  con'espondant  aux  éléments 
Aij  et  hjii. 


Athènes  le  26  Aoùt 


7  Septembre  1898. 


P.  8.  Dans  le  premier  fascicule  para  de  VEncyclopddie  der  Mathematìschen 
Wissenschaften  (Leipzig,  Teubner,  1898),  je  trouve  (p.  40),  dans  Tarticle  sur  l'Ana- 
lyse  combinatoire  dù  à  M.  Netto,  que  Kronecker  avaìt  déjà  considéré  le  mode 
de  composition  des  déterminants  dont  il  s'agit  dans  la  présente  Note.  M.  Netto 
signale  aussi  la  relation  |A«B|  =  |AP  |Bp  et  renvoie  à  certains  travaux  de  MM. 
Hensel,  Netto,  Igei  et  Escherich,  dont  nous  n'avons  pas  encore  pu 
prendre  oonnaissance. 

Athènes  le  6/17  Janvier  1899. 


Digitized  by  VjO 


n; 


^ 


Digitized  by 


.OOgl( 


Digitized  by 


Google 


